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^espues  de  sentados  ea  los  tres  i  primeros  tomos  de  esta 
obra  los  principales  métodos  que  han  discurrido,  los  Mar 
temáticos  para  determinar  las  diferentes  especies  de  can«* 
tidad ,  que  lian  tomado  por  aaunto  de  sus  investigaciones 
ya  es  tiempo  de  que  manifestenms  la  aplicación  de  .estos 
artificios  ^  porgue  en  ella  sola  estriba  todo  el  beneficio  que 
resulta  al  género  humano  del  estudio  de  las  Matendáticasu 
De  nada',  ó  muy  poco  serviría  saber  resolver  equacio-* 
ties  9  sumar  series  ,  qué  propiedades  caracterizan  cada 
curva ,  diferenciar  é  integrar  las  expresiones  atgebrái?- 
cas  r  &c.  si  todo  el  uso  de  estas  doctrinas  estuvie^ 
ra  ceñido  á  las  pocas  aplicaciones  que  de  ellas  hemos  he^ 
cho  al  paso  que  las  íbamos  declarando.  Las  mas:  de  ellasi^ 
^  .quasi  todas  ,  deheo  su  origen  á  empeños  dé  mayor  pror 
vecho  y  sublimidad  ,  que  son^iel  objeto  de  la  parte  «de  esta 
ciencia ,  conocida  de  todos  con  el  nombre  de  Matemática^ 
mixta  ;  porque  dexáodo  especulaciones  abstractas  la  Ma«* 
temática  ^  se  emplea  en  contraherla»  á  averiguar  quanto 
puede  lo  que  nos  importa  saber  del  movimienta  de  los 
cuerpos ,  de  las  propiedades  de  la  luz ,  de  las  apariencias 
celestes  ,  y  de  otros  muchos  puntos  de  no  níenos  transceni- 
dental  importancia.  Pero  precisada  á  seguir!  el  rumbo  que 
la  tiene  señalado  ja  limitada  capacidad  del  entendimiento 
humano,  va  separando  unas  de  otras,  las  diferentes  dr-» 
-  *  Tom.iy.  a  3  cuns« 


n  PRÓLOGO. 

cunstancias  que^  «acompañan  un  mismo  asunto ,  haciéndole 
también  argumento  de  tratados  separados ,  según  varía  la 
naturaleza  de  los  cuerpos  en  los  quales  le  considera.  Y  co- 
imo  todos  'los  que  conqcemos  i^  ¡se  dividen  en  sólidos  y  fluí- 
<los ,  era  muy  natural  dividiese  en  dos  tratados  distintos 
quanto  acerca  del  movimiento  de  ambos  nos  importa  inda** 
^r  9  llamando  Dinámica  la  ciencia  de  las  fuerzas  y  del 
movimiento  de  los  sólidos  ,  é  Mydrodinámica  la  parte  que 
trata  de  sjsñalar  las  leyes  del  movimiento  y  equilibrio  de 
Jos  fluidos. 

Aunque  es  uno  mismo  en  la  substancia  el  objeto  de 
éstos  tratados  <»  y  en  ambos,  se  ventilan  puntos  de  muy  pe^ 
nosa  indagación ,  no  llegan  ni  con  mucho  las  dificultades 
-de  la  Dinámica  á*  las  de  la  Hydrodinámica  ,  y  por  esta  cir^ 
<:unstancia  precede  aquella  á  la  otra ,  así  como  entre  to« 
,^os  los  ramos  de  la  Matemática  mixta  ocupa  el  primer  lu-* 
•gar  la  ciencia  del  movimiento  de  los  cuerpos ;  merecién- 
dole esta  primacía  el  influxo  que  tiene  en  los  mas.  de  los 
efectos  naturales  el  movimiento ,  que  con  el  fuego  pode* 
mos  considerar  como  el  alma  de  toda  la  naturaleza.  Don* 
de  no  hay  movimiento  no  puede  haber  vida ;  y  los  mis- 
mos elementos  que  Dios  crió  para  la  conservación  de  lo 
criado  ^  se  transforman  en  causas ,  ó  instrumentos  de  su 
destrucción  ,  luego  que- parada  por  algún  accidente  su  agi«- 
tacion  natural  9  iniitancon  su  violento  sosiego  la  inmobi*^ 
lidad ,  que  á  lo  menos  en  los  animales  suele  ser  el  primer 

indicio  de  la  muerte* 
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Pero  er  movimknto  ^  aun  et  de  uo  tnismo  .cuerpo « va 
acompañado  de  tanta  variedad  de  cifcunstancias  ^  que  sí 
quisiésemos  atender  á  todas  i  un  tiempo  ^  ferian  inapeables ; 
las  dificultades  de  :1a  Dinámica ;  pues  por  razod  de  dir 
chas  circunstancias  admite ^  y. aun  exige  diferentes  conai^ 
deraciones  el  estado  en:  que  esta  ciencia  considera  los  cuer-^ 
pos.  Su  fin  es  declarar  quanto  corresponde  á  su  movimien-^ 
to  quaodo  caminan  con  tal  uniformid^  ^.ó  igualdad,  qu0» 
en  tiempos  iguales  siempre  andan,  unos  mismos  trechos; 
quando  van  andando  trechos  ^  ó  espacios  tanto  mayores^ 
ó  menores  quanto  mas  tiempo  se  están  moviendo  ;  quan-» 
do  chocan  unos  con  otros ;  quando  caminan  por  planos ,  ó 
en  espacios  donde  nada  les  estorba  ^  6  en  espacios  donde 
experimentan  resistencia ;  quando  andad  una  linea  recta  ^  ó 
Uneas  curvas ;  quando  se  mueven  sueltos  ^  6  atados  á  al^ 
gun  punto  i  &  unos  con  otros  ;  finalmente  quando  aniquit^i 
lan  dicho  movimiento  algunos  obstáculos  qiae  le  opone  la  ¡ 
casualidad ,  ó  la  intención  de  un  agente  libte^ 

El  rumbo  que  seguímos  en  la  averiguación  de  todo$ 
estos  puntos^  le  manifestará  la  lectura,  ó  el  estudio  del  prén- 
sente tratado ;  bien  que  podemos  asegurar  que  es  el  mejor 
de  quantos  conocíamos  y  conocemos  hasta  ^\  dia  de  boy* 
Hablaríamos  de  él  con  menos  satisfacción ,  si  no  fuese  obra 
agena.i^aun  quando  nuestro  anior  propio  le  creyese  mere^ 
cgdQt  de  mayores:  alabanzas  :  si  damos  á  entender  que  lleva 
suma  ventaja.  4;  l«s  denlas  ♦  «o  es  tantor  ^on  la  mira  de 
preocupar  al  publico  á  favor  de  nuestra  elección  ^  quapto 

a  4  P^^ 


IV  PRÓLOGO.' 

p6P  realzar,  en  ^demostración  de  gratitud ,  el  mérito  de 
sú  ^tor.  Ai  admitir  él  encargo  de  escribir  estos  elemen* 
losónos  ocurrió  un  pensamiento  que  contemplamos  como 
la  única  causa  del  tal  qual  acierto  con  que  acaso  le  he- 
mos *  desempeñado.    Consideremos    que   no  pidiéndosenos 
tratados  nuestros  ,   sino    tratados  buenos  ,    correspondía 
ecbar  mano  de  los  que  encontrásemos  dignos  de  esta  ca« 
lificacion  ,  sin  ceder  á  los  impulso»  que  pudiesen  acome- 
ternos dé  gastar  tiempo  y  con  el  fin  de  disimular   núes- 
-  tsbs  plagios  ,  éii  dar  otra  forma  á  las  obras  agenas  que  in- 
tentásemos apropiarnos.  Aunque  lo  hubiéramos  conseguido 
á^  tanta  menos  costa ,  quanto  en  lo  mucho  que  se  nos  ha 
ofrecido  registrar  hemos  hallado  egeniplob  que  nos  ense- 
ñasen á  lucirlo  con  agenas  galas  ;  sin  embargo ,  nos  hubie- 
ra apartado  de  seguirlos  lo  mucho  que  nos  urgia  ,  y  ya 
lo'  hemos  dicho  en  otra  parte  ,  concluir  con  toda  brevedad 
nuestra  tarea.  Lo  único  á  que  nos  arrojamos  fué  mudare!' 
plan  de  los  tratados  que  trasladábamos  ^  y  añadirles  de  ca-* 
mino  algunos  pedazos  de  otros  ,  fiados  en  que  autorizaban 
est^  licencia  los  fines  con  que  los  escribíamos*  Ademas  de 
U  calidad  'de  las  doctrinas  que  encierra  un  escrito ,  influye 
muchísimo  en  -sü  excelencia  el  orden  por  el  qual  están  dis- 
tribuidas /cuyo  orden  debe  set  diverso ,  según  varía  al- 
guno de  los  fines'  principales  con  qtie  se  escribe ;  dimanan- 
do de  aquí  la  gran küferericía  que  vade im  libro  bueiio'  i 
[  utf  >libro  qaé  se  pueda  graduar  dé  bien  hecHo.  Uno- y  otro 

i  era  a  atendidas  las  miras  que  Itevaba  su  awtof  al  tifempo  dé 
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componerla  ,  la  Dinámica  que  escribió  M.  Bezout  (a)  para 
Jos  Caballeros  Guardias  Marinas  de  Francia ;  y  deseosos  de 
que  quadrara  todavía  mejor  con  las  nuestras,  la  hemos  aña^ 
didOt  quando  la  íbamos  coordinando  y  trasladando ,  diferen- 
tes  asuntos  que  se  especificarán  con  la  individualidad  qué 
acostumbramos ,  siempre  que  damos  razón  dé  lo  que  nos. 
toca  agradecer  á  los  diferentes  Escritores  cuyas  obras  he- 

» 

mos  disfrutado. 

Aquí  sé  empezará  á  ver  con  qué  destreza  saben  los 
Matemáticos  descartar  del  movimiento  de  los  cuerpos,  to^ 
das  las  circunstancias  que  le  son  peculiares ,  menos  una 
que  hacen  empeño  de  aclarar  ,  para  empeñarse  después  eii 
]a  determinación  de  otra ,  hasta  considerarlas  todas  succe* 

siva  y  separadamente  ,  de  modo  que  pof  último  quede  apu« 

■  • 

rado  todo  el  asunto.  Así  desnudan  primero  á  los  cuerpos 
de  su  gravedad ,  miran  como  de  ninguna  resistencia  los  pla« 

hos  por  los  quales  se  mueven ,  y  los  espacios  que  atravie* 

•   •  • 

san  9  para  atender  únicamente  al  camino  qué  andan ,  á  laí 
Velocidad ,  ó  á  la  mayor  ó  menor  presteza  con  que  ca« 
minan  ;  esto  es  á  la  razón  que  hay  entre  el  trecho  que  cor- 
ren  ,  y  el  tiempo  que  en  andarle  gastan,  Pero  sería  la  Di- 
námica una  facultad  de  todo  punto  estéril  y  fantástica  si 
rio  pasara  de  aquí :  después  indaga  qué  alteraciones  oca- 

sio- 

(a)  Ccurs  Jr  Síaihématiqttef  d  Pusagi  des  Gardtf  da  Pavillon  &  dita  Marh 
tu.  Far  M.  Béíoia ,  &c.  Contenam  Papplhmion  des  principes  généraux  de  la' 
H^échatiique  d.diffírens  cas  de Mouvemem  &  fféqwlibre.  Un  tomo  en  8»  Pa« 
ris  1767. 
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siona  en  el  movioiiento  de  loft  cuerpos  su  propia  grave^ 
dad  ,  su  rozamiento  ^  ó  su  choque  con  los  cuerpos  que  en** 
^uentran  &c*  y  una  vez  que  logra  determinar  el  Matemá- 
tico todas  estas  alteraciones  ^  dexa  plenamente  averiguado 
quanto  pertenece  al  movimiento  de  los  cuerpos  ^  qual  se 
verifica  en  la  naturaleza. 

Si  las  precisiones  de  que  acabamos  de  hablar  son  tan 
socorridas  para  apear  las  dificultades  peculiares  á  la  Dina* 
mica  ^  no  lo  son  menos  algunos  supuestos  de  que  se  vale  en 
muchísimos  casos.  Estamos  viendo  con  mucha  frecuencia 
que  si  dos  cuerpos  impelen  á  un  tiempo  á  otro  en  direc« 
clones  oblicuas  ^  este  sigue  un  camino  distinto  y  compues* 
to  del  camino  que  seguia  cada  uno  de  los  cuerpos  ímpe- 
lentes ;  y  porque  de  su  impulso  resulta  una  dirección  úni« 
ca  ^  es  conocido  entre  los  Matemáticos  este  fenómeno  con 
el  nombre  de  movimiento  compuesto.  Se  puede ,  pues  ^  tam-« 
bien  fingir  que  el  movimiento  de  un  cuerpo  qualquiera  es 
con)puesto  del  de  otros  dos  que  le  han  impelido  á  un  tiem* 
po  en  distintas  direcciones  «  ó  por  mejor  decir  ^  podemos 
considerar  el  movimiento  de  todo  cuerpo  como  efecto  del 
impulso  de  otros  dos  que  con  él  chocaron  en  un  mismo 
instante  ^  y  esto  se  llama  resolver  el  movimiento  único  en 
otros  dos  de  que  se  supone  originado.  Si  la  composición 
del  movimiento  se  verifica  diariamente  en  la  naturaleza, 
su  resolución  no  pasa  de  la  fantasía  del  Matemático ;  pera 
le  proporciona  inmensa  facilidad  en  infinitas  investigacio- 
nes de  la  Matemática  mixta  ^y  Qs  con  otros  principios  el 

fun- 
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fundamento  de  quantas  doctrinas  declaramos  en  este  tra- 
tado. 

Siempre  que  intentamos  mover  algún  cuerpo ,  nos  opo^ 

ne  una  resistencia  que  consume  parte  de  nuestra  fuerza^ 
y  solo  conseguimos  echarle  de  su  lugar  después  que  niies* 
tro  conato  se  le  ha  comunicado*  Aun  quando  fuera  posi*^ 
Ble  concibiésemos  la  materia  como  destituida  de  impene-^ 
trabilidad  ,  no  podríamos  concebir  cómo  se  podria  co« 
municar  movimiento  alguno  á  ün  cuerpo  que  no  sé  nos  re* 
sistiese.  Todo  el  tiempo  que  se  está  resistiendo  ^  le  trasla- 
da su  impulso  la  causa  que  le  impele ;  y  esta  resistencia; 
conocida  con  el  nombre  de  fuerza  de  inercia  de  los  cuer^ 
pos  9  es  otro  priíicipio  fundamental  de  la  ciencia  del  mo* 
vimiento. 

En  el  choque  de  los  cuerpos  unos  con  otros  se  repa- 
ra  ,  que  lo  que  el  uno  pierde  lo  gana  el  otro  ;  y  esta  igual-* 
tlad  entre  el  movimiento  perdido  y  el  movimiento  gana^ 
do  ,  es  oxro  fundamento  de  la  Dinimica.  La  economía  del 
Criador  es  igual  á  su  inmensa  sabiduría  ;  nada  se  pier- 
de ni  aniquila  de  quanto  ha  puesto  en  el  mundo ,  ni  se 
perderá  hasta  que  con  la  facilidad  que  lo  crió  decrete  su 
total  ruina  ;  y  así  como  la  destrucción  de  unos  cuerpos  da 
nacimiento  i  otros ,  quedándose  siempre  en  el  mundo,  bien 
que  con  diferentes  formas ,  sin  el  mas  leve  desperdicio  la 
misma  cantidad  de  materia ;  también  se  repara  y  perma** 
nece  invariable  en  el  choque  de  los  cuerpos  la  misma  can- 
tidad de  movimiento.    Es  ,  pues  ,  esta  igualdad  entre  el 

mor- 
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movimiento  perdido  y  el  movimiento  gatiado  el  tercer  pria«^ 
cipio  fundamental  de  la  Dinámica.  ^ 

£1  quarto ,  que  es  una  ficción  felicísima  del  gran  Ma- 
temático M.  d^Alembert ,  quien  le  aplicó  díestrísimamen« 
te  á  muy  arduas  cuestiones  de  este  ramo  ,  y  aprovechó 
M.  Bezout  y  siendo  su  obra  la  primera  elemental  donde  la 
hallamos  publicada ,  consiste  en  suponer  el  movimiento  de 
un  cuerpo  como  compuesto  del  que  tiene  en  realidad  ,  y 
de  otros  que  se  han  aniquilado.  Si  es  admirable  la  sencí* 
Hez  de  este  principio ,  es  también  prodigiosa  la  facilidad 
que  proporciona,  conforme  lo  demuestran  varias  aplicacio* 
nés  que  de  él  proponemos,  en  las  investigaciones  Dinámicas. 

Todo  cuerpo  que  se  mueve  impele  á  todos  los  que  en- 
cuentra 9  obligándolos  á  moverse  también  en  varios  casos, 
y  gastando  en  este  choque  ya  parte  de  su  fuerza ,  ya  toda 
ella.  Porque  en  qualquier  cuerpo  que  camina  hay  tres  cosa$ 
i  que  atender  ;  e$  á  saber ,  su  masa ,  6  la  cantidad  de  ma- 
teria que  cabe  en  su  volumen  ó  tamaño ,  su  velocidad^ 
y  su  dirección.  De  la  combinación  de  las  dos  primeras  re« 
suUa  en  los  cuerpos  mayor  ó  menor  fuerza ;  pues  nos  ear- 
seña  la  experiencia  diaria  que  quanto  mas  aprisa  camina 
un  mismo  cuerpo ,  mayores  obstáculos  vence ,  ó  aparta  unos 
mismos  de  su  camino  con  mayor  ímpetu ,  y  que  quanto 
mayor  sea  su  masa ,  ó  mas  macizo  sea ,  mayor  golpe  da 
con  una  misma  velocidad  ,  que  quando  es  menor  el  núthet 
ro  de  sus  partes. '  La  fuerza  de  los  cuerpos  en  movimiehf? 
to  siempre  se  reputó,  igual  al  producto* de  su  masa  por    ^ 

su 
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stt  velocidad  ^  hástz  queLeibnitz ,  Alemán  ^  Intentó  prcH 
bar  que  debía  apreciarse  por  el  producto  de  la  masa  por 
el  quadrado  de  la  velocidad;  El  alto  concepto  que  méré-^ 
eia  Leibnitz  entre  los  Matemáticos  (¿)  ,  el  lugar  eminente 
que  ocupaba  entre  los  hombres  de  ingenio ,  talento^  doc^ 
trina  (c)  ^  despertaron  tales  dudas  en  Geómetras  de  grán<^ 
des  créditos  acef ca  de  la  antigua  opinión  ,  que  la  ittf^úg^ 
naron  con  todo  empeño;  pefo  ñopor  ésQ-desmayaVoo'sui 
partidarios  ,  quienes  despreciando  ,  como  es  razón  ,  eit-  las 
ciencias  naturales  ia  autoridad  de  los  hombres  ,  examina* 
ron. las  pruebas ,  ó  los>  argumentos  dq  Leibnitz  y  sus  s^ 
quaces  ^  m  que  los  acobardara  la  celebridad  dje  sus  z\íti>^ 
res.  .Originóse  dé  aquí  una  disputa  quei.duró  algunos  4ñoá 
eon  bastante  porfía  «  quedatKio  por  últimp  triunfante  ti  mo^ 
do  de  «medir  ias  Tuerza^  de  lo&:óuérp6s  eamovimienio  ^qud 
iMista  h^ibíiitgí  X  h^bi^.  seguido  dn  contrádicdxKl  tuiígiiñaw 
}^o,  reñido  de  ia  ^contienda  ^y  la  graduación  de ''loS<satii« 
peones  que  entraron  en  la  lid  no  nos  permitió  omitir  eát¿ 
cuestión  V  y  :1a » tentamos  ,  jofreciendo  £  nqestiros^  lectiresy 
conÉbfwe  Ip  cgecutóí  Scherfer  (d)i:  laisustaitóia.  dé  quánto* 

.  (b)  Era  tan  gran  Matemático  Leibnitz ,  que  fué  el  émulo  ^  .Newton  -  ha^ 
biéndosc  puesto  en  duda  qual  de  If^  dot  fuese  el  inventor  del  cálculo  in^ 
fihlteslmal.   '  ^  -  '     '   -'  '      •  '    ^'^  ^'^'''^  '^''  ''  '   '^í^'í-'-^ 

ifc)  Fué  Leibnite  Metafísico  profancftilító'i  ]%¿a  tlitfti¿'de^t<f/|]áil 
TeólogOjJurisconsultoconsumado,  Publicista  sabio,  tan  prodigioso  en  fin, 
que  unOiador  Ca£61iei>(el  P.Por«d>Jbt«MHé(nbFF<lM£bfo<aehídoéBi^ 

(ii  huiitutioiHt  Pbysicée  ccnseriptig  in  unm  niortm.AxííUtúmm^  ^JtC(mté 

Scberf* 
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se  alegó  por  una  y  otra  parte.  De  esta  disputa  ya  no  que- 
da mas  vestigio  que  el  principio  llamado  el  priocipio  de 
la  conservación  de  las  ñierzas  vivas  ^  del  qóal  han  hecho 
grandes  JMatemáticos  acertadas  aplicaciones^  Nosotros  le 
danio|^  á  conocer  en  un  caso  na  mas  ^  aconsejando  á  los* 
que  desearen  verle  demostrado  con  entera  individualidad; 
acudan  á  la  Dinámica  dd  esclarecido  Matemático  M.d^ Alem- 
bert  9  de  cuyo  escdto  se  dará. individual  razón  mas  ade-- 
lajQie^,  .  , 

Por.  mas  que  se  esmere  un  escritor  en  la  formación 
de  su  obrav  tko  ñi  posible  estén  todos  íos^  puntos  tratados 
con  Jgual  proligidad ;  y  algunos  hay  en  que  debe  detener*^ 
se.  poco.)  ciñéndose  á  indicar .»  ó  apuntar  los  jelenientos  por 
los  quales  ha  de  principiar  su  averiguación^  Esto  mismo 
ootaráü  en  nuestra:  Dinámica  los  que  la  leyeren  con  cui-- 
dado:  hémoslo  hecho  pocas  veces '^  y  nunca  en  asuntos 
esenciales  «  llevando  el  fin  de .  provocar  ^  digámoslo  at íf 
i  los  lectores «  y  darles  gana  de  estudiarlos  en  escritos 
donde  les  corresponde  estar  tratados  con  la  competente  ex- 
tensión. Nuestro  ánimo  no  es  tanto  formar  Matemáticos  con- 
sumados 5  quanto  infundir  en  los  ingenios  Españoles  el  deseo 
de  serlo  ,  presentándoles  por  el  mejor  método  posible  los 
fundamentos  de  esta  ciencia.  Pero  en  los  puntos  fundamen- 
^^alqs  ^  jfn.  to4ojl9  /b^  puede  contribuir  á  manifestar  in- 
í  r« .  O';  me- 

Dos  tomos  en  8«  Hay  de  está  obra  otfa  edición  mas  moderna ,  que  Ueya  mu« 
cbas  taita  jas  4  la  pdmenu    - 
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mediatamente  la  utílidad  de  la  Mecánica  t  faeínos  procedida 
con  tanta  escrupulosidad  ,  que  interpolamos  en  la  obra  dé 
M.  Bezout  lo  que  para  el  intento  echábamos  en  ella  me- 
nos ,  y;  4  fin  de  completar  la  nuestra  acudimos  á  trata- 

i 

dos  elementales  sobre  la  misma  materia  recien  publicados 
por  Matemáticos  de  no  vulgar  opinión.  Al  Abate  Bossut  (e) 
tiene  que  agradecer  el  público  la  teórica  del  choque  obli-* 
quo  de  los  cuerpos ,  algunos  puntos  sobre  la  difícultosí- 
«ima  doctrina  del  rozamiento  ^^  y  la  resoluciot^  de  las  cues- 
tiones de  Estática.  ho$  aficionados  que  gustaren  de  ver  re^ 
sueltas  muchas  mas  ^  podrán  echar  mano  de  lá  Mecánica 
de  ClarR  (/)^que  , resuelve  gran  nútnero  de  ellas  por  una 
propiedad  ideJ  centro  de  gravedad  dé  los  cuerpos  que  de- 
mostramos en  la  pág.  7  1  de  este  Tottio.  La  resolución  de 
las  cuestiones  de  Dinámica  con  que  finaliza  el  tratador,  es 
de  diferentes  manos  ,  bien  que  lo  mas.  está. sacado  de  la9 

'  obras 

;(^  fi»')fiaa  sactffe  de  doi»  óbias  de  es(«  Bscrifor ,  eityos  tftufos  ^m*-"-^  - 
.     Traiiá  éUmentaire  de  Mécham^pse  &  de  IXmMuque  ^  afpUqaé  fnnrípaU* 
fñifa  úu  mouvemefft  iit  Múeiñner.  Par  Mé  PAUfé  Bossut  ^  Prúferreur  Royat 
ie  MeuhínwHquei  aux  écaUs  duGéme;^  VtfoÜru^  (Sc*\Sn  tomo  eit  8. 

Traiíé  4tém$mettré  de-  Médtamqui  SnaUfáe  jaéee  éif  4iotet  sur  qutíques  en* 

droits.  Par  Mi  PábbéBossm  i  de  PAoBiámii  náyades  Sciences  &c.  Ha  tb- 
motad.  París  i77t*  ...  ..^1^ 

(/)  Jin  eaty  mraducthn  So  the  Tleory  ani  practice  of  Mechantes ;  contcd- 
flHtg  4  p:9riefy  ef.  turious  and  impmant  PráUoms  moeiíigated  mth  the  grea- 
Htt  foHIity  by  the  applicathn  \cf  ene  gptmi  fropetty  ef^he  eenter  ofGra- 
visy.  whbout  hiving  recoarse  tú  the  compósitkn  and  rOsohsHon  of  forces.  By 
Samuel  Clark,  ün  tomo  en  4.  Londres  1764. 
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«bfa$:4c-;loardo5  .hermanos  Jajfroe  y  Jiíaft*  BSírtóüUr(g^ 
A  la  resoJucíon  de  estas  cuestíoí^ei  deble^ron  4as  cálcu^ 
lo3  dtfeceorclal^  é  ititegcal  la:  rtctorf$  ^^ue ^  céñsiguier&a 
dje  siü^  coatrar2Qs..:En  la  MatémátÍG!a;piii^  ,  ed  üná  fílcurtad  a 

(^)  7^rob'  BtmouUi  ^  BasiUensis ,  0|^ir.  Do^  tomos  ^n  4;  GinebA  1 744^ 
Johannis  Bermtdli ,  Se,  O^erni  omma  ,  taifj^nte^sparsim  efifaj^  üuam  hac^, 
^enus  imdita,  (¿uatro  tomos  en  4.  Lausana  y  (ginebra  1742. 
-:  A  estos  dos^sckrecidos  Matemáticos  cupo  gran  part^  en  lá  revolución 
que  experimedtó  la  Geometríai^y  tanto  dilató  sos  Hdht^  ,i  á  fiñeí  ctel  siglo, 
pasado ,  y  principios  del  presente.  Ademas  de  los  inventos  ton  que  cada 
uno  de  ellos  se  distinguió  y  tiene  Juan  la  gloria  de  que  al  estudio  de  sus 
Obras  reconocí  el"  célebre  Matemático  M.  d^AIembert  ser  deudor  de  sus 
adelanttimieAtos  eálaMatéiAátícá ,  y  dé  haber  sido  eí  Maestro  del  Marqiféi 
deMlc^jp¡tal.|  á:qji|ien  j^eñfh  dcilcoiodifeteacialjé  integral  !,híliáado«l( 
en  el  tomo  IIL  de  sus  obr^s  las  lecciones  qi:^  de  este  ultiniQ  Gompusopai^ 
tan  distinguido  discípulo.  Jayme  ,  hombre  de  ingenio  no  menos  sutil  qu^ 
profiandó  y  fué  el  maestro  dé  su  hermano,  pero  maestro  tan  afortunado, 
que  la  fatoá4e  su -discípulo  empezó  por  4os  desafíos  ma^etñátidrs/cotíqii^ 
este,  p^rovocó  á  su  hermano  mayor.  La  historia  de  la  emulación ,  y  aun  de 
la  desavei^m^ÍA  qu«i  de  ^qt^nse  originó  entre  los  dos'heírmános^  te  haffit  eh 
el  ^elogio  que  de  Jayme  Bernoulli  escribió  el  discreto  M.  de  Fontenelle ,  Se« 
éretarÍQ  que  fué  de  la  Real  Acadenúade  las  Ciencias  de  París. 

El  estudio  4e  1^  obras  de  Jayme^  y  Juan  Berhoulli  será  de  muchísima 
beneficio  para  todo  hombre  que  aspirare  á  ser  Matemático :  en  ellas  faai 
liará  los  ^principios  de  muchos 'inventos  con  qué  sé  honran  los  naybres 
¡^temáticos  de  estos  tiempos  V.  y.  vesneltos  ¿on  la  sencillez  propia  de  los 
primeros  pasos  que  se  dan  en  toda  facultad ,  otras  cuestiones ,  adenfits  de 

r 

1§6  que  he  trasladado.  Vistos  en  su  nadmiehto ,  digomodo  asi ,  estos  pfd^ 

blpni^  I  facilka^i  muchísimo  la:  inteligencia  de  ias  dificultades  que  bs  hftii 

sy^adidp  los  Geómetras  mas  modernos  ^  y  se  puede  sacar  m  poco  provecho  • 

de  las  doctas  notas  con  que  ilustró  las  obras  de  Jayme  Bernoulli  el  sabio  6a* 

brielGramer.  .,  .  •   • 
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que  no  admite  otro  argumento  que  la  demostración  ,  ni 
mas  autoridad  que  la  evidencia,  ha  habido  también  sus 
controversias ,  ó  por  mejor  decir  sus  oposiciones.  Los  mas 
ide  los  inventos  que  perfeccionan  los  diferentes  ramos  de  los 
conocimientos  humanos,  siempre  experimentan  alguna  con- 
tradicción ,  hasta  que  extinguida  la  generación  de  los  facul- 
tativos  que  sin  ellos  alcanzaron  fama  de  consumados  ,  solo 
quedan  aquellos  que  no  teniendo  hecha  todavía  su  opinión^ 
acogen  con  agradecimiento ,  y  aun  con  respeto  qualquier  ca- 
mino que  se  les  abre  para  llegar  á  la  verdad ;  persuadiéndose 
á  que  todos  los  adelantamientos  de  una  ciencia  no  están  ceñi* 
dos  en  la  corta  esfera  de  los  conocimientos  de.  un  limitado 
número  dé  sus  profesores.  Los  prodigios  que  obraban  con  los 
nuevos  cálculos  Newton  en  Inglaterra  ,  en  Alemania  Leib-i 
nitz  ,  en  Suiza  y  Holanda  los  dos  hermanos  Bernoulis  ,  y  el 
Marques  del  Hospital  en  Francia ,  llamaron  la  atención  de  la 
mayor  parte  de  los  Matemáticos ;  pero  como  eran  estos  cál- 
culos una  especie  de  cifra ,  un  arcano  con  el  qual  se  resolvían 
enigmas  que  se  resistian  á  los  medios  usados  por  los  Maté^ 
máticos  antiguos,  muchos  de  estos  ,  ^ese  envidia  , ^ fuese 
vanidad  ,  no  hicieron  al  invento  la  acogida  que  se  merecía; 
Con  el  fin  de  desacreditarle ,  y  sus  mismos  promovedores 
con  el  deseo  de  lucir  ,  propusieron  al  orbe  matemático» 
entre  otras  4  las  cuestiones  de  Dinámica  ,  -  todas  escogidas 
por  su  gran  dificultad  ,  que  hemos  añadido  al  fin  de  nues« 
tro  tratado.    La  poca  uniformidad  que  se  reparará  en  su 
resolución ,  ha  sido  de  todo  puntó  voluntaria  :  no&  propu-. 
-    Tom.ir.  h  si^ 


XIV  PRÓLOGO^ 

simos  hacer  patente  quan  varios  son  los  caminos  por  don* 
de  alcanzan  los  sabios  la  verdad  según  la  casta  del  inge- 
nio de  cada  uno.  Y  aunque  mas  perceptible  lo  hubiéramos 
hecho  trasladando  de  distintos  autores  la  resolución  de  una 
misma  cuestión  y  sin  embargo  tenemos  por  suficiente  lo  que 
con  esta  mira  presentamos  á  nuestros  lectores.  La  resolu- 
ción de  las  dos  primeras  es  digna  de  notarse  por  la  suma 
jbrevedad  y  elegancia  con  que  se  consiguió  ^  reduciendo  tor* 
da  su  dificultad  á  la  de  una  cuestión  de  Geometría  pura, 
cuya  transformación  debe  practicarse  siempre  que  se  pue* 
de  y  pot  la  inmensa  sencillez  á  que  queda  entonces  reducido 
el  problema. 

Quando  averiguamos  las  circunstancias  de  las  trayec-» 
torias  y  ó  de  algunos  movimientos  curvilíneos  ,  nos  detene- 
mos en  el  caso  particular  de  ser  la  fuerza  central  en  ra- 
tón inversa  de  los  quadrados  de  las  distancias ,  y  echamos 
lús  fundamentos  en  que  estriba  la  resolución  de  una  cues-¡- 
tion  de  Dinámica ,  que  se  ha  hecho  muy  ruidosa  en  este  si- 
glo. Consta  ,  y  lo  tenemos  evidentemente  probado  en  ei 
Tomo  VIK  5  que  los  cuerpos  gozan  la  propiedad  de  atraerse 
unos  ¿  otros  en  razón  directa  de  sus  másas\  y  en  razón 
inversa  de  los  quadrados  de  sus  distancias  ;  por  manera 
que  un  cuerpo  atrae  tanto  mas  á  otro  ,  quanto  mayor  sea 
el  cuerpo  atrayente ,  y  quanto  menor  sea  el  producto  quo 
«e  saca  multiplióando  por  él  mismo  el  número  que  expresa 
la  distancia  que  hay  entre  los  dos.  Verifícase  ,  pues  ^  esta 
ley  entre  los  planetas  primarios ,  y  jel  sol ,  centro  de  sus 

Ino- 
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'movifúientos  ;  y  como,  la-  líiásá  de  éste  astro  €s^  mucho  má^ 
;yQr  que  la  de  qualquier  planeta  ^  es  también  mucho  mayor 
la  energía  con  que  atrae  á&í  los  planeta^:;»  respecto  de  la 
atracción  Qon  que  estos  obran  unos  en  otros.  De  aquí  es 
que  los  movimientos  de  los  cuerpos  celestes:  se  consideráis 
como  originados  de  un  movimiento  de  proyección  ,  y  d^ 
otro  central^  qué  es  su  tendencifi  acia  el  ci^erpo^i  al  rede-i 
dor  del  qual  est^n  dando  vueltas  4  y  que  el  movimiento  de 
la  luna  es  efecto  de  la  atracción  de  la  tierra  ^  siendo  aov^ 
bas  atraídas  del  soL  Resultan  de  la  atracción  que  expe> 
fimenta  á  un  tiempo  la  luna  de  parte  del  sol  y  de  la  tiér^ 
ra  y  tales  irregularidades  en  el  movimiento  de  aquella  ^  qu^ 
ha  sido  este  el  tormentó  de  todoá  los  Astrónomos  ^  y  h^ 
empeñado  á  los  mayores  Matemáticos  de  este  siglo  los  se-« 
ñores  Euler  ^  d^Alembert  y  Cláiraut  en  U  resolución  de  este 
problema :  Determinar  Jos  movimientos  de  tres  cuerpos  qu4 
se  atraen  unos  á  otros  en  razón  directa  de  Jas  masas  y  jt^ 
en  razón  inversa  de  hs  quadrados  de  sus  distancias  ^  t>y¡% 
cuestión  e$  conocida  con  el  nombre  de  Problema  de  los  tres, 
cuerpos.  Aunque  por  estar  pocas  veces  la  luna  en  un  mis^, 
mo  plano  con  el  sol  y  la  tierra ,  se  hace  mas  dificultosa  la. 
resolución  de  este  problema  ^  acaso  hubieran  sido  mas  fe- 
lices en  sus  tentativas  los  hombres  grandes  á  quienes  ha. 
dado  tanto  exercicio  ^  sí  proponiéndosele  con  menos  gene^. 
ralidad  ,  hubiesen  empezado  considerando  el  caso ,  mas  sen* , 
cilk) ,  de  estar  los  tres  cuerpos  en  una  misma  línea  recta# 
Así  se  lo  presume  el  mismo  M*  Euler  en  unas  considera- 

b  2  cia^ 
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ciones  sobre  este  problema  leídas  en  una  junta  de  la  Real 
Academia  de  Berlín  el  día  4  de  Diciembre  de  1765,  que 
trae  extractadas  Juan  Bernouli  el  Mozo  {b). 

,,  M«  Euler ,  dice  el  autor  del  extracto  ,  manifiesta 
99  aquí  con  su  acostumbrada  claridad  quan  distantes  esta* 
,,  mos  todavía  de  tener  una  resolución  completa  del  pro-* 
I,  blema  de  los  tres  cuerpos.  De  sus  reflexiones  prelimi- 
99  nares  saca  por  consecuencia  que  no  hay  que  esperar  poder 
,,  resolver  este  famoso  problema  en  general ,  á  no  ser  que 
,,  primero  se  haya  logrado  resolver  el  caso  en  que  estén 
,,  los  tres  cuerpos  en  una  linea  recta  ;  lo  que  sucede  quan- 
9,  do  se  colocaron  al  principio  en  una  recta  ^  y  han  esta- 
,,  do  allí  en  reposo ,  ó  se  les  ha  impelido  en  la  misma  di^ 
^,  reccion.  Es  ,  pues  ^  de  admirar  que  los  grandes  Geóme-- 
yt  tras  que  se  han  empeñado  en  el  problema  de  los  tres 
V9  cuerpos ,  no  hayan  empezado  sus  investigaciones  por  el 
ii  caso  del  movimiento  rectilineo.  Quizas  no  lo  han  hecho 
^  porque  este  movimiento  no  se  verifica  en  el  mundo  ;  no 
,^  será  á  buen  seguro  porque  se  haya  tenido  por  demasia^^ 
^  do  sencillo  el  problema.  Sería  mal  fundado  este  parecer^ 
^  pues  M.  Euler  sujeta  aquí  este  caso  al  cálculo ,  solo  para 
y^  evidenciar  quan  distantes  estamos  todavía  de  su  resolu- 
,4  cien  ,  bien  que  sea  el  mas  simple  de  quantos  incluye  el 
^f  problema  de  los  tres  cuerpos ,  y  con  el  fin  de  empegar 
«)  á  los  Geómetras  que  quisiesen  exercitarse  todavía  en  úst^ 

C&)  tLecml  pour  les  Astrwtmns  p  fom.  z«  pag*7i* 
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gran  problema ,  á '  que  junten  sus  conatos  con  los  suyos 

para  vencer  primero  las  difitultades  j  que  encierra  el  caso 

particular  de  que  hablamos. . 

Después  de  este  cálculo  repara  M.  Euler  que  ape? 

ñas  se  ha  adelantado  mas  allá  del  prinier  paso  en  la  rer 
t^  solución  del  problema  principaK  Este  primer  paso  ,  afla- 
ta de,  incluye  algunas  propiedades  generales ,  que  convienen 
,,  no  solo  al  movioiiento  de  los  tres  cuerpos  y  que  se  atraen 
,t  mutuamente,  pero  que  se  verifican  igualmente  por  gran- 
,,  de  que  sea  el  oámero  de  los  cuerpos ;  y  como  es  im* 
%y  portante  conocer  estas  propiedades  generales ,  bien  que 
,,  basten  á  determinar  el  movimiento  en  siendo  los  cuerpos 
,,  mas  de  dos  ,  M;  Euler  hace  patente,  en  lo  restante  de 
^,  su  disertación  como  se  deducen  de  las  primeras  fórmulas 
^,  generales  que  suministran  }03  principios  mecánicos., 

,,  La  razón  por  que .  estas  propiedades  geheraljes  no 
9,  son  suficientes  ,  es  qUe  no  encaminan  mas  que  á  sie* 
,,  te  equaciones  inte^grales  en  lugar  de  las  nueve  que  se 
M  necesitan  para  lá  cumplida  resolución  del, problema  en 
„  el  supuesto  de  ser  tres  los  cuerpos.  Es  por  consiguiente 
,,  indispensable  hallar  dos  mas ,  y  esto  es  lo  que  los  mas 
,,  diestros  Geómetras  no  han .  podido  conseguir  á  pesar  de 
„  todos  sus  esfuerzos.  El  método  de  que  me  he  valido  aquí, 
H  prosigue  M.  Euler  i  parece  que  ya  no  puede  dar  mas  de 
»f  sí »  y  será  forzoso  sin  duda  alguna  buscar  un  rumbo  de 
,,  todo  punto  nuevo;  en  el  estado  en  que  se  halla  el  Análisis 
«parece  que  nq  se  puede  todavía,  decir  si  estamos  ,  ó  no 

TomJf^.  ¿3  ^^  muy 
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^  muy  distantes  de  encontrarle.  Lo  cierto  es ,  que  en  Ue« 
^  gando  á  este  punto ,  el  Análisis  sacará  mucho  mayores 
,,  ventajas  de  lo  que  puede  prometerse  la  Astronomía  ,  por 
ti  causa  de  la  complicación  con  que  están  enlazados  unos 
,,  elementos  con  otros ,  según  todas  las  apariencias ,  de  suer* 
i^  te  que  apenas  habrá  que  esperar  para  la  práctica  alguo 
i,  beneficio. 

Como  quiera,  los  que  gustaren  de  ver  resuelta  mas 
por  extenso  esta  cuestión ,  podrán  acudir  al  tomo  IV.  del 
Curso  de  M.  Hennert ,  á  la  Mecánica  del  Abate  Marie  y  y 
sobre  todo  á  las  Lecciones  de  Cálculo  Integral  de  M.  Cou« 
sin  (;)•  Con  esta  cuestión  resuelve  también  otras ,  y  en 
particular  la  de  la  curva  tantócrona,  la  de  la  curva  bra« 
chystocrona  &c.  con  toda  la  generalidad  que  las  han  mirado 
los  Matemáticos  de  esta  era ,  y  valiéndose  para  su  reso* 
lucion  de  los  inventos  con  que  estos  han  promovido  la 
ciencia  del  Análisis.  Es  tal  la  senda  que  sigue  este  Escri- 
tor ,  que  sobre  hacer  uso ,  igualmente  que  el  Abate  Ma* 
rie ,  del  principio  de  la  conservación  de  las  fuerzas  vivas^ 
infiere  la  resolución  del  problema  del  principio  de  la  acción 
mínima ,  introducido  con  igual  destreza  que  felicidad  por 
M.  Euler  en  la  Dinámica  (k). 

{$)  Lefimf  íe  Catad  Dijftremia  &  ieCatcui  ItaégrÁPar  M.Cmtrin^  i§ 
PAcaiémh  Rayale  des  Scknces ,  &c.  Dos  tomos  en  8.  París  1777. 

(ib)  El  principio  de  la  acción  minima  es  este :  Siempre  que  sucede  alguns 
mudanza  en  la  naturaleza ,  la  cansidad  de  la  acción  que  la  causa  es  la  menor 
fosible.  Sobre  ser  este  ptíncipio  muy  dignó  de  la  infinita  sabiduría  del  Crii^ 

dori 
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Aunque  completa  para  nuestros  fines.,  según  dexamos 
insinuado ,  nuestra  Dinámica  ,  está  muy  lexos  de  iricluir 
todo  lo  que  en  este  ramo  hay  que  saber  ;  en  muchos  pun^ 
tos  hemos  tenido  que  ceñirnos  á  los  principios  fúndameos 
tales  9  quedando  con  el  cuidado  de .  dar  noticia  en  este  pró^ 
logo  de  los  escritos  donde  los  aficionados  hallarán  con  d 
pormenor  que  pueden  desear  algunas  doctrinas  que  en  d 
nuestro  se  tocan  ^  para  decirlo  así  ^  de  paso  no  mas.  Al  mis* 
mo  tiempo  daremos  á  conocer  otros  tratados  ^  que  si  bieo 
no  son  tan  elementales  como  el  nuestro  ^  ^on  sin  embargo 
acreedores  á  que  se  haga  de  ellos  particular  menx)ria ,  á 
fin  de  proporcionar  á  nuestros  lectores  el  exercitarse ,  si 
quisieren  ,  en  estudiar  unos  mismos  puntos  tratados  por  di* 
ferentes  métodos  «  cuyo  exercicio  agilita  el  entendimiento, 
y  ensancha  sus  facultades,  suministrándole  ocasiones  de  com- 
parar y  escoger* 

Trabaud  publicó  en  Francés  una  obra  de  Mecánica  (/) 

^4  su- 

dor ,  le  hacen  patente  las  pruebas  que  de  él  trae  M.  Euler  al  fin  de  su  Obra 

intitulada:  Metboduf  inveniendi  lineas  curvas  maximi  mmmhe proprietaU 

gaudentes ,  sive  soiíah  proHetnatis  ísoperimetrid  íatissitM  iensu  accepti.  Aue^ 

$cr$  Leonbario  Eidero.  Un  tomo  en  4.  Lausana  j  Ginebra  1744. 

Entre  muchos  problemas  de  Matemática  mixta  que  resuelve  con  suma 

despejo  el  Abate  Sauri  en  ei  tomo  V,  de  su  Caurs  de  MaihSmaiiques ,  cinco 

tomos  en  8.  París  1774  ^  hay  algunos  resueltos  ( véase  U  pig.  28 1  de  dicho 

tomo )  por  el  principio  de  la  acdon  mínima  9  cuya  solución  verán  con 

gusto  los  que  la  cotejaren  con  h  que  se  halla  de  las  mismas  cuestiones^ 

pág.  r4s.  de  este  toma 

(O  Principes  sur  ¡eMmtoemetá  ei  P^tibre^pour  servir  d^tnireduetiim  m6s 

t/Ucbaniques  Q  á  la  Physique.  Un  tomo  en  4.  de  6i6  planas.  París  1741» 
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sumamente  clara  y  dónde  trabS  ^  sin  hacer  uso  ninguno  del 
Algebra  ,  de  toda?  las  especies  de  movimiento  que  consi- 
deramos al  principio  de  nuestro  tratado  ,  de  las  fuerzas 
centrales ,  del  equilibrio  ^  del  choque  directo  de  los  cuer- 
poss  de  la  Estática  '&c.  £1  tamaño  del  volumen  basta  para 
dar  á  entender  que  todos  estos  puntos  están  tratados  en  él 
€:on  muchísima  individualidad «  y  lectores  habrá  acaso  que 
argüirán  de  ^  difuso  y  algo  pesado  á  su  autor.  No  nos  em- 
peñaremos en  vindicarle  de  esta  nota ;  pero  sabemos  que  son 
de  temple  muy  diverso  los  entendimientos  de  los  hombres 
que  se  dedican  al  estudio  de  las  Matemáticas ,  y  que  lo 
que  para  unos  no  es  mas  que  conciso  ,  para  otros  es  con- 
fuso; lo  que  unos  gradúan  de  breve  ^  otros  lo  tachan  de  dimi* 
ñuto )  y  que  la  obra  de  Trábaud  podrá  ,ser  de  muchísimo 
provecho  para  los  aficionados  de  ingenio  tardo ,  que  por 
lo  común  son  constantes  ,  y  á  quienes  pueden  convenir  las 

« 

obras  de  ló^  escritores  que  se  les  parecen  á  lo  menos  en 
la  mucha  paciencia  de  que  suele  dotarlos  la  naturaleza. 

■ 

En  la  Mecánica  de  Emerson  (m)  faltan  á  la  verdad 
muchos  de  los  asuntos  de  Dinámica  que  nosotros  tratamos; 
pero  propone  con  admirable  claridad  y  sencillez  todos  los 
demás  que  no  quiso  omitir.  Entre  estos  hay  tres  partícu- 

e 

larmente  muy  dignos  de  atención  ;  es  á  saber  ,  la  determi- 

(m)  The  Princij^i  ofMechamcf.  Exphhing  ani  demmriraHng  tbe  giner^t 
Laws  afmotían ,  &c.  The  teconi  edition ,  cofmfed ,  and  wery  mueh  tiAarg^^ 
Un  tomo  ea  4.  Londres  i7$8. 
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nación  del  peso  que  carga  á  una  pared  una  viga  ,  confor-  , 
me  esté  sentada  ,  la  averiguación  de  la  carga  que  puede 
aguantar  según  sea  su  figura  ,  y  esté  puesta  »  y  diferen- 
tes modos  de  comunicar  por  medio  de  algunas  máquinas 
el  movimiento  que  se  quiera  ,  uniforme  ó  acelerado.  Y  úl- 
timamente trae  la  descripción  de  io8  máquinas  ,  calculan-. 
do  su  efecto  ,  entre  las  quales  algunas  hay  sumamente  cu- 
riosas y  de  mucha  utilidad* 

El  tomo  IV.  del  Curso  de  Hennert  (n)  es  un  verdade- 
ro tratado  de  Dinámica ,  en  el  qual  sobre  seguir  su  autor 
las  huellas  de  su  maestro  Leonardo  Eulér ,  se  dá  por  en- 
tendido  de  los  descubrimientos  hechos  en  este  ramo  por 
otros  eminentes  Geómetras  de  este  siglo ,.  siendo  también 
su  obra  el  primer  tratado  elemental  en  que  se  consideran 
las  circunstancias  anexas  al  movimiento  de  toda  máquina. 

Has- 

(fi)  ElefiMftf a  uru'oersa  Mechar^ces  ,  qiue  Stattcam ,  Phoronomiatn  ,  Dynami-* 
cam  I  ac  motus  tnechamcam  complecttmtur*  AucU  Joarme  Freierico  Hermertm 
Dn  tomo  en  8,  Utrech  1768. 

Por  Estática  entiende  Hennert  lo  mismo  que  todos  $  es  á  saber ,  la  cien- 
cia que  trata  del  equilibrio :  llama  Phoronomia  la  ciencia  del  movimiento 
de  los  cuerpos  sueltos :  Dinámica ,  la  ciencia  del  movimiento  de  los  cuerpos 
atados  á  algún  punto ,  ó  unos  con  otros ,  ó  precisados  á  dar  vueltas  al 
rededor  de  algún  ege  ^  &c.  y  por  Mecánica  del  movimiento  entiende  la 
ciencia  que  enseña  cómo  se  causa  el  movimiento  por  medio  de  las  máquinas. 
Hermán  llamó  Phoronomia  en  general  la  ciencia  que  trata  de  las  fuer- 
zas, y  del  movimiento  de  los  cuerpos  sólidos  y  fluidos ,  de  laqualescri* 
bi^. un  tratado  bastante  penoso  de  entender  con  este  titulo:  Phoronomia^ 
.  4ive  de  vifibut  &  motibus  corporum  sidsdorum  &  fluédorum.    Libri   duo^ 
Auctort  J acabo  Hertnafmo  Basüeensi  ^  Qc.  Un  tomo  en  4.  Amsterdam  1715. 
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Hasta  de  pocos  años  á  esta  parte  se  habían  ceñido  los  escri-» 
tores  de  Mecánica  á  considerar  las  máquinas  solo  etr  el  e^ 
tado  de  equilibrio  ;  y  bien  se  echa  de  ver  quan  imperfecta 
quedaba  la  Estática ,  pues  era  dificultoso «  y  también  im- 
posible averiguar  coa  esta  sola  teórica  el  efecto  de  una 
naáquina  propuesta.  Para  esto  es  indispensable  atender  al 
rozamiento  y  á  la  inercia  de  sus  diferentes  partes ,  y  á  la 
rigidez  de  las  cuerdas  ó  maromas.  Esta  doctrina ,  cuyos 
fundamentos  echó  M.  Euler  con  el  nombre  de  Mecánica  del 
movimiento  ,  también  está  declarada  en  nuestra  Dinámica, 
y  con  mayor  individualidad  y  mas  cumplidamente  que  nó 
en  la  de  Hennert.  No  obstante  ,  esta  siempre  será  de  mu- 
cho beneficio  para  los  que  gustaren  de  radicarse  en  el  mé- 
todo de  tratar  analíticamente  los  asuntos  de  Dinámica ,  y 
les  servirá  de  una  excelente  introducción  á  la  obra  ma- 
gistral que  sobre  esta  materia  escribió  el  Sr.  Euler ,  así 
como  debe  mirarse  la  nuestra  como  una  introducción  no 
menos  apreciable  á  otro  tratado  original  de  M.  d'Alembert; 
siendo  este  uno  de  los  mayores  elogios  que  podamos  tri- 
butar á  la  obra  de  M.  Bezout 

Todas  las  circunstancias  que  hacen  recomendables  ca- 
da uno  de  los  tratados  de  que  hemos  dado  razón  hasta 
aquí  y  concurren  en  la  Dinámica  del  Ábate  Marie  ((?),  Sa- 
be 

(«)  Tr0i9é de  Méchamque.  Par  M.^AMMark^deUMaifim  &  SóciM  ie 
Sm-boíM ,  Cmseur  Ruy  al ,  Profetsntr  de  MatbémaHqua  au  CotUgi  Meimrim. 
Cá  tocMM  4.  de43i  plmsde  tetca  goxda.  Paiís  1774* 
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be  conciliar  con  tal  felicidad  este  escritor  la  claridad  con 
la  concisión ,  que  dudamos  haya  obra  elemental  sobre  esta 
materia  que  lleve  alguna  ventaja  á  la  suya«  De  camino  que 
declara  las  doctrinas  fundamentales  ,  cuyo  estudio  no  pue- 
de escusar  ninguno  que  quiera  enterarse  de  la  ciencia  del 
movimiento  ,  las  aplica  á  cuestiones  de  mucha  sublimidad^ 
señalando  con  cuidado  estas  importantes  digresiones  para 
que  las  omitan  aquellos  lectores,  que,  bien  que  hechos  car- 
go de  su  importancia ,  quisieren  mirarlas  como  verdaderas 
digresiones.  Encierra  mucha  doctrina  en^  volumen  muy  pe* 
queño  este  tratado ;  todo  ená  propuesto  con  igual  desem- 
barazo que  elegancia ;  y  entre  otros  puntos  que  declara  con 
suma  individualidad  ,  hay  uno  ,  y  es  el  movimiento  de  los 
cuerpos  arrojados,  llevando  en  cuenta  la  resistencia  del  ayre, 
asunto  fundamental  para  la  Artillería  ,  que  acaso  no  está 
tan  cumplidamente  declarado  en  otra  obra  ninguna. 

Para  los  que  en  las  obras  de  Mecánica  buscan  tanto 
casos  prácticos  ,  como  especulaciones  teóricas  ,  ó  por  me* 
jor  decir  aplicaciones  de  la  teórica  á  la  práctica  que  pue- 
dan guiarlos  siempre  que  se  les  ofrezca  inventar  ó  formar 
juicio  de  alguna  máquina ,  no  conocemos  obra  mejor  que 
la  de  Desaguliers  ,  Inglés  (p).  Las  notas  con  que  aclara  y 
comenta  las  lecciones  de  que  se  compone ,  están  llenas  de 


(p)  Cauri  de  Phy fique  Exptrhmaate ,  par  i 
Socittt  Rayale  de  Londres.  Traduit  de  PjIngMi 
mos  en  4,  grande.  Paiís  I7si« 
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reflexiones  muy  juiciosas  acerca  de  la  Mecánica  práctica, 
y  particularmente  de  experimentos  hechos  con  gran  tino 
para  averiguar  la  fuerza  de  los  hombres  y  de  los  anima- 
les. De  esta  obra  han  sacado  varios  escritores  los  hechos 
que  han  servido  de  fundamento  á  sus  investigaciones  so-* 
bre  varios  puntos  de  la  mecánica  del  movimiento.  En  ella 
se  hallan  también  observaciones  de  mucha  importancia  acer* 
ca  de  la  desconfianza  con  que  merecen  ser  acogidos  aque^ 
líos  arbitristas  que  de  quando  en  quando  vienen  proponien- 
do y  ponderando  máquinas  de  su  invención  ,  de  cuyas  ob- 
servaciones trasladaremos  algunas  al  fin  de  este  Prólogo. 

Las  mas  de  las  obras  de  que  hemos  hecho  mención 
hasta  aquí  se  pueden  llamar  elementales  ,  y  quasi  todas 
abrazan  los  dos  asuntos  principales  que  encierra  la  nuestra, 
es  á  saber  ,  la  Dinámica  y  la  Estática.  Réstanos  dar  á  co- 
nocer dos  ,  para  cuya  inteligencia  se  necesita  algún  mayor 
caudal  de  cálculo  integral  que  el  que  hemos  publicado  en 
nuestro  tomo  tercero.  La  primera  es  la  Dinámica  de 
M.  d'Alembert  (q) ,  doqde  se  hallan  resueltas  por  aquel 
principio  tan  sencillo  de  su  autor  cuestiones  muy  dificul- 

to- 

(q)  Traite  de  Dynamique ;  ians  tequel  Us  hix  de  f  equilibre  &  da  mouvemenf 
des  corpf  sont  rédurtes  auflut  fet't  nombre  possihle  ,  &  demontréef  d*une 
maniere  nouvelle ,  &  oá  Pon  donne  un  principe  general  pour  trouver  le  mou* 
vement  de  plusieurs  corps  qui  agisseni  les  uns  sur  les  autres  íune  ntaniero 
quelcofique.  Par  M.  íálembert » &€.  Un  tontito  en  4.  París  17  $8.  Es  según* 
jda  edición  corregida  y  añadida  por  el  autor  ^  y  lleva  también  varias-  notts 
de  M.  Beaout ,  que  facilitan  muchísimo  su  inteligencia.  Es  obra  originaL 


PROLOGO.  XXV 

tosas  propias  de  este,  ramo  ,  en  las  quales  no  se  sabe  que 
es  lo  que  mas  hay  que  admirar ,  si  el  pulso  con  que  es-- 
táo  escogidas  ,  la  elegancia  coa  que  están  resueltas  ,  ó  la 
cortesanía  con  que  propone  aquel  esclarecido  Geómetra  sus 
dudas  sobre  las  resoluciones  que  dé  alguiíbs  de  los  mis-» 
mos  problemas  han  publicado  varios  Matemáticos  de  esta 

era.  , 

£1  otro  tratado  de  Dinámica  és  obra  del  célebre  Leo^ 
nardo  Euler.,  tantas  veces  elogiado  en  nuestros  l*r6logos, 
y  es  seguramente  la  mas  completa  y  mas  profunda  que 
conocemos  sobre  esta  materia  ^  que  trata  de  proposito  el 
autor  desde  sus  primeros  principios.  £s  obra  verdadera* 
mente  clásica  por  la  extensión  con  qué  abraza  el  asüiito; 
ingeniosísima ,  por  él  método  que  sigue  su  autor  ;  origi* 
nal ,  por  la  novedad  de  muchas  cuestiones  cuya  resolución 
se  propuso ;  y  provechosísima  sobre  todo ,  por  diferentes 
métodos  que  incluye  ^  desconocidos  hasta  que  ella  se  pu^' 
blicó,  para  integrar  muchísimas  diferenciales  (r). 

En  obra  de  asuntos  tan  dificultosos  y  tan  varios  ,  y. 
de  tanta  novedad  ,  nadie  extrañará  que  padeciese  algún 
descuido  áu  autor ,  á  pesar  de  la  extraordinaria  facilidad  con 
que  sabe  manejar  las  materias  mas  intrincadas  de  todos  los 
ramos  de  la  Matemática :  padeciólos  con  jefecto,  y  se  arrojó 
á  manifestarlos  con  alguna  acrimonia  un  Itiglés ,  hombre  que 

*  nun=. 

<r)  ¡Uechanka ,  the  motut  scientia  ,  malytia 
S^fkrúpííc.  Dpsiomos  en  4.  gtande.  Petetsbu 
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Pii$oa'pfl36  d«lVIa[teraátidorm^diaiK>,.íi acaso  llegó  á  sert- 
lo.  '*  Pero  estos  pequeños  lunares  ,  dice  el  P,  Fontana  (A 
i,  que  se  notan  «n  h  cxcetente  Mecánica  de  tan  profundó 
^^  palculador  (  ál  qual  se  puede  aplicar  con  entera  justicia 
y,  y  vefldad  el  proverbio  griego  m  >üfi«i  )  censurados  con 
,^  acrimonia  por  Benjamin  Robins  ei>  su  libro  intitulado 
„  Remarks  on  M.  Euler  Treatise  ofmoticn  ,  by  Benjamin  Ro^ 
„  bhSi  'nihgitn')  perjuicio  tiaoéa  á"  la  profunda  sabiduría  y 
,,  elevada  penetracioa  dé  aquél  grandísimo  Geómetra,  cu* 
^^  yas  obras  tan  varias  ,  originales  y  sublimes  darán  testi- 
^,  monio  á  la  toas  remota  posteridad  de  que  en  el  siglo  dé- 
,^  cimooctavo  el  ingenio  humano  subió  con  el  auxilio  del 
I,  Algebra  y  de  la  Geometría  á  una  altura  á  que  nadie  pu- 
^v  diera  jamas  haber  pensado  que  hubiese  de  llegar*  Quan^ 

tf  do 

:  (/)  »Qúesti  piccioli  nei  ^  cKe  s^i ncontrano  tiell^  eccelente  Meccanica  d^un 
ij  Á piofondo  calcolatore  » (al quale  con  tutta  gíustizia  e  veritá  puó applicar<p 
íy  ú  il  greco  proverbio  tiV  /ttpio^ )  rilevati  con  acerbitá  da  Benjamino  Robins 
»9  nel  libro  intitolato  Remarks  an  M.Euler  Treatise  ófmotion ,  hy  Benjamin 
9>  Robins  I  non  fitnno  alcun  torto  all*  immenso  sapere  e  all^narrivabile  pene-^ 
99  trazione  di  quel  grandíssimo  Geómetra  ^  le  di  cui  opere  tanto  varíe  originaíi 
M  é  sttblimi  faranno  fede  alia  piü  rimota  posteritá  ^  che  nel  secólo  deci-» 
9>  moottavo  Tingegno  umano  a  forza  d'Algebra  ^  é  di  Geometria  é  salito  a 
9>  tanta  altezza ,  a  cui  niuno  avrebbe  creduto  che  potesse  mai  pervenire. 
tí  Quando  cotesto  sig.  Robins ,  che  insulta  Tillustre  Giov^anni  Bemoullii  che 
f>  trata  da  tgnoiranti  i  celel»iSmíth>¿  Jurin^che  discende  perslnoalla  bassezza 
f9{A  Discourse  contening  nat.  and  certainty  ofFluxions)  di  tradurte  il  gran 
99  Newton  peí  nomo  imbrogliato  é  confuso  »ci  dará  qualche  cosa  que  vaglia 
V  la  Meccanica  dJú  sig.Boleif  »allora  noi  gli  perdoaeremo  la  sua  átümositáy  te 
ff  sue  critiche,  e  1  suoi  «norí.''  P«Fontana  ií//^x^  bartmehicUjpag.nMif^ B* 
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^do  ese  M.  Róbíns  ^  que  insulta  al  ilustre  Juan  Bernoüli; 
que  trata  de  ignorantes  á  los  célebres  Smith  y  Jurin  ,  que 
por  fin  tiene  la  avilantez  (  A  Discourse  concerning  ^af^ 
^y  and  certainty  ofFIuxions  )  de  sindicar  al  gran  Newton  de 
Iiombre  enabrpllado  y  confusoi^nos  diere  alguna  cosa  suya 
que  valga  la  Mecánica  del  Sr.  Euler  ,  entonces  le  disimu-^ 
^^  larémos  su  animosidad  ,  sus  críticas  <»  y  sus  errores*^^ 

En  el  Prólogo  de  un  tratado  que  habla  de ;  máquinas 
serfa  extraño  omitir  las  advertencias  que  puedan  precaver 
los  engaños  de  muchos  charlatanes  que  de  quando  en  quao^ 
do  intentan  engañar  al  público ,  pregonándose  á  sí  mis^ 
mos,  por  portentosos  maquinistas*;  Nos  toca  ,  pues  ^  añadir 
aquí  9  antes  de  concluir  v  algunas  consideraciones  peculia*^ 
res  á  la  maquinaria  ,  que  nos  den  ocasión  de  hacer  paten« 
te  la  notable  diferencia  que  va  de  un  honrado  maquinista 
¿un  tramposo  aventurero»     i  3 

No  por  ser  m^s  sencilla  que  otra»  una  xnáquina  me^ 
rece  Ja  preferencia  ,  porque  hay  ocurrencias  en  que  es  fotr 
zoso  preferir  para  obrar  el  efecto  que  se  desea  una  má-r 
quina  cpmpuesi:a5  á  otra  que  sea  de  la  mayor  sericille?^ 
Así ;  aunque  la  palanca  es  de  todas. las  máquinas  la  ma^ 
sencilla  y; fundamental ,  á  la,  quál  se  refieren,  no  habiendo 
ninguna  que  no  se  componga  de  palancas  dispuesus  d« 
distintos:  modos  \  hay.  sin  enibat^^iMáiicffl^: dónde  no  se  pue- 
€le  hacer  usó  de  ella,.  Si ' queremos •;,;  por  ^gémplo ,  levan «^ 
tárá  mucha  altura  una  piedra  de  sillería  para  sentarla  don* 
de  corresponde  en  una  fábrica  \»  ó  quando  queremos  levaii^ 

lar 
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tar  otra  cuerpo  muy  pesado  á  la  altura  de  tréá  6  quátro 
pies  ,  no  sirve  la  palanca  ,  y  tenemos  que  apelar  á  las  po- 
lcas. Estas^y.  sus  jdtfereritei  combinaciones  son  támbiea  muy 
socorridas  quapdo  no. cabe  iógár  para  un  cabestante  •:  pero 
no  son  de  uso  alguno  para  levantar  pesos  muy  grandes, 
porqué  no  es  posible  obren,  juntos  y  todos  igualmente  mu- 
chos  hombres,  asidos-  á  una  misma  cuerda ;  y  si  se  intenr 
ta  aumentar  mucho  la » potencia  cxwi  multiplicar  las  poleas, 
se  necesita  una  cuerda  tan  larga ,  que  mas  sirve  de  estor- 
bo que  de  alivio.  En  la  Arquitectura  ocurren  con  mucha 
frecuencia  casos  en  que  unxabestante ,  biqn  que  no  dá^u 
construcción  mas  ventaja  qué  una  polea  compuesta  ,  no 
dexa  de  ser  mas  provechoso ,  porque  con  el  cabestante 
pueden  hacer  una  maniobra  ocho ,  diez  ó  doce  hombres, 
siendo  asi  que  no  pasan  de  tres  ó  quatro  los  que  se  pue« 
den  asir  á  la  cuerda  de  una  polea.  ^^  Sí  das  quatro  barras 
,^  de  uii  enhestante ,  dice  Desaguliers  ,  fueren  tan  largas, 
^;  que  tres  hombres  aplicando  su  fuerza  en  cada  una  ,  el 
I,  de  en  medio  esté  á  tres  pies  del  exe  del  movimiento,  y 
^9  si  el  exe  donde  se  ai^rolla  la  cuerda  tuviese  seis  pulgadas 
^^  y  media  de  diámetro  ,  los  doce  hombres  harán  tantft 
)^  fuerza  como  setenta  y  dos  ,  bien  que  en  seis  veces  mas 
',,.  tiempo*  .:..;. 

Estas  últimas  palábraa  dan  á  entehder  un  principio 
de  maquinaria  confirmado  por  la   experiencia   quotiÜiaU 
na ,  es  á  saber  que  no  es  posible  aumentar  la  potencia 
sino  á  costa  del  tiempo ,  ni  acelerar  el  efecto  de  una  po- 
ten- 
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tencia  ,  sino  á  costa  de  su  intensidad  :  quahto  mas  pesado 
sea  el  fardo  que  lleva  un  mozo  de  esquina ,  tanto  menos 
aprisa  puede  caminar  ^  y  quanto  maa  aprisa  se  quiere  que 
ande ,  tanto  menor  ha  de  ser  el  peso  que  llevare.  Por  no  ha- 
ber tenido  presente  esta  máxima  algunos  maquinistas  ,  han 
discurrido  que  la  fuerza  de  una  potencia  estriba  en  la  figu- 
ra de  la  máquina  á  la  qual  se  la  aplica»  Pero  la  Mecáni- 
ca no  nos  enseña  á  crear  las  potencias  ^  sí  á  aplicar  las 
que  encontramos  en  la  naturaleza  ;  porque  sería  halucinar* 
nos  el  pensar  que  un  hombre  pueda  obrar  por  medio  de 
una  máquina  ,  sea  la  que  fuere ,  el  mismo  efecto  que  otros 
dos  trabajando  juntos  ,  y  cada  uno  con  la  misma  fuerza  que 
él.  No  por  eso  dexamos  de  conocer  que  muchas  veces  tiene 
cuenta  dar  á  una  máquina  antes  una  forma  que  otra  ;  pero 
esto  sucede  quando  va  errada  su  construcción.  Puede  su* 
ceder ,  por  egemplo ,  que  las  piezas  de  alguna  máquina 
grande  estén  dispuestas  de  tal  modo  ,  que  se  consuma  en 
vano  la  mayor  parte  de  la  intensidad  de  la  potencia ;  co- 
mo  quando  hay  mas  rozamiento  del  que  debiera  por  es- 
tar mal  construida  toda  la  máquina ,  ó  ser  mala  la  figura 
de  alguna  de  sus  partes  ,  ó  por  haberlas  trabajado  sin  cui- 
dado el  artífice  á  quien  se  encargó  ;  ó  quando  los  hombres 
6  los  animales  obran  con  parte  no  mas  de  toda  la  fuerza 
que  podrían  gastar  sin  fatigarse,  6  sin  inconveniente.  En 
todos  estos  casos  un  buen  maquinista  debe  manifestar  su 
habilidad  variando  la  forma »  ó  alterando  las  partes  6  el 
movindiento  de  la  máquina. 
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Todo  hombre  que  se  dedica  á  hacer  alguo  invento  en 
la  Maquinaria  Y  debe  tener  presente  que  en  la  aplicación  de 
las  máquinas  hay  límites  que  jamas  se  pueden  pasar.  Mvh 
chos  que  ignoran  este  principio  fundamental  ^  se  empeñan 
ea  la  invención  de  máquinas  á  su  parecer  portentosas ;,  con 
las  quales  esperan  obrar  efectos  mas  portentosos  todavía. 
Pero  con  menos  confianza  procederían  estos  maquinistas^ 
si  supiesen  que  el  efecto  de  la  mejor  máquina  no  puede 
exceder  en  un  quinto  al  efecto  de  la  peor.    Una  máqui- 
na mala  es  aquella  que   tiene  sus  materiales   tan    bue-r 
nos  9  sus  partes  tan  cumplidas  ,  y  su  obra  tan  acabada  co-^ 
mo  la  mejor  máquina ,  de  la  qual  solo  se  diferencia  en  la 
invención.  Digo  ,  pues^  (  habla  Desaguliers  )  que  si  una  po^ 
tencia  determinada  levanta  cierto  peso  en  un  tiempo  sena« 
lado  por  medió  de  una  máquina  simple ,  no  es  posible  in- 
ventar  otro  artificio  con  el  qual  levante  la  misma  potencia 
un  peso  cinco  veces  mayor  en  el  mismo  tiempo  ,  ó  el  mis-- 
mo  peso  en  un  tiempo  cinco  veces  mas  breve.    Parecerá 
jna  paradoxa  esta  proposición  á  los  que  no  están  bastante 
impuestos  en  los  principios  mecánicos ;  porque  se  está  vien- 
do á  cada  paso  que  un  mismo  número  de  hombres  ó  de 
animales  ,  ó  una  misma  corriente  de  agua  obra  diez  veces 
mas  efecto  con  una  máquina  que  con  otra.  Pero  esto  no 
proviene  de  ser  de  mejor  invención  la  una  máquina  que 
la  otra :  una  fuerza  perdida  ó  mal  aplicada ,  malos  mate- 
riales j  rozamientos  inútiles  t   el  tirar   en  lineas  oblicuas 
quando  convendría  tirar  eo  lineas  perpendiculares ,  anima- 
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les  que  trabajan  eti  positura  poco  favorable. /una:  corriente^ 
de  agua  mal  aprovechada 9 tod9  la  máquma  mal  sentada^&c*: 
estas  son  las  verdaderas  causas  de. tan  notable  diferencial: 
Todo^  esto  proporcionará  loj  arbitristas  ignorantes  inuchas 
ocasiones  díb  lucirlo  unos  á  costa  de  otros  con  sus  máqúi^^ 
ñas  defectuosas.  También  hay  supercherías  entré  los  artí'^ 
fices  como  entre  tos  literatos ,  y.  cometen  igüalmedte  sua 
plagios  los  maquinistas  ,  quienes  no  siempre  saben  hacec 
buen  uso  de  lo  que  roban.  Un  plomero  se  metió  en  haced 
ana  máquina  compuesta  de  dos  tornos  para  levantar  agu^ 
con  dos  cubetos  en  casa  de  i|n  particular  á  la  altur^a  ^de 
30  pies.  Habia  visto  esté  oficial  en  otra  máquina  un  vo^. 
lánte ,  cuyo  oficio  era  hacer  el  movimiento  iqas  uniforme 
y  regular ;'  y  creyendo  que  el  destino  del  volante  era  áuí^ 
mentar  la  fuerza  hi¿o  uso  de  él ,  y  en  lugar  de  aplicadé  eá 
el  parage  de  su  máquina  donde  el  movimiento  era  más  \éf 
loz  ,  le  aplicó  donde  el  movimiento  era  mas  lento.  £1  par^ 
ticular  para  quien  se  había  hecho  la  nueva  máquina  me  lá 
enseñó  (diceDesaguliers);  y  viendo  que  con  ella  trabajabaa 
mucho  quatro  hombrea  para  levantar  el  agua ;,  no  hicis  mas 
que  quitar  el  Volante ,  y  entonces  un  hombre  solo  hacia 
coa  mas  facilidad  la  maniobra  que  antes  los  quatro  jun?^ 
tos.  A  veces  artífices  ignorantes  discurren  una  máquina 
defectuosa  ^  y  reparando  que  no  obra  el  efecto  deseado; 
y  cavilando  discurren  al  último  otro  modo  de  lograrle;  en^ 
tonces  se  envanecen «  y^t  les  figu<*a  tanto  mas  ekceleaft 
su  descubrimiéntd^^f  quanto  jsl  efecto  corresponde  mejoit  á  sus 
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esperanzas ;  siendo  así  que  si  la  primera  máquina  hubiera 
sido  executada  como  debia  $  no  hubiera  discrepado  sino 
muy  poco  de  la  nueva; 

Un  arbitrista  que  solicitaba  un  privilegio  para  un  des- 
cubrimiento nuevo  (  no  era  ni  nuevo  ni  suyo  )  enseñó  su 
máquina  á  un  sugeto  con  cuyo  influxo  esperaba  obtenerle, 
el  qual  me  dixo  que  un  artífice  le  habia  enseñado  un  mo- 
delo para  las  ruedas  de  los  carruages  tan  perfecto ,  que 
los  hacia  caminar  veinte  ó  treinta  veces  mas  aprisa  de  lo 
que  solian»  Yo  que  sabia  quan  imposible  era  esto ,  quise 
ver  el  modelo  ,  y  como  aquel  caballero  no  quisiese  ma- 
nifestármele ,  encargué  á  un  amigo  mió  muy  inteligente  le 
reconociese ,  quien  me  dixo  que  el  modelo  que  represen- 
taba los  carruages  ordinarios ,  y  con  el  qual  se  compara- 
ba la  nueva  máquina  ,  era  sumamente  defectuoso  ,  y  siete 
ú  ocho  veces  peor  de  lo  que  debiera ,  teniendo  las  rue- 
das y  los  eges  muy  irregulares.  No  era ,  pues  ,  de  estra- 
fiar  que  la  nueva  máquina  llevase  mucha  ventaja  á  lo  que 
el  charlatán  llamaba  carruages  comunes  ;  pero  todo  era  uq 
engaño  ;  si  habia  alguna  ventaja ,  era  de  cortísima  consi- 
deración t  y  el  efecto  correspondía  á  la  futilidad  del  in* 
vento.  También  he  conocido  piparos  ^  que  mediante  algún 
artificio  secreto,  se  vanagloriaban  de  haber  encontrado  el 
movimiento  perpetuo ,  ó  por  lo  menos  principios  de  don* 
de  inferirle ;  pero  todo  su  empeño ,  todo  su  talento  se  re- 
ducía á  sacar  dinero  á  los  tontos. 

En  la  Arquitectura  Civil'  y  Militar ,  y  en  todas  las 
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obras  donde  no  se  hace  uso  del  impulso  del  agua ,  son 
mas  leves  y  mas  fáciles  de  enmendar  los  errores  mecáni* 
eos  que  se  cometen.  A  los  Arquitectos  é  Ingenieros  toca 
estar  enterados  del  uso  de  los  órganos  mecánicos;  y  co- 
ció se  les  ofrecen  pocas  maniobras  en  que  tengan  escaso  el 
tiempo  y  el  espacio ,  pueden  aumentar  el  efecto  de  la  pa- 
tencia ,  disminuyendo  respectivamente  la  velocidad  del  pe* 
so :  y  esto  porque  son  dueños  de  darse  tiempo  y  espacio» 
Acaso  se  nos  preguntará  de  donde  proviene  que  te- 
niendo la  maquinaria ,  según  afirmamos ,  principios  fixos, 
sean  tan  pocas  las  máquinas  dignas  de  aprobación  ,  ó  que 
corresponden  á  las  magníficas  promesas  de  sus  inventores? 

_  * 

La  respuesta  es  muy  fácil. 

Si  todos  los  que  se  dedican  á  maquinistas  juntasen 
con  la  honradez  el  tino  que  para  esta  profesión  se  requie- 
re ,  y  las  noticias  matemáticas  y  físicas  que  deben  diri- 
girle ^  no  habría  motivo  de  hacer  la  pregunta.  La  des- 
gracia está  en  que  de  los  que  se  meten  á  maquinistas ,  los 
unos  no  son  mas  que  matemáticos ,  y  los  otros  no  tienen 
instrucción  ninguna. 

No  se  puede  negar  que  entre  estos  últimos  ha  habi- 
do hombres  dotados  de  tan  felices  disposiciones  para  la 
maquinaria ,  que  sin  el  auxilio  de  la  Matemática  y  de  \Á 
Física  discurrieron  admirables  invenciones  ,  pero  no  la« 
téduxeron  á  reglas  fixas  sino  en  virtud  de  observaciones 
que  sobre  ellas  hacian  después  de  puestas  en  estado  de 
obrar.  Estos  hombres  ,  examinando  con  cuidadosa  porfía 
Tom.Il^.  Q  2  ca- 


XXXIV  P  RÓLOGO. 

cada  cosa  separadamente ,  llegaron  á  conocer  muchas  re* 
¡aciones  y  propiedades  de  los  cuerpos ,  y  suplieron  su  ig- 
norancia con  una  especie  de  Matemática  natural  ^  que  es 
el  tino  que  decíamos.  Tales  fueron  en  Inglaterra  Hadle/ 
y  Sorocold  ,  los  únicos  maquinistas  que  tuvo  aquella  Na- 
ción en  el  siglo  pasado.  No  erraron  máquina  ninguna^ 
porque  primero  que  pensasen  en  lo  que  les  habia  de  valer, 
hacian  empeño  de  que  saliese  á  propósito  para  el  efecto  al 
qual  la  destinaban;  ^  Hoy  dia  no  se  ven  sino  arbitristas, 
,,  y  ningún  verdadero  ingeniero ,  los  quales  no  proponían* 
,,  dose  mas  objeto  que  ganar  mucho  con  una  obra  mala, 
„  executan  las  cosas  aprisa ,  y  con  tantos  defectos  ,  que 
„  bien  se  echa  de  ver  que  todo  su  fin  es  deshacerse  luego 
t,  de  su  obra  ,  y  muchas  veces  empeñan  á  los  particulares 
„  en  gastos  inútiles  que  los  arruinan/^  Apenas  hay  albañil 
ó  tramoyista  que  no  se  tenga  hoy  dia  por  ingeniero ,  y 
se  encargue  ó  solicite  encargarse  de  la  construcción  de 
un  molino.  Sin  embargo  acaso  no  hay  dos  que  sepan  co- 
mo debe  medirse  la  cantidad  de  agua  necesaria  para  que 
ande  un  molino ,  sea  de  la  especie  que  fuese  ;  todos  se 
contentan  con  formar  juicio  de  la  corriente  á  ojo. 

Tampoco  salen  siempre  acertadas  las  máquinas  que 
inventan  los  Matemáticos ,  los  quales  suelen  tener  mas  co«> 
nocimiento  de  la  Matemática  pura  que  de  la  mixta ,  y  no 
están  enterados  de  la  operación  manual.  Pero  esto  pro- 
viene las  mas  veces  de  la  ignorancia  ó  de  la  malicia  de 
los  artífices  de  quienes  se  valen.  Porque  el  Matemático 

des- 
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después  que  ha  dado  todas  las  vueltas  necesarias  á  su  pen- 
samiento »  y  calculado  la  intensidad  de  la  potencia  y  d^l 
peso ,  suele  fiar  la  execucion  de  muchas  partes  de  su  má- 
quina á  diferentes  oficiales.  £1  oficial  ignorante  se  encar- 
ga de  hacer  lo  que  no  entiende;  el  oficial  picaron  pro* 
cura  desacreditar  el  invento ,  executando  mal  lo  que  to« 
mó  á  su  cargo  ,  porque  no  es  suyo  ni  el  pensamiento  ni 
el  modelo.  Hay  entre  los  artífices  una  especie  de  empeño 
de  ocultar  como  un  arcano  su  arte  ^  y  miran  como  un  mal 
compañero  al  qué  manifiesta  á  otros  su  modo  de  trabajar^ 
y  el  precio  de  los  materiales.  Llaman  hombres  de  teoría 
ca  á  los  Matemáticos  y  Físicos  ^  corriendo  entre  ellos  muy 
valida  una  máxima  tan  común  como  faka  ^  y  es  que  mu« 
chas  cosas  que  son  verdaderas  en  la  teórica  ^  no  lo  son  en 
la  práctica.  La  causa  de  esto  es  que  suelen  dar  el  nombre 
de  teórica  á  unas  luces  muy  superficiales  que  solo  enseñan 
proporciones  generales  ;  y  siendo  incompleto  el  pensamien*-» 
.  to ,  no  es  maravilla  que  salga  errada  la  execucion. 

£1  maquinista  que  deseare  tener  completa  la  teórica 
que  necesita ,  debe  ser  inteligente  en  obras  de  mamposte- 
ría  i  de  carpintería  ^  de  hierro  ^  en  apreciar  las  fuerzas, 
debe  conocer  la  duración  y  la  coherencia  de  los  cuerpos, 
saber  formar  no  solo  una  traza  general  de  toda  la  máquina, 
mas  también  el  dibuxo  particular  de  cada  una  de  sus  partes^ 
expresando  las  mas  mínimas  por  medio  de  un  pitipié  exac- 
to ,  á  fin  de  que  antes  de  poner  por  obra  el  pensamiento, 
se  pueda  formar  puntual  juicio  de  cada  una  de  ellas.  Si 

C4  el 


XXXei  PRÓLOGO. 

el  que  se  encarga  dé  alguna  máquina  grande  supiere  bas- 
tante Matemática  para  calcular  el  efecto  que  ha  de  obrar 
ia  potencia  9  rebaxando  lo  necesario  por  razón  del  roza- 
miento y  otros  óbices ;  si  tuviere  de  la  práctica  suficien- 
te conocimiento  para  fiscalizar  á  los  oficiales ,  y  ver  si 
executan  con  cuidado  y  puntualidad  lo  que  se  les  ha  en* 
cargado  ;  entonces  saldrá  seguramente  la  práctica  muy 
ajustada  á  la  teórica  ,  sin  discrepar  ni  un  ápice  una  de 
otra. 

Muchas  veces  se  yerra  una  máquina  sin  culpa  del 
Matemático  ni  del  artífice  •  siendo  la  única  causa  del  da^ 
fio  la  miseria  del  particular  que  se  la  encarga..  Hay  mq-^ 
chos  miserables  ,  pero  vanos  ,  que  decantan  la  pretendida 
discrepancia  entre  la  teórica  y  la  práctica  ,  con  la  nyra 
de  dar  su  confianza  ,  pensando  que  gastarán  menos  ,  á  ig4 
norantes  ,  á  quienes  ellos  de  su  autoridad  gradúan  de  hom* 
hrt^  de  mucha  práctica  y  grandes  experiencias.  £1  éxito 
siempre  sale  qual  corresponde  ;  se  yerra  el  intento  ^^  y  st 
gasta  doblado  ^  sucediendo  lo  mismo  que  á  la  gente  pobre, 
que  por  no  gastar  en  visitas  de  médico,  se  cura  con  un  bo» 
ticario. 


ER- 


xxxvu 


.    ERRATAS . 

De  los  Prólogos  de  los  tomos  antecedentes» 


TOMO     I. 

Pág*  léinea.      Dice,  Léase, 

V  .     II;     -1 7  7 1 ...'... .  1775. 

XIV       19720      lugar.  •  •  •  •  •  •  lunar» 


I. 


r  ■ 


< 


TOMO      III. 

XXIV  •     10      Maulaurín Maclaurin. 

XXV  s       9^^  '^ '  %.....  que  con  éK 

XXXII  nota.         6      agradar.  %  •  •  •  • «  agradecer. 


• 


4        «  «  y  , 


•  • 


JE/i- 


xxxvni 


E  R  RA  TA  S. 


1 


6      a4   I  \ 

I  nuye.  j 

Íquaadp.  JasL   veloci-  1         ^    , 
f  quando  las  masas. 


Pág.      Linea.  Dice.  Léase. 

f  quanto .  mas   dismí-  \  quanto  mas  se  dismi- 
nuye, 
[quaadp.  JaSL   veloci- 
dades. 

1 6         I      espacios «  tiempos. 

I  6         I      tíempos  . '«  .  •  é  • .  #  espacios. 

a  8 .        8      cae  en  un #  .  •  cae  un. 

43       2  2      será  « • •  .  «  «  serán. 

57.    ai      del  punto. . «  •  •  é .  •  de  un  puntOé 

65       17      de  esta •  •  •  respecto  de  esta. 

8  8       16      en  él en  ella. 

107         9      paralela  PQ paralela  á  PQ. 

X19Í  ^^  |isrisr^-^*y.¿jp kk^xsm. 

I  asi    »9    M^-*-^^ AF-^HB, 

V.    20     * 

1  a  s         3      del  ege «  al  ege. 

125         9      =  A'x  ^.rftf. r=  iST'x  J'.itf. 

138       1 1      artiñcios  la  ..... .  artificios  á. 

iSS      16     '-^T-P^ -r^P^*' 

,5g       ,8      ííí:í?i-¿p ^tiíf^p. 

15  9       I S      (^-+-5  sen»^) ....  (^-h5  sen*<i). 

163       19      EKdAL FK6AL. 

i5s 


ERRATAS.  XXXIX 

Pág.  Linea.  Dice.                        Léase. 

I  6  s  a      -+-  Z)  senV -4-  Z>  seii*^, 

I  6  s  4      H-  i?  sen*í7 •  -4-  Z)  sea V» 

I  6  6  8      el  punto  F el  punto  E. 

182  s  4348»í2Si46  ...  4348,25235. 

182  6  á  la  margen  cítese  la  üg.  84. 

191  I      cy  c\ C  y  Cf. 

205  4      ^-^md —  mn. 

206  4     -H'^Prfí gPrfr. 

307  13        iKf J*. ■^. 

3o8  34      =  —  ~ »  = — -2^. 

213  33         H-^ -4-2Í^. 

_  ,    .  ^  JIf  P(« — r)dt-  MT(xL.r)Jt 

214  5     jf—f^ T^-^c^- 

217  I  s      BAÍ^, BM. 

3  30  2        X-+-x' ••  2 -+-«'. 


337         3 .     resolución revolución. 

228 


2cy'  ,icy' 


239  14  distancia  C distancia  de  C, 

239  16  CD C=iD, 

240  22  JW. ..,.,.,. ¿V". 

247  I  y  por  AxZ). ...  .  yRxD, 

247  is  ex rj*. 

248  23  partes  X partes  de  Z, 

«51  S  GC' GG\ 


»S4       15      =f^« =z^z. 


aSS 


XL 

Pdg. 

as6 
a6x 
261 
362 

272 
277 
279 
283 
284 

295 
301 

306 
338 

333 
381 

39^ 
422 

443 
489 

499 
506 

506 

S08 


ERRATAS, 

Linea,  Dice,  Léase, 

20  «  =  Y^*^ «=:-j-^» 

4  G G', 

20  C¿ G¿, 

26  — ■  ipx  X  Gg' pp'  —  ip  x.Gg'xpp', 

1 4  p'«  :=  p'G  sen  ^.  .  .  y«  =:  p'G .  sen  í&'. 

3 .  nVSu^dt, .....  .. . ,  .  .  nDsu^Jt,  <. 

I  ./#=  I j4a^:z,i, 

«■  ''(v) «íCv).  ' 

I  a  gy-^gydt  &c dy-^gydt  &CC. 

7  .^Z>C. D^C. 

19  drf  ==  ivrc fid =i\ra 

1  5  copo .....•••.  caso.  í 

2  7  ¿/Z ZZ... 

1.6  la  tierra..  .......*  la  barra. 

7  y  8  iSTiB ICe. 

A  la  margen  bárrese  192. 

I  7  M^M—v)  y.R Hí{[^ — v)  x  R, 

I I  aumentar. ,.«.....  mudar. 
26  igó *.,,,,.  120. 

3  210 .240. 

1 1.  movimiento *,  *  ,  rozamiento. 

20  BP CP, 

.  8  MKK  -+r  íf MKKx^, 

iilt.  fiW  —  íi3¿^ Qbb'-t-  tQ,bh, 

9  5<2 BP. 

S14 


S14 
SIS 
Si<S 
gas 
Sa8 

$31 


ERRuÍTjíS. 
Linea,  Dice*  Liase» 

8      =fl3jp.  .,,..;.  .^     aix*,. 

6      MGz=: Mm, 

8      (AM)* .,    .(MD)«. 

a  6      JMjp *      MB. 


xu 


•  # 


.'* 


< 


IN- 


XLir 


ÍNDICE 


!         « '     '        •"'.•:  kí  >.  -»  '1 


De  lo  que  se  contiene  en  este  Toma 


i    « 


jB/ 


flementos  Je  Dihdmka^ -  r-     ^  Pág.i; 

Nociones  pr^JiminaffSf :  i-ti 

Leyes  del  movimientos    ;  ^  ^  ^; 

D^/  movimiento  ^úh^me^ iio; 

De  las  fuertas  y  de  la  cantidad  del  movimiento^  13. 

De  los  movimientos  uniformemente  acelerados^  i  8 « 

Del  movimiento  Ubre  de  los  cuerpos  pesados^  a  2. 

Del  movimiento  variado  de  qualqmer  modo^  3  o. 

Del  equilibrio  entre  fuerzas  directamente  opuestas,  3  4 . 

m 

Del  movimiento  compuesto f  3  7  • 

De  la  composición  y  resolución  de  las  fuerzas^  44» 
De  los  momentos  y  sus  usos  para  la  composición  y  re^ 

solución  de  las  fuerzas,  S3* 

De  las  fuerzas  que  obran  en  diferentes  planos,  63. 

De  los  centros  de  gravedad,  6g. 

Propiedades  de  los  centros  de  gravedad^  99* 

Principio  general  del  equilibrio  de  los  cuerpos,  i  o  8  • 

Prin:;ipio  general  del  movimiento,  1 1  o« 
Consecuencias  que  se  sacan  de  los  dos  principios  prece^ 
dentes  ,  respecto  del  centro  de  gravedad  de  los 

cuerpos,  iii# 
Usos  de  los  centros  de  gravedad  para  la  medida  de  la 

extensión^  1 1 4» 

Del 


ÍNDIC.Eí  xlhi 

Deí  movimiento  de  los  cuerpos  pesadas  por  plintos  iñiU^  \ 
.    nadoSf  *       130. 

De  la  comunicación  del  movimiento^  x  3  <^i 

Del  choque  de  los  cuerpos^  S3'$«^ 

Del  choque  directo  de  los  cuerpos^  -         141^ 

Algunas  aplicaciones  del  choque  de  los  cuerpos  duroSi  \ 

y  consecuencias  que  de  él  sf^  infieren  respecto  de  la      '    v 

percusión^  .  *49^ 

Del  choque  indirecto  de  los  euerpos^^  x  5  5é 

Del  movimiento  por  superficies  curvas f  t6g. 

Del  movimiento  de  oscilación  ,  y  de  los  péndulos^  >  7  5  • 

Del  movimiento  curvilíneo  en  general^  1834 

Del  movimiento  en  el  circulo^  1 8  6« 

Del  movimiento  de  los  proyectiles^  ó  cuerpos  arryados^  >  9  S<^ 
De  otros  movimientos  curvilíneos^  3  o  3  • 

Del  movimiento  de  rotación  ^  y  de  los  centros  de  percu^ 

sUm y  oscilación^  .    aip* 

Del  movimiento  de  los  cuerpos  que  se  mueven  en  espOi*       .  \ 

cios  ó  medios  resistentes^  264^ 

De  las  fuerzas  vivas.  Pruébase  que  son  iguales  ai  pro^  \ 

ducto  de  la  masa  por  la  velocidad^ a  8  $« 

Satisf acense  los  principales  argumentos  de  los  partí-- 

darlos  de  las  fuerzas  vivas^  289. 

Del  principio  de  la  conservación  de  las  fuerzas  vivas  ^  313* 
Del  rozamiento  en  general^  3  x  S  • 


Del 


XLIV  ÍNDICE, 

Del  equilibrio ,  y  del  movimiento  en  las 

.  máquinas^  6  de  la  Estática^  339- 

Jhla  máquina  funicular,  3  40. 

Dt  lé  Palanca^  3S8. 

De  Jas  Balanzas,  Z^7* 

De  ¡a  Romana,  39o* 

Del  roxatniento  en  ¡a  palanca,  394* 

De  las  Poleas  ó  garruchas,  39  5» 

Del  rozamiento  en  las  poleas,  4  o  4* 

Del  Torno,  4© 9* 

Del  rozamiento  en  el  torno,  4a7* 

Del  equilibrio  s  fhovimiento  en  los  planos,  4*9* 

Del  rozamiento  en  los  planos  inclinados,  44 1  • 

De  la  Rosca,  '*'*3* 

Del  rozamiento  en  la  rosca,  448. 

De  la  Cuña,  ^^^* 

Del  rozamiento  en  la  cuña,  ** S  2» 

De  la  rigidez  de  las  maromas,  4  S  3  • 

Cómo  se  aprecian  las  fuerzas  aplicadas  Á  las  máquinas,  468. 

Resolución  de  algunas  cuestiones  de  Estática,  479 
Resolución  de  algunas  cuestiones  de  Dinámica, 


Sil 


ELE- 


ELEMENTOS 

DE    DINÁMICA 

Nociones  Prefímínares. 

j\-  A  SI  como  los  cuerpos  que  conocemos  y  indiferen* 
£\  tes  (de  suyo  para  moverse  ó  estarse  quietos, 
nunca  jamas  se  moverian  sin  el  impulso  de  alguna  causa, 
potencia  ó  fuerza  que  les  comunica  algún  movimiento; 
tampoco  nunca  jamas  dejarían  de  moverse ,  una  vez  sacar 
dos  del  estado  de  reposo  ,  y  se  moverian  eternamente ,  si  no 
encontraran  en  su  movimiento  cuerpos  con  que  chocar  que 
le  destruyen  indefectiblemente  >  porque  no  hay  en  la  na<- 
Curaleza  de  ios  cuerpos ,  ó  á  lo  menos  no  la  alcanzamos, 
propiedad ,  causa  ó.  virtud  ninguna  que  los  haya  de  redu*- 
cir  al  estado  de  reposo.  Hay  también  circunstanciad  partid 
culares  en  que  la  acción  de  un  cuerpo  en  otro  que  se  mué- 
Ve  y  lejos  de  destruir  su  movimiento ,  le  ocasiona  todavía 
mayor.  Son  ,  pues  ,  muchos  los  casos  que  ofrece  á  nuestra 
consideración  el  movimiento  de  los  cuerpos  ^  pero  sea  lá  que 
fuere  sa  multitud  y  variedad,  todos  ellos  forman  el  objeto 
de  la  ciencia  conocida  con  el  nombre  de  Dinámica  ,  cuyo 
asunto  es  tratar  del  movimiento  de  los  cuerpos  en  quanto 
le  produce  y  aumenta  ó  destruye  la  acción  mutua  de  unos 
en  otros.  Pero  no  significa  la  voz.  Dinámica  én  el  sentido 
común  y  en  que  nosotros  la  usaremos  también  ,  sibo  la  deli- 
cia que  coiMídera  quanto  pcítenece  al  movimiento  de  los 
.     Tom.ir,  A  só- 
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sólidos  ,  de  todos  aqueUos  cuerpos  cuyas  partes  «  moléculas, 
partículas -Ó  partecillas  tienen  mucha  adheréncta  unas,  con 
otras  » y  se  xesisten  quando  intentamos  destruic  su  adikslon 
recíproca;  habiéndose  inventado ,  para. mayor  claridad,  otra 
voz  con  que  distinguir  la  ciencia  que  trata  del  movimiento 
de  ios  fluldps  j  de  todos  aquellos  cuerpos  entre  cuyas  partes, 
fnoléculas  ó  partecillas.  no  hay  >  adherencia ,  y  que  será  el 
asunto  del  Tomo  siguiente.* 

2  Desde  los  primeros  renglones  de  este  tratado  nos 
importa  avisar  á  nuestros  lectores  procuren  guardarse  áá 
una  preocupación  de  la  qual  les  cuesta  á  algunos  entendi<«> 
mientas  bastante  trabajo  desprenderse.  Como  no  se  ve  cuer^ 
po  ninguno  que  no  sea  pesado ,  muchos  creen  que  la  pesara 
tez  ó  el  ser  pesada  es  esencial  á  la  materia  h  y  que  peso  y 
4;uerpo  son  dos  voces  ¡synónimas.  Pero  se  equivocan  :  lá  pe-^ 
santez  es  un  accidente  de  los  cuerpos  que  proviene  de  unía 
causa  particular  ,  y  la  voz  cuerpo  no  significa  mas  que  una 
estension  impenetrable  de  estils  ó  aquellas  dimensiones. 

3  .  Quando  un.cueqx)  permanece  constantemente  en 
el  mismo  lugar  del  Espado  y  está  en  Reposo  >  pero  quando 
pasa  de  un  lugar  á  otro ,  está  en  Movimiento  ,  y  el  movi-» 
miento  es  tanto  mayor  ,  quanto  menos  tiempo  gasta  el  cuer-> 
fx)  en  pasar  de  un  lugar  á  otro ,  ó  quanta  mas  velocidad 
tiene  el  cuerpo  ó  se  mueve  mas  aprisa. 

Para  dar  á  conocer  con  la  exactitud  y  claridad  que 
corresponde  el  tiempo  y  el  espacio ,  distinguiremos  dos  es^ 
pécies  de  tiempo  y  dos  especies  de  espacio  >  es  á  saber ,  el 
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Tiempo. ohokaoyY  d  Timpo  nlatho i  el  Espacio  al^sokfüy  y 
ti  Espacia  relativo:.. 

4  El  tiempo  absoluto  ,  verdadero  y  matemático ,  sia 
relación  ton  cosa.sdgunfi/esterior.>  conc.umfifmieméttte  6 
^iiMlmefttef  y. se  VLixásí' foración.  ' 

A^í  como'  en  Geometría  consideramos  la  linea  como 
formada  del  rastro  de  un  panto ,  podemos  también  consi- 
derar ei  tiempo  absoluto  como  formado  del  curso  y  fluxion^ 
ó raatro  >  d%aroosla ás£  i  succesivoy  uniforme  del  Instante j 
que  es  una  part&  infinitaincnte.  ^»|ueña  de  dicho  tiempo.  1 
El  tiempo  relativo^  aparente!  y  vulgar  ,  es  la  medida 
visible  y  esterna  de:. una «partcíqualquiera  de  duración  ^  igual! 
o  desigual ,  sacada  del  movimiento :,  tales  soú  las  medida^ 
de  horas  9  de  dias  y. ade' mésese z&c.  de  <^e  qsamos  comuÁ-^ 
mlmte  en  lugar  del  tiempo  verdadero. 

%  £1  espacio  absoluto  i  sin  nii^na  relación  con  las^ 
cosas  esii; raas  ^  'se  qiisda  ^en^e  similar  é  Inmofall,  y . quie* 
ro  decir  ^  que  es  siempre>4)úeddo>Ü4ff  mSnhoi^  y  quesi]S¿ 
pactes  gnaídait '  al  infinitarsusí  mlsteai  -siiuaciooei  respecti* 
Vas  en:  todaiá  las\d&reccione& 

L^i  :i£L  espacio  i  jrelbtlvoi  es'  'aqudla  medida .  ó  «dimerisloni 
mobil  del  espaciQ*iai(3^1iiCD^  (|ac>.per^  septidosi 

pot  meá¡a:de:»^iL  relacÍBní:.con  \oéi  córrpdsiv'ylqoei  éB  vul- 
go icanfutidé  con  el  espacio  IninobA.  Así  ^  por:  exemplo^ 
Wí  espacio  t0m84o,ddntio;jde.ia'  i¿em'6fsn,et  Giela  i  estS: 
detorhiinadb  pqr  la  shuocion  ^ea  qhc  tstá  ijócsp^cto  déla 
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6  Llamamos  Lugar  W^xnt  del  espacio  que'tm  cnef^ 
po  ocupa  y  y  según  que  el  espacio  es  absoluto  ó  relativo^ 
es  también  el  lugar  absoluto  ó  .relativo. 

Decimos  que  el  lugar  és  una  parte  del  espacio  >  y  ncy 
la  situación  del  cuerpo  ^  ó  la  superfidéí  que  le  ¿ircundaf 
porque  los  sólidos  iguales  siempre  oeupaa  lugares  iguales^ 
bien  que  sus  superficies  sean  comunmente  desliguales  y  por 
razón  de  la  diferencia  de  sus  fórmaselas  ^ituaciohes^iía^ 
Uando  con  rigor ,  no  tienen  cantidad  y  ison  afecciones  de 
lugares  7  y  no  lugares  verdadevamcote  tales.  .    > 

7  Así  como  hay  dos  especies  de  tiempos  y  espacio^ 
iiay  también  dos  espedes  de.reposo  y  'de  «movimiento  ;  esr 
á. sabor,  A  Rspoio^áíbsolatOyy  zl  A^Mo^rslaíivQ $í^ M 
miento  absabstoi^y:  A  ñSbviP&ntü.relathio..    .  i^  :  '^  .  t    *  /  /> 

£1  reposo  absoluto  ele  un  cuerpo  ^eí  la  permlnisncíá* 
de  dicho  cuerpo  en  un  mismo  lugar  del  espado  absohitói 
y  el  rep£ito:relakivQ.es  la:  permanencia  del.  cueipo  en  aji> 
mismo  luga^  del  espacio  r^athrp.  ^    r    '      -  '-  \    .  i.   _  > 

8  iEl  movimiento  absoluto  es  la  ttaslácl<m  de  tm  cuer-» 
po  desde  un  lugar  del  espacio  absoluto. £. otro  lugat ;  y  el 
movimiento  rebítivo (es.  la : traslación  fde/iia:cii^tf)o^  desde 
unbigar  del  espacio r dativa ;á. oteo li^luTé..;  .  /.  !  i 
-''- '  £1  movimletto  jbsohitb  y  jel. movimieBro  ttlativoi tie^f 

oen  unas  mismas  {frofuedadeá  y  bien  que  puede  haber  eljuno 
sin  ei otro.  Supongamos^  por  égemplo^tque.se  ouaefa  Qtf 
navio  de  poniente  :á  otipnise,  .n  evidente  que  si  .nñhom^ 
bre  permaneciere  en  el  mismo  lugar  del  navio  ^i  no  teadrd 
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movimiento  ninguno  respectx)  del  navio  5  pero  estará  en 
movimiento  en  el  espacio  absoluto  j  pues  camina  con  el 
navio  de  poniente  á  oriente.  Pero  si  al  paso  que  el  navio 
navega  de  poniente  á  oriente  ,  un  hombre  anda  en  el  na- 
vio con  igual  velocidad  de  oriente  á  poniente ,  es  eviden- 
te que  este  hombre  se  nioverá  respecto  del  navio  y  pero  es- 
tará en  reposo  en  el  espacio  absoluto  j  porque  siempre  cor-* 
responderá  á  los  mismos  puntos  de  dicho  espacio. 

p  £1  agente  que  comunica  movimiento  á  un  cuerpo, 
ó  que  destruye  el  movimiento  que  el  cuerpo  tenia  ,  se  lla- 
ma Fuerza  ó  Potencia.  £1  efecto  de  la  fuerza  considerado 
como  existente  en  el  agente  ,  se  llama  Acción  y  y  conside- 
rado como  recibido  en  el  cuerpo  se  llama  Impresión. 

10  La  fuerza  se  divide  en  Fuerza  muerta  y  Fuerza 
viva. 

Llamamos  fuerza  muerta  aquella  que  solicita  á  mo- 
verse un  cuerpo  que  algún  obstáculo  fijo  detiene  y  y  que 
por  consiguiente  no  produce  ningún  movimiento  actual^ 
tal  es  la  gravedad  que  impele  un  cuerpo  puesto  encima  de 
una  mesa  orizontal.  Llamamos  también  fuerza  muerta  y  y 
mas  comunmente  Presión  y  una  fuerza  que  no  puede  produ- 
cir ningún  movimiento  actual ,  sino  después  de  haber  obra- 
do un  tiempo  ñnito  y  tal  es  cada  acción  instantánea  y  sola 
de  la  gravedad  en  un  cuerpo  que  cae  libremente. 

La  fuerza  viva  es  la  que  reside  en  un  cuerpo  que  se 
mueve  actualmente.  Se  puede  considerar  como  la  suma  de 
una  infinidad  de  presiones  acumuladas. 

Tom.  /^.  A  j  El 
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El  Equilibrio  es  el  estado  de  un  cuerpo  ,  ó  de  un  con- 
junto, agregado  ó  systema  de  cuerpos  impelido  de  varias 

« 

fuerzas  ,  cuyos  efectos  contrarrestan  algunos  obstáculos  ^  ó 
se  destruyen  mutuamente. 

Leyes  del  Movimiento. 

1 1  Ley  L  Ningún  cuerpo  apetece  de  suyo  el  movi^ 
miento  ó  el  reposo  y  y  por  consiguiente  debe  perseverar  en  su 
estado  de  reposo  ó  de  movimiento  uniforme  y  ano  ser  que  le  sa* 
que  de  él  alguna  causa  esterior. 

Porque  la  materia  es  un  ente  inanimado  ^  tan  incapaz 
de  darse  movimiento  á  sí  mismo  ,  como  de  mudar  en  ma- 
nera alguna  el  que  se  le  puede  haber  comunicado.  La  es- 
periencia  está  también  por  esta  ley.  Los  movimientos  de 
los  cuerpos  arrojados  ,  que  llamamos  Proyectiles  ^  duran  has- 
ta que  los  disminuye  poco  á  poco  la  resistencia  del  ayre, 
y  la  acción  ó  impulso  de  la  gravedad  ,  que  al  fin  dá  con  los 
proyectiles  en  tierra.  Un  trompo  ,  cuyas  partes  se  apartan 
unas  á  otras  de  la  linea  recta  y  en  virtud  de  su  coherencia 
recíproca ,  no  acaba  de  dar  vueltas ,  sino  porque  la  resis- 
tencia del  ayre ,  y  las  asperezas  del  plano  en  que  tsti  le 
retardan.  Los  planetas  y  los  cometas  y  que  son  cuerpos  mu- 
cho mayores ,  y  se  mueven  en  espacios  que  resisten  me- 
nos  y  guardan  mucho  mas  tiempo  sus  movimientos  progre- 
sivos y  circulares  &c.  En  general ,  quanto  mas  disminuye 
el  número  de  los  obstáculos  contrarios  al  movimiento  de 
un  cuerpo  y  tanto  mas  dura  el  movimiento  >  por  manera  que 

SI 
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si  llcjgára  á  ser  nula  de  todo  punto  la  resistencia  de  los 
obstáculos ,  el  movimiento  se  perpetuaría  por  sí  solo  al  in- 
finito. 

I  2  Ley  II.  Las  mudanzas  ó  variaciones  que  le  sobres- 
vienen  al  movimiento  de  un  cuerpo  son  proporcionales  d  la 
fuerza  motriz ,  y  se  hacen  en  la  linea  recta ,  en  cuya  direc^ 
don  obra  dicha  fuerza. 

La  primera  parte  de  esta  ley  es  evidente.  Eslo  tam- 
bién la  segunda  5  porque  una  vez  que  para  el  cuerpo  le  es 
indiferente  moverse  tanto  ácía  un  lado  como  acia  otro, 
es  preciso  que  siga  el  rumbo  de  la  fuerza  que  le  im- 
pele acia  su  dirección ;  ora  le  dé  dicha  fuerza  un  solo  im- 
pulso 9  ora  le  dé  muchos  succesivos.  Una  vez  determinado 
el  cuerpo  á  moverse  acia  la  dirección  de  la  fuerza  motriz, 
al  movimiento  que  esta  le  comunicare  se  añadirá  el  movi- 
miento que  antes  tuviese  el  cuerpo  ,  si  le  encaminase  acia 
un  mismo  lado  ;  ó  se  le  quitará ,  si  le  encaminase  acia  un  la«> 
do  opuesto  j  ó  solo  se  le  añadirá  ó  quitará  una  parte  ,  si  le 
encaminase  acia  una  dirección  oblicua  respecto  de  la  prime- 
ra :  en  este  último  caso  el  rumbo  que  el  cuerpo  siguiere  par- 
ticipará de  las  dos  primeras  direcciones. 

1  3      Ley  III.   La  reacción  es  siempre  igual  y  contraria 
á  la  acción. 

Todo  cuerpo  que  solicita  otro  cuerpo ,  está  solicitado 
de  él  al  mismo  tiempo.  Si  yo  empujo  una  piedra  con  el  dedo, 
la  piedra  empuja  al  mismo  tiempo  mi  dedo.  Si  un  caballo  tira 
de  una  piedra  por  medio  de  una  cuerda ,  también  á  él  le  ti* 

A  4  ra 
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ra  la  cuerda  ;  porque  la  cuerda  que  los  une  y  está  tirante 
por  ambos  lados  y  hace  igual  fuerza  para  arrastrar  la  piedra 
acia  el  caballo  ,  y  el  caballo  acia  la  piedra  ;  y  este  conato 
tanto  se  opone  al  movimiento  del  uno  ,  como  causa  movi- 
miento  en  el  otro.  Lo  propio  digo  de  la  acción  y  reacción 
de  los  cuerpos  que  se  chocan  ó  se  comunican  de  un  modo 
qualquiera  ,  parte  de  sus  movimientos. 

14  De  estas  leyes  resulta  que  todo  cuerpo  se  resis*- 
te  á  mudar  de  estado  y  sea  para  pasar  del  movimiento  al 
reposo  y  ó  para  pasar  del  reposo  al  movimiento  ,  y  opone 
una  resistencia  proporcional  á  su  masa. 

Esta  resistencia  se  llama  fuerza  de  Inercia  y  de  la  voz 
latina  inercia  y  para  dar  á  entender  que  un  cuerpo  está  co« 
mo  perezoso  en  su  estado  y  ó  tiene  pereza  para  mudarle.  Esta 
fuerza  de  inercia  le  corresponde  á  la  materia  por  razón  de 
su  indiferencia  para  moverse  ó  estarse  quieta.  Porque  ya 
que  ningún  cuerpo  puede  pasar  del  movimiento  al  reposo  y  o 
del  reposo  al  movimiento  (11)  sino  por  la  acción  de 
una  causa  esterna  y  y  toda  acción  supone  (13  )  una 
reacción  igual  y  contraria  9  se  sigue  que  el  cuerpo  se  ha 
de  resistir  á  mudar  de  estado.  Y  como  no  hay  razón  alguna 
para  que  esta  resistencia  resida  en  una  molécula  ó  parteci- 
Ha  del  cuerpo  ,  y  no  en  otra  5  es  consiguiente  que  sea  co- 
mún á  todas  las  moléculas  >  luego  la  inercia  total  es  la  su- 
ma de  todas  las  inercias  particulares  y  y  es  por  consiguien"* 
te  proporcional  á  toda  la  masa  del  cuerpo. 

Algunos  Filósofos  escolásticos  quieren  que  la  fuerza 

de 
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de  Inercia  sea  un  efecto  de  la  gravedad  ó  pesantez  de  los 
cuerpos  >  pero  se  engañan  de  medio  á  medio  >  y  lo  está  ma« 
nifestando  la  esperientía.  Movamos,  por  egemplo,  un  cuer- 
po sobre  un  plano  orizontal  perfectamente  igual  y  liso  s  es 
evidente  que  la  pesantez  no  tiene  entonces  por  dónde  mani- 
festar su  efecto.  No  obstante  esperimentamos  una  resisten* 
cia  y  y  esta  resistencia  es  siempre  cabalmente  proporcional 
á  la  masa.  Si  este  esperimento  no  bastare  >  acudiremos  á  otra 
Supongamos  un  cuerpo  que  cae  libremente  á  impulsos  de  su 
pesantez  5  si  le  damos  con  la  mano  para  que  cayga  mas 
aprisa ,  esperimentaremos  también  resistencia.  Pero  esta  re- 
sistencia no  puede  provenir  de  la  pesantez,  porque  el  impul- 
so de  la  pesantez  coadyuva  al  de  la  mano ,  lejos  de  serle  con«- 
trario  5  luego  la  fuerza  de  inercia  es  una  calidad  particular 
4e  la  materia  ,  absolutamente  distinta  de  la  pesantez. 

La  fuerza  de  inercia  es  un  medio  para  que  los  cuer* 
pos  se  comuniquen  el  movimiento  unos  á  otros.  No  hay 
cuerpo  que  no  se  resista  al  movimiento:  quando  se  resiste 
se  le  comunica ,  y  se  le  comunica  tanto  cabalmente  como 
pierde  el  cuerpo  que  le  impele  ó  choca. 

I  5  Para  sentar  los  principios  del  movimiento  y  del 
equilibrio  ,  imaginaremos  primero  que  no  existe  en  la  natu- 
raleza otra  cosa  mas  que  los  cuerpos  de  que  hablaremos ,  y 
las  fuerzas  que  supusiéremos  obrar  en  ellos.  Así ,  conside-» 
raremos  los  cuerpos  como  nada  pesados  ?  como  perfectamen- 
te libres  :  supondremos  que  no  se  opone  á  su  movimiento 
ni  el  ayre  ,  ni  la  gravedad ,  ni  el  rozamiento  ^  ni  otro  obs- 
ta- 
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táculo  quaiquiéra.  Después  atenderemos  á  estos  obstáculos^ 
peío  para  poder  apreciar  después  sus  efectos  ,  es  indispen- 
sable prescindir  de  su  influxo  por  ahora. 

16  £n  virtud  de  todos  estos  supuestos ,  se  echa  de 
ver  que  si  una  causa  qualquiera  le  comunicare  movimien* 
to  á  un  cuerpo  y  habrá  de  permanecer  en  este  estado  de  mo- 
vimiento \  sin  la  menor  alteración  y  ni  aumento  y  sin  desvio 
ninguno  y  con  tat  que  no  prosiga  obrando  en  él  la  misma  ú 
otra  causa.  Porque  según  hemos  dicho  y  un  cuerpo  no  pue- 
de darse  movimiento  á  sí  mismo  ;  luego  tampoco  podrá  -qui- 
társele y  pues  esto  sería  darse  movimiento  acia  una  dirección 
contraria  :  por  otra  parte  suponemos  que  no  existe  obstáculo 
ninguno  >  luego  &c. 

Por  consiguiente  el  movimiento  es  naturalmente  Igual 
ó  uniforme  y  y  rectilíneo.  Averigüemos  y  pues  y  primero  las 
circunstancias  de  este  movimiento. 

Del  Movimiento  uniforme. 

17  Es,  pues,  el  Movimiento  uniforme  el  movimiento 
de  un  cuerpo  que  se  mueve  siempre  de  un  mismo  modo: 
esto  es ,  que  anda  siempre  un  mismo  espacio  en  un  mismo 
intervalo  de  tiempo. 

Para  comparar  los  movimientos  de  dos  cuerpos  que 

■  •  » 

se  mueven  uniformemente ,  se  debe  considerar  el  espacio 
que  andan  en  un  mismo  tiempo  determinado ,  como  de  un 
minuto ,  de  un  segundo  &c.  Este  espacio  es  lo  que  llama- 
mos Velocidad. 

£s^ 
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I  8  £s  y  pues  y  hablando  con  propiedad  ^  la  velocidad 
de  un  cuerpo  el  espacio  que  dicho  cuerpo  puede  andar 
uniformemente  en  un  tiempo  determinado ,  que  llamaremos 
la  Unidad  de  tiempo.  Si  en  los  movimientos  uniformes  de 
dos  cuerpos  se  cuenta  el  tiempo  por  segundos  i  y  anda  el 
uno  5  pies  por  segundo,  y  el  otro  6  pies  por  segundo; 
diremos  que  la  velocidad  del  primero  es  de  5  pies ,  y  la 

* 

del  segundo  de  6  pies. 

Qualquiera  podrá  hacerse  cargo,  sin  que  lo  preven- 
gamos ,  de  que  la  velocidad  no  es  una  cantidad  absoluta^ 
sino  relativa  á  otra  velocidad.  La  razón  entre  las  dos  ve- 
locidades  es  la  misma  que  hay  entre  los  espacios  que  an- 
dan en  tiempos  iguales  los  dos  cuerpos  á  que  pertenecen. 

1 9  Pero  si  en  el  supuesto  de  ser  siempre  el  segun- 
do la  unidad  de  tiempo  ,  nos  digeran  que  un  cuerpo  ha 
andado  100  pies  en  5  segundos  ,100  pies  no  espresa- 
rían la  velocidad ,  pero  echaríamos  de  ver  que  en  cada 
segundo  andaría  la  quinta  parte  020  pies  5  quiero  decir 
que  para  conocer  la  velocidad ,  partiríamos  el  numero  100 
dle  las  partes  del  espacio  andado ,  por  el  número  5  de  las 
unidades  del  tiempo  en  que  las  hubiese  andado.  Luego,  en 

a 

general,  la  velocidad  es  igual  al  espacio  dividido  por  el 
tiempo.  Por  consiguiente  si  llamamos  /^  la  velocidad ,  E 
el  espacio  andado  en  un  tiempo  determinado  T,  tendremos 

jr» 

la  espresion  general  /^  =:  -y  5  este  es  uno  de  los  principios 
fundamentales  de  toda  la  Dinámica. 

20  La  equacion  ^  =  y  dá  no  solo  la  medida  de 

la 
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la  velocidad  y  sino  también  la  del  espacio  y  la  del  tiempo. 
Porque  si  consideramos  succesivamente  E  y  T  como  ín* 
cógnitas ,  sacaremos  T  =  -j? ,  y  £  zr:  í^T.  De  lo  que  re- 
sulta que  el  tiempo  es  igual  al  espacio  dividido  par  la  ve^ 
locidady  y  que  el  espacio  es  igual  al  producto  de  la  veloci^ 
dad  por  el  tiempo. 

2  1  Es  ^  pues  y  fácil  comparar  en  virtud  de  esto  los 
movimientos  uniformes  de  dos  ó  mas  cuerpos.  Por  egem- 
plo^  si  se  hos  preguntara  en  qué  razón  están  las  velocida- 
des de  dos  cuerpos  que  andan  espacios  conocidos  E  y  e, 
en  tiempos  conocidos  T  y  t  respectivamente  >  llamaremos 
/^  y  tf  las  velocidades  de  estos  dos  cuerpos ,  y  tendré- 
mos  (  ip  )  /^=:-f ,  y  tt  =  7-5  luego /^:  í/ :: -y:  7S 
quiero  decir  que  las  velocidades  son  como  los  espacios  divi^ 
didos  por  los  tiempos. 

En  una  palabra  y  quando  se  quisieren  comparar  las 
velocidades^  ó  los  espacios^  ó  los  tiempos,  el  principio  qué 
hemos  sentado  dará  la  espresion  de  cada  una  de  estas  co« 
sas  respecto  de  cada  cuerpo ,  y  para  hallarlas  bastará  com^- 
parar  estas  espresiones.  Si  queremos  comparar  y  por  egem- 
pío  y  los  espacios  y  el  principio  dá  ^  =:  y ,  de  donde  sale 
E  =:  yr  5  luego  respecto  del  segundo  cuerpo  tendremos 
igualmente  e  rr:  «í  $  luego  E  :  e  \\  VT :  ut  $  cuya  propor- 
ción está  diciendo  que  los  espacios  son  como  las  velocida^ 
des  multiplicadas  por  los  tiempos. 

22  Si  de  estas  tres  cosas,  el  espacio ,  el  tiempo  y  la 
velocidad  y  queremos  comparar  dos ,  siendo  la  tercera  una 

mis- 
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misma  en  cada  cuerpo;  lo  cotasejguiremc»  buscando  igual- 
mente  la^  espredon  de  esta  tercera  respecto  de  cada  cuer- 
po ,  é  '  igualando  una  con  otra  las  dos  espresiones.  Poc 
egemplo,  si  queremos  averiguar  la  razón  de  los  espacios^' 
<|iiando  es  una  misma  en  cada  cuerpo  la  veioc^idad  y  uña 
vez  que,  según  suponemos  Vzzzu^y  V'^z.-t^^  y  uzit-^ 
Y  z=z-Yy  ó  Et  zzz  eT,  de  donde  se  saca  E:  e  ::  T :  í  ^  es- 
to es,  que  quando  son  iguales  las  velocidades ^  son  los  espa^ 
eíos'  como  ios  üemposi^ot  el  mismo -método  se  sacará  que 
quando  Íqs-  tiempos  son  iguahf  ^  los  espacioi  son  comoías^ 
velocidades '9  y  que  los  cuerpos  no  pueden  andar  un  mismo  es-^ 
pació ,  si  no  estubieren  sus  velocidades  en  tdzon  recíproca  *  d^ 
hs  tiempos:  V  de  liectú»  ya  que  E  =r  yTj  y  ezszut^  si 
jB-cs  ei  saldrá  íT  ==  ai,  de  donde  sále^;' lí  >: » :  T.       - 

De  las  Fuerzas  y  y  de  la  cantidad  del  Movimiento. 

^  2  j  •  Ségun  insinuamos  tiempos  há  (  L  7  5  8  ),  Mamí*^ 
mos  MoMáe  Un  cuerpo  la  suMa  de  las  partes  materiales 
de  que  se  compone  5  pero  todas  las  vccts  que  usáremos  es- 
ta voz /por  ^ellá  entenderemos  el  número  que  ^sprésá  de 
<|iiaintas^rt6s  matferialés  se  considera  compuesto  lín  cuerp^^ 

:  >  Es  Mafb^ia,  según  :lÍ6vamo$:  didio">  la.tausa  qiró 
muévedo  intícflta  íéover  tin^  cuerpo*  Cómo  las  fiíerzai  no- 
se  manifiestan  sino  por  sus  efectos,  solo  á  estos  hemos  de 
átchdcc  quakdo  las  quisiéronos  medin- Y'cómo  él  efecto 
dé  jtfhk^fÍM^zá'  Cbiisisté  én  comunicar  á  ¿ada  ípaFrícttlá  fitó^v 
t^ial  db  üti  cuerpo  cietta  velocidad,  ^  sigue  <^e  t\  to^ 

das 
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das  las  partículas  reciben  la  misma  velocielad  ^  como  es  na-* 
tural  suponerlo  y  el  efecto  de  la  causa  motriz  se  medirá 
por  la  velocidad  multiplicada  por  el  número  de  las  partes 
materiales  del  cuerpo ^  esto  es,  por  la  masa.  Luego  la  fuer^ 
za  se  mide  por  la  velocidad  que  puede  comunicar  á  una 
masa  conocida  multlf^icada  por  la  misma  masa. 

2  4  £1  producto  de  la  masa  de  un  cuerpo  por  la  ve-- 
locidad  se  llama  la  Cantidad  de  movimiento  de  dicho  cuer- 
po. Se  miden ,  pues  y  las  fuerzas  por  la  cantidad  de  movi- 
miento que  son  capaces  de  producir.  Y  así^  ñi  represenu*. 
mos  este  producto  por  Fy  la  masa  por  My  y  la  velocidad 
por  /^5  tendremos  F  =:  Mí^^ 

De  esta  equacion  nacen  estas  dos  ^=s  jy,  y  JHf  =:  -pj 
/de  las  que  se  infiere  i.^que  dada  la  fuerza  motriz  dí^Mn 
cuerpo  y  su  masa  y  se  bailará  la  velocidad  con  que  se  move^ 
rá  y  partiendo  la  fuerza  motriz  por  la  masa,  z  .^  Que  dada 
la  fuerza  motriz  y  la  velocidad  y  se  hallará  qual  es  la  masa 
que  puede  tener  dicha  fiterza  motriz  y  dicha  velocidad  y  d¿r^ 
vidiendo  la  fuerza  por  la  velocidad. 

2  5      Por  consiguiente  si  /  representa  la  fuerza  motriz 

de  otra  masa  myV  nM  velocidad  de  esta  masa  5  sacar emo9^' 

igualmente /==:  mu  i  lixc^o  F:f::  Mí^:  muí  quiero  dedr  que 

las  fuerzas  motrices  son  como  las  masas  multiplicadas  pm 

las  velocidades. 

Y  $i  de  cada  una  de  las  dos  cquacioines  F=n  90^^  y 

/=:  muySt  sacan  los  valores  de  iíf  y  de  «?,  y  después  los  dé 

y  y  Uy  se  inferirá  la  razón  die  las  masas  por  medio  de  lia  de 

las 
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las  fuerzas  y  de  las  velocidades ,  y  la  de  las  velocidades  por 
medio  de  las  fuerzas  y  las  masas 5  de  lo  que  resultará  i.^  que. 
siendo  iguales  las  masas  y  las  fuerzas  motrices  son  como  las 
velocidades  >  2  .^  que  siendo  iguales  las  velocidades  y  son  las 
fuerzas  motrices  como  las  masas  5  3  .^  que  si  las  fuerzas  mo-* 
trices  fueren  iguales ,  serán  las  velocidades  en  razón  recípro^ 
ca  de  las  masas  5  todo  esto  se  puede  verificar  con  gran  ía^. 
ciudad  con  igualar  succeslvamente  el  valor  de  M  al  de  m; 
el  de  /^  al  de  f^ 5  y  finalmente  el  de  F  al  de/.  La  equacion 
que  resultare  y  reducida  y  puesta  en  proporción  y  demostrar 
tá  cada  una  de  estas  tres  proposiciones.  > 

26  De  la  proposición  (21)  Vi  u  ::  ^h  7-  saca* 
remos /^r(?  =:  i/í£5  y  de  (  1^  )  F  :  f.i  Mí^ :  muy 
Fmu  "ZTLfMV.  Si  multiplicamos  una  por  otra  las  dos  equa^ 
clones,  resultará  JPrw^rrr/ififcrjB. 

27  Luego  i.^i^í  las  masas  estuvieren  en  razón  in^ 
versa  de  las  velocidades ,  las  fuerzas  serán  iguales.  Porqué 
en  este  supuesto  será  M:  m::u:  Vy  y  Mf^zizmui  si  di- 
vidimos el  primer  miembro  de  FmuzzifMf^poi  muyy  ei 
segundo  por  Mf^y  sacaremos  Fzr:fi 

28  2.^  Qfiando  las  velocidades  están  en  razón  reci^ 
proca  de  los  espacios ,  las  fuerzas  están  en  razón  recíproca 
de  los  tiempos.  Porque  por  el  supuesto  será  M:  m ::  e'i  Ef 
luego  MEzzzmei  sí  dividimos  el  primer  miembro  de  FTmé 
tzzftME  por  me  y  y  el  segundo  por  ME  y  sacaremos  FTz=: 

fiyy  F.f..  ti   T.  ;  > 

2p^      3*^  Si  las  masas  fueren  iguales  y  y  los  quadrado^ 

de 
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4e  los  espacios  fuesen  como  los  cubos  de  loi  tiempos ,  las 
fuerzas  serán  en  razón  recíproca  dejas  raif^s  quadradasi 
de  los  espacios.  Porque  el  supuesto  dará  M'zzz « ,  y  T*: 
t^-iiE^:  e\  óT:t ::  EVEieVe^  luego  TeVe  =  tE\/Ei 
ii  dividimos  el  primer  miembro  fie  FTme  =z  fiME  pot 
mTeVe ,  el  segundo  por  MtEVE  saldrá  ^  =  •;^,  y  B\ 
fu  Ve:  VE. 

JO  £n  este  lugar  nos  toca  prevenir  que  la  masa  ó 
el  número :  de.  par  tes  materiales  de  un  cuerpo  ,  pende  de 
su  volumen,  y  de  lo  que  llamamos  D^^/Wai.  Como  hay 
en  los  cuerpos  muchos  huecos  llamados  poros ,  la  cantidad 
de  su  materia  no  es  proporcional  á  su  volumen}  pero  sien* 
do  uno  misnio  el  volumen  y  hay  tanta  mas  materia ,  quan-*^ 
t9  están  mas  apretadas  las  partes  5  y  esta  mayor  ó  menor 
proximidad  de  las  partes  es  lo  que  se  llama  densidad.  De 
suerte  que  se  dice  de  un  cuerpo  que  es  mas  denso  que 
otro^quando  en  volumen  ó  tamaño  igual  contiene  el  primero 
m^s  materia  que  el  otro  \  y  se  dice  que  es  menos  denso  ó 
mas  talo  y  quando  el  volumen  igual  contiene  menos  materia^ 
Sirve  y  pues  y  la  densidad  para  formar  juicio  del  nú- 
mero de  las  partes  materiales  quando  es  conocido  el  vo- 
lumen >  por  lo  que  se  puede  considerar  como  que  repre- 
senta el  número  de  partes  materiales  de  un  volumen  deter^^ 
minado :  quando  decimos  que  el  oro  es  diez  y  nueve  ve- 
ces mas  denso  que  el  agua  >  queremos  decir  que  contiene 
el  oro  diez  y  nueve  veces  mas  partes  1  que  contiene  el  agua 
en  un  mismo  espacio. 

SI 
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Sí  Concebimos  que  la  densidad  espresa  el  numero  de 
partes  materiales  de  un  volumen  determinado  que  se  toma 
por  unidad  de  volumen  $  es  evidente  que  para  hallar  la  ma- 
sa ^  ó  el  numero  total  de  las  partes  materiales  de  un  cuer-- 
po  cuyo  volumen  es  conocido  ,  se  debe  multiplicar  ía  den« 
sidad  por  el  volumen.  Por  egemplo ,  si  1 9  representa  la  den- 
sidad de  una  pulgada  cúbica  de  oro  y  la  cuantidad  de  materia 
de  10  pulgadas  de  oro  cúbicas ,  será  10  veces  19.  Y 
así  9  representando  generalmente  por  M  la  masa ,  el  volumen 
ó  la  solidez  por  J*  ^  y  la  densidad  por  D  y  tendremos  M  =: 
iS*  X  D  ;  cuya  equacion  servirá  para  comparar  las  masas  y  los 
volúmenes  >  y  las  densidades  de  los  cuerpos. 

31  Sí  llamamos  m  la  masa  de  otro  cuerpo  y  d  su 
densidad  y  s  su  volumen^  también  será  m-zzis  y.d.  Luego  po- 
dremos sacar  Mi  miiSxD:  sx  d;  esto  es,  que  las  masas 
están  en  razón  compuesta  de  los  volúmenes  y  las  densidades» 

3  2  Quando  Jas  masas  son  iguales  ,  las  densidaies  es^ 
tan  en  razón  inversa  de  los  volúmenes h  porque  entonces  SxD 
zzzs  X  d ^Y  por  consiguiente  D  :d  ::  s:S* 

3  3  Claro  está  que  la  densidad  es  una  calidad  mera- 
mente relativa  5  quiero  decir  ,  que  no  graduamos  un  cuerpo 
de  denso  sino  porque  lo  comparamos  tácita  ó  espresamente 
con  otro  cuerpo.  No  obstante  muchas  veces  hablamos  como 
si  representase  la  densidad  una  calidad  absoluta  5  como  quan- 
do decimos  que  la  densidad  es  igual  al  cociente  de  la  masa 
dividida  por  el  volumen  y  ó  que  la  masa  es  igual  al  producto 
del  volumen  por  la  densidad, 
.  .  Tom.  ly.  B  Ve- 
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Veriemos  dentro  de  poco  que  las  masás  de  losí  cuer- 
pos son  proporcionales  á  su  peso  s  por  consiguiente  se  podrá 
substituir  quando  se  quisiere  >  el  peso  en  lugar  de  la  masa^ 

De  ¡os  Movimientos  uniformemente  acelerados. 

3  4  Un  cuerpo  que  lia  recibido  solo  un  impulso  ,  per- 
severa en  su  movimiento  con  la  misma  velocidad ,  y  la  mis- 
ma dirección  del  primer  instante  (  i  5  )•  Pero  si  se  le 
dá  otro  impulso  acia  la  misma  dirección  y  ó  acia  otra  opues- 
ta á  la  primera ,  se  mueve  entonces  con  una  velocidad  igual 
á  la  suma ,  ó  á  la  diferencia  de  las  dos  velocidades  que  se 
le  comunicaron  succesivamente :  en  esto  no  hay  duda. 

Por  consiguiente ,  si  concebimos  que  en  intervalos  de 
tiempos  determinados  reciba  el  cuerpo  nuevos  impulsoá 
acia  la  misma  dirección  y  ó  acia  otra  opuesta  á  la  primera, 
se  moverá  con  un  movimiento  variado  6  desigual  h  su  ve--, 
locidad  será  diferente  al  principio  de  cada  intervalo  de 
tiempo. 

Como  quiera  ,  su  velocidad  al  cabo  de  un  tiempo 
qualquiera  debe  apreciarse  por  el  espacio  que  entonces  po- 
dría andar  en  la  unidad  de  tiempo  ,  si  viniese  á  ser  unifor- 
me su  movimiento  ,  contando  desde  el  instante  en  que  se 
considera  dicha  velocidad. 

Llámase  en  general  Fuerza  aceleratriz  qualquiera  fuer- 
za que  impele  un  mobil  para  hacer  crecer  su  movimiento* 
Quando  en  intervalos  de  tiempos  iguales  obra  esta  fuerza 
igualmente,  se  llama  Fuerza  aceleratriz  constante.  Si  la  fuer- 
za 
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za  obrará'  dé  modo. que  retardase  el  moviitaiento  del  cuerpo^ 
se  llamaría  Fuerza  retardatriz.  Averigüemos  las  circunstan* 
das  del  movimiento  uniformemente  acelerado. 

35  Ya  que  en  este  movimiento  obra  siempre  de  un 
mismo  modo  la  fuerza  acelcratriz  y  si  suponemos  que  sea  g  - 
la  velocidad  que  comunica  en  cada  unidad  de  tiempo  ,  es 
evidente  que  las  velocidades  succesivas  del  mobil  serán  gj 
%gj  ^g  &c  de  suerte  que  al  cabo  de  un  número  t  de  uni^ 
dades  ,  la  velocidad  adquirida  será  g  tomada  tantas  veces 
quantas  unidades  hubiere  en  1 5  quiero  decir ,  que  será  g  x  ti 

3  5  Luego  i.^  en  el  movimiento  uniformemente  ace* 
lerado  los  niimeros  jde  grados  de  velocidad  que  adquiere 
el  mobil  y  crecen  como  los  números  de  intervalos  que  dura 
el  movimiento ;  ó  las  velocidades  adquiridas  son  como  los 
tiempos  corridos  desde^  el  principia  del  movimiento.  Y  así^ 
si  llamamos  u  la  velocidad  qué  ha  adquirido  el  mobil  ^al  ca-* 
bo  del  tiempo  t  y  tendremos  u  zzzgt. 

2 .  Las  velocidades  con  que  se  halla  succesivamente 
el  mobil  durante  cada  uno  de  los  intervalos  consecutivos, 
forman  y  pues,  una  progresión  arismética  -^g  *  2g.  ^g.  /^g. 
&c,  cuyo  último  término  es  gt  ó  u  yy  cuyo  número  de  tér- 
minos es  t ;  quiero  decir ,  que  es  igual  al  número  de  los 
impulsos  de  la  fuerza  accleratriz. 

3.^  Y  como  estas  velocidades  ¿f ,  ig  y  ^g  &c.  son 
cada,  una  el  espacio  que  puede  andar  el  mobil  en  cada  in- 
tervalo correspondiente  (    1 8    ) ,   el  espacio  total  anda- 

B  2  do 
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(io  en  el  tiempo  t  -^  será  por  lo  mismo  la  suma  de  los  térmi-f 
nos  de  esta  progresión  arismética  5  esto  es  (  IL  i  5  9  )  será 
(¿  -+-  tf)  X  Y*  Luego  llamando  e  dicho  espacio  total  anda-» 
do  desde  el   principio  del  movimiento ,  tendremos  e  zzz 

3  7  Imaginemos  ahora  que  obra  sin  interrupción  la 
fuerza  aceleratrlz  ,  ó  lo  que  es  lo  mismo  y  imaginemos  el 
tiempo  t  dividido  en  una  infinidad  de  partes  inñnitamen*- 
te  pequeñas  que  llamaremos  instantes  >  y  que  al  principio 
ó  al  ñn  de  cada  instante  la  fuerza  acelératriz  dá  un  im- 
pulso al  mobil.  Imaginemos  también  que  obra  por  instantes 
infinitamente  pequeños.  Entonces  hiendo  g  infinitamente 
pequeña  respecto  de  u,  se  debe  en  la  equacion  >=i(¿'-+-ií)y 
omitir  g  ,  y  sale  e=z^. 

3  8  Sentado  esto  y  imaginemos  que  al  cabo  del  tiem-^ 
po  t  dege  de  obrar  la  fiíerza  acelératriz  3  el  cuerpo  perseve--. 
rara  (  16  )  en  su  movimiento  con  la  velocidad  u  que 
hubiere  adquirido  $  quiero  decir  y  que  en  cada  unidad  de 
tiempo  andará  un  espacio  zziu  (  18  )  ?  luego  si  prosi- 
guiese moviéndose  con  la  misma  velocidad  durante  el  tiem- 
po t  y  andaría  un  espacio  =  ut ,  esto  es  y  duplo  del  espa- 
cio e  ó  -^  que  ha  andado  (  37  )  en  un  tiempo  igual  y  en 
virtud  de  los  impulsos  succesivos  de  la  fuerza  acelératriz. 
Luego  en  el  movimiento  acelerado  uniforme  y  continuantentty 
el  espacio  andado  en  un  tiempo  señalado  es  la  mitad  del  es^ 
pació  que  puede  andar  el  mobil  en  el  mismo  tiempo  con  la  ve* 

» 

locidad  adquirida ,  continuada  uniformemente^ 

■    ya 
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^^  ía  que  crecen  las  velocidades  adquiridas  (  3  tf  ) 
tomo  1ÓÍ5  tiempos  corridos  ,  si  llamamos  p  la  velocidad  ad- 
quirida ai  cabo  de  ua  segundo ,  la  velocidad  adquiridla  al 
cabo  de  un  número  t  de  segundos ,  será  pt  5  así  tendremos 
uj=zpt.  La  equacion  ^  =:  Y  ^^^^^  arriba  se  transforma- 
rá ,  pues ,  en  ezz:*^.  Luego  si  representa  E  otro  espacia 
andado  del  mismo  modo  en  otro  tiempo  T ,  tendremos 
también  Ez=:^  \át  donde  inferiremos  e\Ey.^\^ii 
tt :  TT  5  cuya  proporción  está  diciendo  que  los  espacios 
andados  con  un  movimiento  acelerado  uniforme  y  continua-^ 
mente  son  como  los  quadrados  de  los  tiempos. 

40  Y  como  las  velocidades  son  como  los  tiem^ 
pos  (  3  ^  )  ^  ^^'^  también  los  espacios  como  los  quadrados 
de  las  velocidades. 

4 1  Luego  las  velocidades  y  los  tiempos  son  como  la$ 
raices  quadradas  de  los  espacios  andados  desde  el  principia 
del  movimiento. 

42  £n  la  equaclon  ^  =:  ^  que  hallamos  antes  (3  9% 
la  cantidad  p  que  ,  según  hemos  supuesto^  representa  la  ve-* 
locidad  que  la  fuerza  aceleratriz  es  capaz  de  producir  en 
.virtud  de  su  impulso  succesivo  en  un  segundo  y  es  lo  que 
llamamos  la  fuerza  aceleratriz ;  porque  hemos  de  apreciar 
esta  fuerza  por  el  efecto  que  es  capaz  de  producir  en  el  ma« 
bil  en  un  tiempo  determinado ,  cuyo  efecto  no  es  otro  quQ 
imprimirle  cierta  volocidad. 
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Del  Movimiento  Ubre  de  los  cuerpos  pesados. 

43  A  la  especie  de  movimiento  que  acabamos  de  con^ 
siderac  debe  referirse  el  movimiento  de  los  cuerpos  pesa¿ 
dos ;  pero  antes  de  averiguar  sus  leyes  y  conviene  dax  no<« 
ticia  de  algunos  hechos  pertenecientes  á  la  pesantez. 

Por  Pesantez  entendemos  la  fuerza  que  impele  los  cuet-^ 
pos  acia  abajo  por  lineas  verticales  ó  perpendiculares  á  la 
superficie  de  las  aguas.  Si  fuese  la  tierra  ó  la  superficie  de  láS 
aguas  perfectamente  esférica  ,  las  direcciones  de  la  pesante!! 
concurrirían  todas  en  el  centro.  Pero  aunque  no  sea  esta  sü« 
perficie  perfectamente  esférica  y  la  £ilta  muy  poco  para  serlos 
de  suerte  que  respecto  de  los  puntos  que  hemos  de  considerar^ 
podemos  suponer ,  sin  error  substancial ,  que  las  direcciones 
de  la  pesantez  concurren  todas  en  el  centro  de  la  tierra. 

Ya  se  nos  ofreció  ocasión  de  decir  (  1. 7  8  5  )  que 
el  radio  de  la  tierra  considerada  como  esférica  es  de 
.7 514455-^  varas 9  y  que  una  distancia  de  3  7  varas  en  la 
superficie  de  la  tierra  corresponde  á  un  ángulo  de  un  segun- 
do en  el  centro  de  la  tierra.  Así  y  en  una  máquina  que  tu- 
viese 3  7  varas  de  largo  no  faltarla  sino  un  ángulo  de  uA 
segundo  para  que  en  sus  dos  estremos  fuesen  paralelas  las 
direcciones  de  la  pesantez.  Por  consiguiente  en  un  mismo 
sitio  se  pueden  considerar  como  paralelas  las  direccionek 
de  la  pesantez. 

Por  lo  que  toca  á  la  cantidad  de  esta  fuerza  y  hablando 
con  rigor  y  es  distinta  en  las  varias  regiones  y  según  están 

:  ^  mas 
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illas  o  me&os  distantes  de  los  polos  de  la  tierra  y  y  crece  ó 
mengua  según,  están  los  cuerpos  mas  próximos  ó  mas  apar-^ 
cados  del  centro  de  la  tierra  $  pero  la  diferencia  que  se  re^ 
(^ra  en  ambos  casos  es  tan  corta,  que  no  merece  por  aho-^ 
xa  llamac  nuestra  atención..  Por  lo  que,  miraremos  áqui  la 
pesantez  como  una  fuerza  que  en  todas  partes  es  la  misma; 
esto  es  y  una  fuerza  que  en  tiempos  ¡guales  impele  los  cuer^ 
pos '  acia  abajo  con .  un  mismo  Impulso. 

Hemos  de  considerar  esta  fuerza  como  que  obra  Igual-» 
mente  cada  Instante  en  cada  parte  de  la  materia.  Pero 
es  constante  que  si  cada  una  de  las  partes  de  un  cuerpo! 
recibe  tá  misma  velocidad  y  el  total  no  se  moverá  sino  cotí 
k  misma  velocidad  que  recibiría  sola  wia  de  las  partes  s6^ 
parada  de  la  masa ;  de  suerte  que  la  velocidad  que  comu<;« 
nica  la  pesantez  á  una  masa  qualquiera  no  pende  de  la  can* 
lidad  de  didia  masa :  es  la  misma  en  una  masa  grande  que 
en  otra  pequeña.  Verdad  es  que  no  todos  los  cuerpos  caeti 
de  una  misma  altura  en  un  mismo  tiempo  i  pero  la  diferen* 
da  es'  efecto  de  la  resistencia  del  styre  y  y  así  se  observa 
que  si  se  dejan  caer  en  un  espacio  sin  ayre  cuerpos  de  ma-> 
sas  diferentes  ,  gastan  no  obstante  el  mismo  tiempo  para 
caer  de  alturas  igu^es. 

Aqm'  coínviene  distinguir  entre  el  efecto  de  la  pesan-^* 
ttíLyy  el  efecto  del  pesó.  El  efecto  de  la  pesantez  consis- 
te en  comunicar  ó  Intentar  comunicar  á  cada  parte  de  U 
materia  cierta  velocidad  que  es  de  todo  punto  indepen- 
díente del  numero  de  las  partes  materiales.  Pero  el  peso  es 

Bi|  igual 
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Igual  á  la  fuerza  que  hemos  de  hacer  para  Ímpe3lr  qiíe  onl 
masa  propuesta  obedezca  á  su  pesantez.  Esta  fuerza  pende  de 
dos  cosas  3  es  á  saber  ^  de  la  velocidad  que  la  pesantez  in-^ 
tenta  comunicar  á  cada  parte  ,  y  del  número  de  las  partes 
que  mueve  ó  intenta  mover.  Pero  como  la  velocidad  que 
la  pesantez  intenta  comunicar  es  la  misma  respecto  de 
cada  parte  de  la  materia  ,  la  fuerza  que  hemos  de  hacer  es 
proporcional  al  número  de  las  partes  de  la  materia  $  quierq 
decir  ^  á  la  masa.  Por  consiguiente  el  peso  pende  de  la  masa^ 
pero  no  la  pesantez.  Esto  prueba  lo  que  digimos  antes  (33]^ 
Ijue  la  masa  es  proporcional  al  peso. 

44  Quando  se  considera  el  peso  de  un  cuerpo  sld 
ktender  al  volumen  que  le  contiene ,  se  llama  Peso  ákso^^ 
¡uto  9  ó  mas  comunmente  |  Pesantez  ó  Gravedad  específica; 
de  dicho  cuerpo. 

4  5*  Pero  muchas  veces  se  ofrece,  saber  qüantó  jpesl- 
alguna  materia  en  un  volumen  dado.  Este  peso  se  llamtf. 
Gravedad  específica  de  dicha  materia.  Esto  manifiesta  que^ 
en  general  la  gravedad  específica  de  un  cuerpo  es  la  razón  ^ 
que  hay  entre  el  número  de  las  medidas  del  peso  absoluto 
de  dicho  cuerpo  y  y  el  número  de  las  medidas  de  su  volu- 
men  5  ó  lo  que  viene  á  ser  lo  mismo  y  el  peso  cófnpreben^^ 
dido  en  la  unidad  de  volumen. 

.4^      De  aquí  se  sigue  y  que  si  los  pesos  absolutoSrde^ 
dos  cuerpos  fuesen  P  y  P^,  sus  gravedades  específicas  p  y  ■ 
p y  sus  volúmenes  Sy  s  y  tendremos pipii-j  :  ^  >  de  don- 
de sacaremos  P  :  P^:i  Spisj^  i  esto  es  y  que  lais  gravedades  ^ 

alhi 
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khsoJutas  están  unas  can  otras  en  rascón  compuesta  de  hswh 
lúmenes, y  de  las  gravedades  específicas. 

'4  7  Qjt^ndo  las  gravedades  absolutas  son  iguales  j  las 
gravedades  específicas  están  en  razón  inversa  de  los  volúme^ 
nes*y parque  entonces  Sp  1=  sp^,  y  por  consiguiente  p  :  p'^r.s  :  S. 

48      Quando  decimos  que  ía  gravedad  específica  es 
!gaal  al  cociente  de  la  gravedad  absoluta  dividida  por  el 
.volumen  y  6  que  la  pesantez  absoluta  es  igual  al  productd 
del  volmnen  por  la  gravedad  específica^  estas  espresiones 
se  han  de  entender  en  el  sentido  que  hemos  declarado  (4  6). 
jCon  ésto  queda  aclarada  de  antemano   una  espresion   de 
i]ae  haremos. muchístmo  uso; tri  adelante.    Quando  se  nos 
ófirecíére  representar  el  peso  absoluto  de  un  caerpo  cuyo  vo«. 
lumen  íaerc  conocido  ó  detiermínable  y  en   virtud  de  las 
condiciones  de  algui^a  cuestión  >  reduciremos  dicho  volumen* 
i  medidas  conocidas  ^  pongos  por.  caso  ^  á  pies  cúbidos.^  y 
multiplicáremos  el  húmero  de  pies  cúbicos  de  queccnistarcj 
por  el  peso  absoluta  de  un  pie  cúbico  de  la  misma  materia  * 
(cuyo  peso  consideraremos  como  su  gtavedad  específica  \ . 
cófi  esto  sacaremos .  evtdentemenie ;  el  peso  .^soluto  deL 
cuerpo  pcbpaestp :  ottoncesrdireixios  qUe  dicho  t>^o  es. 
Igiial  al  produao  de  su  pesantez  específica  por  su  volumen. . 
Una  vez  escogido  dé  ^t^  modo  el  volumen  que  haya  de  ser- 
vir jpM^^  tátóis,  ia  gíiatedád jQ^ecífida  :^.  se  habrá,  de  usar 
la  misma  unidad  en  todas  las  comparaciones  que  se  liitie- . 
xen  entre  los  pesos  abtoltttos' do  .diferentes  cuerpos  ^  respec* 
itD  de  un  mismo  asutitOi  : 

Va 
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49  :  Yí.  que  las  masas  son  (  4  j  )  proporcionales  i 
sus  pesos  y  no  hay  duda  en  que  las  densidades  son  propocn 
clónales  á  las  gravedades  especíñcas ;  porque  las  densida- 
des son  masas  comprehendidas  en  volúmenes  iguales »  y  la^ 
gravedades  especíñcas  también  son  pesos  comprehendidos  etk 
volúmenes  iguales. 

$  o  Todo  esto  sentado,  veamos  quales  son  las  leycS 
del  movimiento  de  los  cuerpos  pesados. 

Ya  que  la  pesantez  obra  igualmente  y  sin  interrtqv^ 
clon  á  qualquiera  distancia  que  esté  el  cuerpo  del  centra  ' 
de  la  tierra  ( á  lo  menos  respecto  de  las  distancias  á  que 
nosotros  podemos  subir  ó  bajar ),  será  lá  pesantez  uoaiilerza^ 
aceleratrlz  constante,  la  qual  á  cada  instante  comunica,  al* 
mobil  un  nuevo  grado  de  velocidad  que  es  siempre  uno  mis-- 
mo  en  cada  instante  igual :  de  suerte  que  (  3  5  y  sig.  )  las 
velocidades  adquiridas  crecen  como  los  tiempos  corridos;  los; 
espacios  andados  se  han  cómo  los  quádrados  de  los  tlem** 
pos  j  6  como  los  quádrados  de  las  velocidades  $  las  velocl*- 
dades  se  han  como  las  raíces  quadradas  de  los  espacios  an« 
dados  $  los  tiempos  se  han  taoibieh  como  las.xaíces  qua- 
dradas  de  los  espacios  andadbsj  en.suma,  quanto  hctcíM  di*- 
cho  de  las  fuerzas  aceleratrices  constantes,  se  aplica  al  píe 
de  la  letra  á  la  pesantez.  Suponiendo  siempre  que  en  todo 
esto  prescindimos  de  la  r^istendá  ^del  ayré ,  y  de  otro  obsh 
táculo  qualquiera. 

Basta,  pues,  para  poder  determinar  ios  tiempos ,  los* 
espacios, y  las  velocidades  en  el  movimiento  de  ios  cuerpos; 

gra- 
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graves '9  conocer  un  solo  efecto  de  la  pesantez  en  un  tieoH 
po  determinado.  Porque  haciendo  usa  dq  las  equaciones 
uzizpty  ezii^j  podremos  determinar  todos  estos  puntos 
con  tal  que  conozcamos  el  valor  de  p. 

Representa  p  ,  según  llevamos  dicho  (  39  ) ,  la  velo- 
cidad que  adquiere  el  mobit  al  cabo  de  un  segundo  de  tiem- 
po. Consta  por  esperiencia  ( y  mas  adelante  diremos  como 
se  ha  averiguado)  que  un  cuerpo  al  qual  no  hace  el  ayre 
ana  resistencia  sensible ,  cae  de  15^,6  con  mas  preci- 
an ^  de  i  ^^,4>pS  en  el  primer  segundo  dé  su  caída. 

Por  otra  parte  hemos  visto  (38)  que  con  la  ve-- 
locidad  adquirida  en  una  serie  de  aceleraciones  podría  an« 
dar  el  móvil  moviéndose  uniformemente  un  espacio  duplo 
en  eL  mismo  tiempo.  Luego  la  velocidad  que  uti  cuerpo 
pesado  ha  adquirido  al  cabo  del  primer  segundo  de  su  cata- 
da es  tal ,  que  si  la  pesantez  dejara  de  obrar  en  él  y  andaría 
el  duplo  de  I  y¿  piés>  esto  es,  3  o^,  a  cada  «egundo.  Ltuo- 
ffíp:=z  30,2.  :        •  .  ; 

y  I  Ahora  bien ,  la  equacion  u:zzpty  y  la  equacion 
e  rz:^  nos  están  diciendo f  la  primera,  que  para  hallar  la 
velocidad  que  un  cuerpo  pesado  ha  adquirido  dlsspues  d< 
haber  caído  durante  un  número  t  de  segundos ,  se  ha  de  9iuU 
tiplicar  la  que  adquiere  en  el  primer  segundo ,  por  dichos 
fiumeto  t  de  segundos^ 

Luego  quando  un  cuerpo  pesado  ha  caído  durante  cier^ 
to  número  de  segundos ,  la  velocidad  que  bá  adquirido  es  tal^ 
fue  si  dejara  de  obrar  la  pesantez^  andaría  por  segundo  tan- 
tas 
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tas  vecés  ^  o  y  i  quantos  segundos  hubieren  corrido^  Asi  >  ufl 
cuerpo  que  ha  gastado  7  segundos  en  caer  y  se  mueve  a( 
cabo  de  los  7  segundos  con  una  velocidad  tal  quje  con  elU 
andaría  7  veces  jo'',  2  ó  2iij  pies  por  segundo ,  siit 
ninguna  nueva  alteración. 

52  La  segunda  equacíon  e  T=:i^-^z:^\pft  está  ÍI-í 
ciendo  que  para  hallar  el  espacio  ^,  ó  la  altura  e  de  lá  quat 
cae  en  un  cuerpo  pesado  en  un  número  t  de  segundos ,  sq 
ha  de  multiplicar  \p  y  esto  es  la  cantidad  de  que  cae  em 
el  primer  segundo  ,  por  el  quadrado  del  número  de  sc;^ 
gundos. 

Luego  ia  altura  de  que  cae  un  cuerpo  pesado  en  un  nú^ 
mero  t  de  segundos  y  es  tantas  veces  i  ^i^pies^  quantas  uni^ 
dades  hay  en  el  quadrado  fie  dicho  número  de  setgundos.  Asín 
quando  vn  cuerpo  ha  gastado  7  segundos  en  caer  ,  se  pue- 
de asegurar  que  ha  caído  de  49  veces  15,1,  esto  es 
de  740  píes  cpn  muy  poca  diferencia,  «iempre  en  el  su- 
puesto de  que  no  haga  el  ayre  resistencia  alguna.  Se  echa, 
pues,  de  ver  que  como  sea  dado  el  tiempo  corrido,  es  su- 
mamente, iacil  determinar  la  velocidad  adquirida ,  y  el  es-? 

paciQ  ajndí»dot 

5  3:     Si  deseáramos  averlgioar  que  tiempo  gastaría  utf 
tuerpo  para  caer  de  una  altura  conocida;  la  equacion  c 

z=z  ^-ptt  dá  «  =  -¿ ,  y  por  consiguiente  t  =:  v'tt-  ,  q^c-» 

co  decir  que  se  debe  buscar  quantas  veces  la  altura  e  con- 
tiene la  altura  tí  de  la  guc  cae  un  cuerpo  pesado  en  el 

pti- 
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f^uher  segundo'^  y  sacar  lá  niz  quádraüa^  de  dicho  núme^ 
xo  de  veces. . 
;  54  Propongámonos  indagar  de  que  altura  debería 
caer  un  cuerpo  pesado  para  adquirir  una  velocidad  conor 
cidareSto  és  una  velocidad  con  la  quál  pudiese  andar  uni-i 
formemente' cierto  numero  de  pies  pbr  segundo.  De  la  equa« 
cíon  uzrzpty  sacaremos  el  valor  de  t  que  es í  =  y ;  sub^ 
titüyole  en  la  equacion^  =:  \pty  y  sale  ezz:  -^P  ^^= j^> 
cuyo  valor  nos  está  diciendo  que  para  hallar  la  altura  0 
de  la  qual  debería  caer  un^  cuerpo  pesado  para  adquirir  una 
velocidad  u  de  cierto  número  de  pies  por  segundo  >  se  deb¿ 
partir  elquadradade  dicho  qúmero  de  pies  por  el  duí« 
pío  de  la  velocidad  qucc  adquiere  un^  ¿ue^po '  pcsada^l  ca^^ 
|x>  del  primer  segundo;  esto  es  por  50,4. 

Así  y  si  quiero  saber  de  que  altura  debería  caer  uti 
«iciierpo  -peiadol.p^ca  adqpxir' uiálcvelocklad  de  1 00 'pies 
f^  segundá^pártor.el^quadrajio  deJioio^'qae  es  ioooo^ 
por  5<Jy4i.etcocicnte.  i^tf^Yirnc  dice  que  un  cuerpo  debe 
icaer .  de  1  ^5r^pies.  para  .adqdric^unai  Velocidad  de  i  o  o] 

Ipies^por  segundos:  '.:  *  '/r  r»?  ii  rr;-?:':?:'^  :•  r'-:  -^         i 

/  C^lamnestf  q|iie::el>iiásmo  rumbo  se- debería  seguir  pS^ 
lá  determinar:  á  que  altura  :^ubiría  lui  cuerpo. arrojado  pcr«^ 
pendicularmente  con  una  velocidad  CDnocida»  > 

\/  5.5  Como  ts  &cU,  según  lo  manifiestan  estos  egem^^ 
píos  y  determinar  todas  las  circunstancias  de  los  movimien-^ 
tos  de  los  cuerpos-  pesados,  á.  estos  movimientos  suelen  re^ 
ferirse  comunmente  rodos  los  demás  movimientos  5  por  pa?^ 


(jD  :ej^embntqs 


neta  que  út  viezj  deiííiáe  moediatamenee  la'  veioeidad  !& 
un  cuerpo ,  se  suele  dar  la  altura  de  la  qual  debiera  haber 
caído  para  adquirir  dicha  velocidad  ^  por  el  impulso  de  la 
pesantez. 

Observemos ,  pues  y  para  resumir  ^  que  todas  las  cír^ 
cunstancias  del  movimiento  acelerado ,  y  por  consiguiente 
del  movimiento  de  los  cuerpos  graves ,  están  cifradas  en  las 
dos  equaciones  i/zrrp^^^rzr-j-í*^»  de  suerte  que  siendo  p 
conocida  ^  en  conociendo  una  de  estas  tres  cosas ,  el  tiem^ 
po^  el  espacio  9  y  la  velocidad,  se  pueden  siempre  hallar 
las  otras  dos  >  sea  inmediatamente  por  medio  de  la  una  ó 
de  la  otra  de  estas  dos  equaciones ,  sea  valiéndose  de  las 
i]ps  cxMnhim^as  >  conio  se >há  visto  (    54  > 

Del  Afovimiento  variado  de  qualquiera  modo. 

* 

'<  '5  S  ^  (^ahc£o  el  imobil  obedece  al  Impiilso  sde  lina  fiíer^ 
7a  que  obra  en.é|  sin  iinterrüpcion2>  ^xo  de  distintiyi  moito 
é  cada  instante  ^d  móvimisnto  se  Jlama'ea.^nqtaLüfíro/f- 
fo/enr^  .variado..  £i  modo,  con  que  un  refofte  ^  alastro  ó 
muelle  doblado  se  restituye  á  su  primer  esdidis;^  ccfandq 
la  acicion  d¿l  aígbnte  que  ic  tenia  tckctd^j^  te:>ua:í¿g(^mpló 
áú  iiKwimiento  variadojs  auh^ue.vaya.  ccc^iénilDi.'laixcIoab' 
dad 9  sin  embargo  van» úi  diminución  los. grados  de.su  au^ 
mentó.  Lo  mismo  se  puede  decir  de  los  grados  por^dpnde 
llega  á  la  uniformidad  :cl: movimiento  dü  un  navio;  la  ac^ 
cion  del  viento  en  las  velas  mengua  al  paso  que  el  navio 
adquiere  movimiento^  porque  con  quanta  mayor  velocidad 

ca- 
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oamine')  tanto  menos  stigéto  está  á  dicha  acción. 
.     5  7      Los  principios  que  nos  {)aeden  dirigir  para  de<* 
terminar  las  circunstancias  de  estos  movimientos,  se  infie- 
ren á  poca  costa  de  lo  que  hemos  sentado  acerca  de  los 
movimientos  unifprmes ,  y  de  los  movimientos  uniforme- 
mente acelerados,  conforme  lo  vamos  á  declarar,   i.^  De 
qualquiera  modo  que  el  movimiento  varíe ,  si  le  conside^ 
ramos  respecto  de  instantes  infinitamente  pequeños  y  pode- 
mos suponer  que  es  una  misma  la  velocidad  mientras  dura' 
<Echo  instante*  Y  como  la  espresion  de  la  velocidad  uni-. 
forme  es  el  espacio  andado  en  un  tiempo  qualquiera  ty  ái- 
vidldo  por.  el  tiempo  mismo  t  >  quando  no  fuere  uniformen 
íaas  que  un  instante ,  su  egresión  será  el  espacio  infinita-» 
Amntc  poqu^o  andado  en  dicho  instante,  dividido  por  el' 
instante  mismo.  Luego  si  representa  e  el  espacio  apdadoi 
con  un  movimiento  variable  en  un  tiempo  qualquiera  ty  re^' 
presentará  de  la  parte  andada  del  espacio  e  en  el  instantes 
íé >  tendremos,  pues ,  1^  ;=  ^ ,  ó  ¿t  r=;  «rff  5  esta  es  la  prU 
mera  equacion  fímdamental  de  los  movimientos  variados.    * 
58       2.®.  De  la  equacion  uzupt  (   39   )  que  espre- 
sa la  relación  entre  las  velocidades  y  los  tiempos  en  los^ 
movimientc^  uniformemente,  acelerados,  se  saca  p  =:  — 5  es- 
to, es,  que  quando  la  fuerza  aceleratriz,  ó  por  mejor  decir* 
la  cantidad  p  que  es  su  medida  (    42    )  es  constante ,  su 
espresion  es  la  :velocidád  u  que  engendra  en  un  tiempb  r, 
dividida  pot  el  tiempo  mismo  t.  Luego  si  dicha  fuerza  ace- 
leratriz p  obra  de  diferente  modo  á  cada  instante ,  ^sto  e^ 

quan- 
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quando  na  es  constante  sino  un  instante ,  su  espresioh  Hl- 
de  ser  la  velocidad  que  engendrare  en  dicho  instante ,  divi-* 
dida  por  el  mismo  instante  >  quiero  decir  que  su  espreslon 
ha  de  ser  el  incremento  de  la  velocidad,  dividido  por  el  In^ 
c-remento  del  tiempo;  será ,  pues , p .=:  —^  ó  duzzipdty  es- 
ta es  la  segunda  equacion  fuddamental  de  los  movimiento^ 
.variados,   . 

-    y  9      En  la  equacion  u:zz  pt  representa  (  3  p  )  p  lí 
.velocidad  que  la  fuerza  aceleratdz  engendraría  en  el  mobil 
en  un  tiempo  determinado,  en  un. segundo  por  egemplo,  en 
yirtud  de  una  acción  continuada ,  y  siempre  la  misma.  Lo 
mismo  representa  en  la  equacion  du  zn  pdt,  Pero  hemos  de 
prevenir  que  en  er supuesto  de  ser  variable  la  fiíerza.ace-*: 
Itratriz,.  la:, cantidad  p  que  representa;  lá  velocidad  que  S9Fn 
ua  capaz  de  engendrar^  si  obrase  como  fuerza  aceleratrlz 
constante  en  un  segundó,  es  distinta  cin  cada  instante  del  mo- 
vimiento. Con  efecto,  bidn  se  e¿ha.  de  ver  que  quando  la; 
iüjerza  aceleratrlz  llega  á  áer  menor,  la  velocidad  que  podría^ 
engendrar  en  un  segundo,  en  virtud  de  su  acción  actual: 
Igualmente  reiterada  en  cada  instante  de  dicho  segundo  i  ha 
de  ser  menor ,  y  recíprocariiénte.  \  ^ 

60      De  las  dos  équaciones  de  =:  udty  du  zr:  pdt  st 
puede  sacar  otra  que  es  también  de  muchísima  utilidad. 

Porque  de  la  equacion  dez=,ud$  sacaremos  i/  =r  ^ ,  y^ 
substituyendo  qste  valor  eo  la  equacion  du:=zpdty  resulta,* 
después  de  egecutadas  las  reduecloaes  cocrespóndlentes ,  pdé 

.     .  iQuan-» 
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¿T  i^  Quando  sacamos  la  equacion  du  zz  pdt  (  ;  8  ) 
supusimos  que  la  velocidad  iba  creciendo.  Si  fuese  men* 
guando,  deberíamos  escribir  (III.  335)  —  du  en  lugar  de 
du  5  por  manera  que  las  dos  equaciones  du  =:  pdt ,  y  pde 
zzz  udu  i  se  han  de  escribir  de  este  modo  ±  duzz  pdt, 
y  pde  zzz  rt  udu  y  sirviendo  el  signo  superior  para  el  movi- 
miento acelerado,  y  el  inferior  para  el  movimiento  retardada 

62  También  se  puede  sacar  de  las  dos  equaciones 
fundamentales ,  otra  que  no  hemos  de  omitir. 

La  eqüacíon  dezzudt  dáuzz^j  luego  dunzd  (^\ 
Substituyendo  este  valor  en  la  equacion  pdt  zzz±,du,  sale 

Y  si  suponemos,  como  es  lícito,  que  dt  sea  constante^ 
tendremos  pdtz=zdtz~yó  pdt^  =  ±:  dde. 

Pero  importa  mucho  tener  presente  que  la  equacion 
pdt^  zzr  ±z  dde  supone  dt  constante.  Quando  se  supone  va- 
riable dt ,  se  hace  uso  de  la  equacion  pdt  z=z±id  íj-\ 

Se  nos  ofrecerán  varias  ocasiones  de  acudir  á  estas 
fórmulas.  Pero  es  importante  no  olvidarse  de  que  la  canti- 
dad p  que  llevan ,  representa  respecto  de  cada  instante  la 
velocidad  que  la  fuerza  aceleratriz  sería  capaz  de  engen- 
drar en  el  mobil  en  un  intervalo  determinado  de  tiempo,, 
como  de  un  segundo ,  si  durante  este  segundo  obrara  como 
fiíerza  aceleratriz  constante  5  por  manera  que  como  la  can-» 
tidad  p  mide  respecto  de  cada  instante  el  efecto  que  la  foer-í 
za  aceleratriz  puede  causar,  la  llamaremos,  para  abreviar, 
fuerza  aceleratriz. 

TomJr.  C  Del 
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Del  Equilibrio  entre  fuerzas  directamente  opuestas. 


6  3  Hemos  considerado  hasta  aquí  el  movimiento  con 
que  se  ha  de  mover  ün  cuerpo  sugeto  á  la  acción  de  una 
fuerza  que  obra  en  él^  siempre  acia  una  misma  dirección. 
Ahora  nos  toca  indagar  de  qué  manera  el  movimiento  pas^ 
al  mobiU  Este  es  un  punto  de  bastante  importancia;  pero 
como  las  leyes  de  la  comunicación  del  movimiento  penden 
de  las  del  equilibrio  ^  hemos  de  indagar  primero  estas  ülti* 
mas  >  por  ahora  no  trataremos  mas  que  del  equilibrio  entre 
fuerzas  directamente  opuestas. 

Representaremos  las  fuerzas ,  como  hasta  aquí ,  por  los 
efectos  que  pueden  producir;  quiero  decir ^  que  representa- 
remos cada  fuerza  por  la  cantidad  de  movimiento  de  una 
masa  determinada.  Pero  por  no  abrazar  tantos  objetos  á  un 
tiempo  9  consideraremos  cada  masa  como  reducida  á  un  pun- 
to ^  al  qual  atribuiremos  con  el  pensamiento  la  misma  can- 
tidad de  movimiento  que  al  cuerpo  en  cuyo  lugar  le  subs- 
tituyamos. Veremos  mas  adelante  que  hay  con  efecto  en 
cada  cuerpo  un  punto  por  el  qual  el  movimiento  se  comu- 
nica ^  como  si  en  él  estuviera  reconcentrada  toda  la  masa. 
.A  mas  de  esto,  mientras  no  prevengamos  lo  contrario,  con- 
sideraremos los  cuerpos  como  compuestos  de  partes  perfec- 
tamente duras  y  enlazadas  unas  con  otras  ^  de  manera  que  no 
pueda  variar  su  situación  respectiva  por  la  acción  de  nin- 
guna fuerza. 
X*         5  4      Sentado  esto  ,  concibamos  dos  masas  Mym^  que 

la 
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la  primera  se  mueva  de  A  ácia  C  con  una  velocidad  ^5  la  Fígr 
segunda  de  C  ácia  A  con  la  velocidad  v  h  quando  estas  dos 
masas  se  encontraren ,  se  pondrán  en  equilibrio  ,  ó  harán 
equilibrio  sí  la  cantidad  de  movimiento  de  M  foesc  igual 
á  la  cantidad  de  movimiento  de  m  ;  esto  es,  si  Mf^zz 
un;    (    24   ). 

Porque  es  evidente  que  siilf  =: f» ,  y  si  son  también 
iguales  las  dos  velocidades  ^  y  t; ,  habrá  equilibrio  5  pues 
siendo  todo  igual  por  ambos  lados,  no  habrá  razón  nin-' 
guna  para  que  prevalezca  M6m. 

6  5  Supongamos  ahora  que  sea  M  dupla  de  m ,  pero 
que  al  mismo  tiempo  sea  v  dupla  de  ^;  que ,  por  egemplo, 
M  ande  un  pie  por  segundo ,  y  m  dos  pies  por  segundo.  Es 
evidente  que  puedo  considerar  M  como  compuesta  de  dos 
masas  iguales  á  m ;  y  que  en  el  instante  del  choque  puedo 
figurarme  el  cuerpo  m  como  animado  de  una  velocidad  de 
un  pie  por  segundo^  á  la  qual  se  le  añade  en  el  mismo  ins^ 
tante  otra  velocidad  de  un  píe  por  segundo.  Puedo  en  este 
caso  figurarme  que  en  el  choque  la  masa  m  gasta  una  de 
sus  velocidades  contra  una  porción  igual  de  la  masa  M^  y  la 
otra  velocidad  que  la  queda  con  la  porción  igual  y  restan- 
te de  la  masa  3Í. 

Si  en  lugar  de  suponer  las  dos  masas  M,  m  en  razón 
de  2  : 1  ,y  las  velocidades  en  razón  de  1:2,  esto  es  en  razón 
inversa  ó  recíproca  de  las  masas ,  las  supusiéramos  en  otra 
razón  qualquiera,  se  echa  de  ver  que  siempre  podríamos 
suponer  la  masa  mayor  compuesta  de  cierto  número  de.  ma- 

C  2  sas 
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Fig.  sas  iguales  á  la  menor ,  de  las  quales  cada  una  destruye  etí 
la  menor  una  velocidad  igual  á  la  suya ;  por  manera  que 
podemos  sentar  como  general  el  principio  siguiente  que  es 
fundamental. 

Dos  cuerpos  que  obran  uno  en  otro ,  acia  direcciones  di-- 
rectamente  opuestas  y  forman  equilibrio  quando  las  cantidades 
de  sus  movimientos  son  iguales  >  esto  es ,  quando  el  producto 
de  la  masa  del  uno  por  la  velocidad  con  que  intenta  mo- 
verse 9  es  igual  al  producto  de  la  masa  del  otro  por  la  ve^ 
locidad  con  que  también  procura  moverse. 

Esta  proposición  es  cierta  ora  se  entienda  de  dos  cueN 
pos  que  caminan  libremente  el  uno  al  encuentro  del  otro, 
ó  de  dos  cuerpos  que  se  impelen  por  medio  de  una  linea 
Mm  inflexible  y  sin  masa  i  ora  se  entienda  de  dos  cuerpos 
que  se  tiran  acia  direcciones  contrarias  y  por  medio  de  un 
hilo  Mm  inestensible  ó  que  no  puede  dar  de  sí.  Y  redpro-- 
camente  si  dos  cuerpos  forman  equilibrio^  hemos  de  inferir 
que  sus  movimientos  son  directamente  opuestos ,  y  que  tic* 
nen  cantidades  iguales  de  movimiento. 

€6  Luego  si  tres  ó  mas  cuerpos  M^m^m  que  se 
2 ,  mueven  ó  intentan  moverse  en  una  misma  linea  con  velo- 
cidades VyVyv'  y  faaceu  equilibrio ,  es  preciso  que  la  suma 
de  las  cantidades  de  movimiento  de  los  que  obran  acia  una 
dirección  sea  igual  á  la  suma  de  las  cantidades  de  movi- 
miento de  los  que  obran  acia  una  dirección  contraria* 

Porque  si  forman  equilibrio,  siempre  podemos  supo- 
ner que  caminando  ilf  y  m  acia  una  misma  dirección ,  m 

des- 
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destruye  la  una  parte  del  movimiento  de  «/,  y  iftf  destruye  Ffg, 
la  otra.  Si  llamamos  x  la  velocidad  que  la  acción  de  m  le 
quita  á  m'^  será  tnx  la  cantidad  de  movimiento  que  dicha 
acción  le  quita  $  será ,  pues  ,mvz=:m  x  ^  no  tendrá  >  pues^ 
el  cuerpo  M  que  destruir  en  m  mas  que  la  cantidad  res- 
tante de  movimiento  5  es  á  saber  ,  wV— ^  m'jr  5  luego  será 
Mf^  =: m^t;^ — w^j;  5  ó  por  ser  mxzzzmv  1  será  Mf^ zsmv 
—  iw,  y  MF'^fnv:=Zfnv. 


Del  Movimiento  compuesto. 

'€  7  Supondremos  también  aquí  que  las  masas  en  que 
obraren  las  fíierzas  de  que  vamos  á  hablar ,  están  recoa? 
centradas  en  un  punto. 

Llámase  Movimiento  compuesto ,  el  que  recibe  un  cuet^ 
po  solicitado  á  un  mismo  tiempo  de  muchas  fuerzas ,  cu« 
yas  direcciones  sean  las  que  se  quisieren. 

Si  un  cuerpo  M  que  se  mueve  en  la  dirección  de  ta  li- 
nea recta  j4B  y  recibe  >  quando  llega  al  punto  M  ^  un  im- 
pulso en  la  dirección  de  otra  linea  MD  perpendicular  á  la 
línea  AB  >  este  nuevo  impulso  no  puede  producir  otro  efec- 
to sino  el  de  apartarle  de  la  linea  AB  $  no  puede  ni  au^ 
mentar  y  ni  disminuir  la  velocidad  que  tenia  para  apartarse 
de  CD  perpendicularmente  á  esta  linea.  Porque  siendo  lá 
dirección  CD  perpendicular  á  AB ,  no  hay  razón  ninguna 
para  que  la  fuerza  que  obra  acia  CD  produzca  algún  efecto 
antes  á  la  derecha  que  á  la  izquierda  de  dicha  linea  >  y  co- 
mo no  le  puede  producir  acia  ambos  lados  á  un  tiempo, 
Tom.  IV.  C  3  no 
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JFÍg.  no  le  producirá  ,  ni  acia  el  uno ;  ni  acia  el  otro. 

Del  mismo  modo  discurriríamos  y  si  supusiéramos  qué 
moviéndose  el  cuerpo  M  acia  CD  ,  se  le  impele  acia  MBh 
este  último  impulso  no  añadirá  ,  ni  quitará  nada  á  la  velo^ 
cidad  con  que  el  cuerpo  M  intentaba  apartarse  de  MB. 
6%  Principio  fundamental.  Si  dos  fuerzas  ?y  Q^CU'* 
4*  yas  direcciones  forman  un  ángulo  recto  ,  obran  en  un  mismo 
instante  en  el  mobil  M  >  siendo  la  fuerza  Q^tal ,  que  por 
su  impulso  instantáneo  en  el  mobil  pueda  hacer  por  sí  sola 
gue  ande  MB  en  un  tiempo  determinado  como  de  un  segundos 
y  siendo  la  fuerza  P  tal  ^  que  pueda  hacer  por  sí  sola  que 
ti  mobil  ande  MD  en  el  mismo  tiempo  h  digo  que  por  la  ac^ 
don  compuesta  de  estas  dos  fuerzas  y  el  mobil  M  andará  en 
el  mismo  tiempo  la  diagonal  ME  del  paralelogramo  DMBE^ 
cuyos  lados  son  las  mismas  lineas  MB  y  MD. 

Ya  que  las  dos  fuerzas  obran  en  el  mismo  instante 
en  el  mobil  y  se  puede  suponer  que  estaba  en  movimiento 
en  la  linca  PD ,  y  que  así  que  llega  al  punto  M ,  obra 
en  el  mobil  la  fuerza  Q  perpendicular  á  PD  5  pero  esta  fuer- 
za no  puede  i  6j  )  aumentar  n¡  disminuir  la  velo- 
cidad con  que  se  apartaba  de  QB  >  luego  si  por  el  punto 
D  se  tira  DE  paralela  á  MBySctÁ  preciso  que  al  cabo  de  un 
segundo  se  halle  el  mobil  en  algún  punto  de  la  linea  DE  cu- 
yos puntos  distan  todos  de  QB  una  cantidad  igual  á  MD. 

Lo  que  hemos  dicho  de  la  fuerza  P  respecto  de  la  fuer- 
za jg  >  se  aplica  de  todo  punto  á  la  fuerza  Q  respecto  de  la 
fuerza  P  >  luego  si  por  el  punto  B  se  tira  BE  paralela  á  P A 

de- 
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deberá  el  cuerpo  al  cabo  de  un  segundó  hallarse  enaígun  Ilg. 
punto  de  BE.  Y  como  no  hay  otro  punto  sino  E  que  esté  á 
un  tiempo  en  ambas  lineas  DE  y  BE  ,  el  mobil  estará  en  E 
al  cabo  de  un  segundo. 

Es  constante  por  otra  parre  {  16  )  que  qualquiera 
camino  que  siga  el  mobil  en  virtud  del  impulso  instaura* 
neo  de  ambas  fuerzas ,  debe  ser  una  linea  recta  >  porque 
luego  que  han  obrado  ,  se  halla  el  mobil  libre  ,  y  entrega-» 
do  á  sí  mismo;. por  consiguiente  ya  que  este  camino  debe 
pasai  pot  M  y  E ,  debe  ser  ME ,  esto  es  la  diagonal  del 
paralelogramo  DMBE. 

El  mobil  anda  ME  con  un  movimiento  uniforme  ^  por- 
que Inmediatamente  después  de  la  acción  compuesta  de  am« 
bas  fuerzas  ,  se  halla  entregado  á  sí  mismo  (    i  5  > 

69  Ya  que  todo  el  efecto  que  las  dos  fuerzas  P  y  Q 
obrando  Juntas  producen  en  el  mobil ,  es  hacer  que  ande  la 
diagonal  ME  5  podemos  inferir  i  .^  que  en  lugar  de  dos  fuer- 
zas cuyas  direcciones  forman  un  ángulo  recto  ^  se  puede  en 
qualquiera  ocasión  substituir  sola  una ,  con  tal  que  con  el 
impulso  de  esta  pueda  andar  el  mobil  la  diagonal  de  un  pa- 
ralelogramo rectángulo ,  cuyos  lados  andaría  en  el  mismo 
tiempo  cada  uno  separadamente  con  el  impulso  de  la  fuer- 
za cuya  dirección  representa. 

La  fuerza  única  ME  que  resulta  de  la  acción  de  las 
dos  fuerzas  MB ,  MD  se  llama  la  Resultante  ó  Derivada 
de  dichas  dos  fuerzas. 

Como  las  lineas  MB  ,  MD  representan  los  efectos  que 

C  4  pue- 
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Kg.  pueden  causar  las  ifuerzas  Q  y  P  obrando  separa3amenté, 
y  ME  representa  la  fuerza  que  pueden  causar  quando  obran 
juntas  ,  podemos  suponer  que  MB  ^  MD  ^  ME  representan 
las  fuerzas  mismas. 

2.°  También  podremos  considerar  una  fuerza  única 
qualquiera  ME  ,  como  el  resultado  de  otras  dos  fuerzas 
MB,  y  MD ,  cuyas  direcciones  formarían  una  con  otra  un 
ángulo  recto  y  con  tal  que  siendo  aquella  representada  por 
la  diagonal  ME  y  estas  dos  lo  sean  por  los  lados  MB ,  MD 
de  un  mismo  paralelogramo  rectángulo.  Se  podrán  y  pues^ 
substituir  en  lugar  de  la  fuerza  única  ME  las  otras  dos  MB 
Y  MD  i  pues  en  la  realidad  estas  dos  fuerzas  no  produci- 
rían sino  ME. 

70      En  general  y  qualquiera   ángulo   que  formen  una 

5*   con  otra  las  direcciones  de  las  dos  fuerzas  V  y  Q^  que  obran 

^'   á  un  mismo  tiempo  en  un  mobil  M  ;   este  mobil  andará  la 

diagonal  ME  del  paralelogramo  DM6E  ,  cíj^os  lados  seha-- 

^        lan  en  las  direcciones  de  dichas  fuerzas  los  efectos  de  que 

son  capaces  obrando  separadamente  $  y  andará  dicha  diago^ 

nal  en  el  mismo  tiempo  que  gastaría  para  andar  el  lado  que 

representa  qualquiera  de  las  dos  fverzas  en  virtud  del  imr 

pulso  de  la  misma  fuerza» 

Concibamos  que  por  el  punto  M  se  tire  la  FMH  per- 

■ 

pendicular  á  la  diagonal  ME  \  y  que  por  los  puntos  D  y 
B  se  tiren  las  lincas  DF ,  BH  paralelas ,  y  las  lineas  DG, 
BI  perpendiculares  á  la  misma  diagonal.  En-  lugar  de  la 
fuerza  P  representada  por  MD  ^  que  es  la  diagonal  del  pa* 

ra- 
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tálelogramo  rectángulo  FMGD  y  st  pueden  tomar  (5p  )  Fig. 
las  <Ids. fuerzas  MF  y  MG.  Por  la  misma  razón  en  lugar 
de  la  fuerza  Q  representada  por  la  diagonal  MB  del  pa- 
ralclogramo  rectángulo  MHBI  y  se  pueden  tomar  las  dos  • 
fuerzas  MH  y  MIÍ  Podemos ,  pues ,  eñ  lugar  de  las  dos 
fuerzas  P  y  Q  substituir  las  quatro  fuerzas.  JÍF,  M? ,  MH^ 
MI  h  Y'  estas  no  pueden  menos  de  tener  la  misma  derivada 
que  aquellas  dos.  Pero  de  estas  quatro  fuerzas  ^  las  dos 
MH  y  ÜÍF  no  influyen  de.  ningún  modo  en  lia  derivada, 
porque  obran  en  direcciones  opuestas  ,  y  son  iguales.  Por- 
que es  fácil  de  probar  qué  los  dos  triángulos  DGM  ^  EIB 
son  Iguales  por  la  iiafU£al£za.del  paralelogramo  rlUego  DG 
r=  BI  y  luego  también  MFzz:  MH. 

Por  lo  qué  inira!á  lasrdos  fuerzas  MI  y.  MG  /  como  ^^ 
Siguen  una  misma  dirección  ,  el  efecto  que  de  ellas  resul- 
ta  debe  ser  la  suma  de  los  dos  efecros  iff6  y  MI.  y  porque    ¿ 
estas  fuerzas  obran  icla  una.  ínismadireccipn^  y  debe  ser 
su  diferencia  porgue  obran  acia  direcciones  opuestas.  Pe*- 
ro  ya  que  el  triángulo  EIB  es  igual  al  triángulo  DGMi 
sale  MI  H-  MG  =r  MIm-lEI  =  ME  i  y ,  MI  r^  3ÍG    j . 
z±:  MI  — .  El^z^íME^  luego'las  quatro' fuerzas  MFy  MHy    g. 
MG  y  MI  y  y  ^r  consiguiente  las  dos  fuerzas  iWZ>,  MB 
no  causan  mas  efecto  que  la  fueirza  ME  representada  por 
la  diagonal  del  paraletogramo  DMBE  cuyos  dos  lados  MB^ 
MD  representan  las  dos  fuerzas  Q  y  P. 

71      La  resolución  declarada  de  las  fUerzas  nos  en- 
sena á   distinguir  la.  fuerza   absoluta  de   lá   fuerza  rda*- 

ti- 
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rig»  tlva  de  ntia  potencia;  L^  Fuerza  absoluta  es;  toda  la  qUe 
tiene  en  sí  ,  y  la  Fuerza  relativa  es  aquella  parte  de  stí 
fuerza  absoluta  con  qué  obra  en  el  mobit. 
5*  «  Así  la  fuerza  de  la  potencia  P  se  resuelve  en  dos 
representadas  por  las  lineas  MF ^  MG  \y  como  la  fitcrr 
za  espresada  por  MF  en  nada  contribuye  para  impe- 
ler el  mobil  acia  E ,  y  solo  produce  tsxt,  efecto  la  fuerza 
espresada  por  MG  ^  esta  línea,  representa  la  fuerza  relativa 
de  la  potencia  P.  Lo  mismo  se  puede  aplicar  á  la  poten^^ 

cia  fi-  ' 

De  lo  que  se  infiere  que  las  potencias  no  producen 

efecto  sino  por  sus  fuerzas  relativas  y  y  en  las  direcciones 
de  estas  mismas  fuerzas.  •         -   * 

^^  72  En  lo  que  acabamos  de  dccír>,  hemos  represen- 
-  ^  tado  las  dos  fuerzas  P  y  fí  por  las  lineas  MD  ,  MB  que 
^^  en  virtud  de  su  impulso  andaría  en  un  mismo  tiempo  el  mo- 
bil M\  esto  ^^  por  las  velocidades,  que  le  ]!)ueden  comuni- 
car 5  habiendo  dicho  (  24  ).  que  la  verdadera  me- 
dida de  las  fuerzas  debe  ser  la  cantidad  de  movimiento, 
que  son  capaces  de .  producir.  Pero  como  las  cantidades .  de 
movimiento  son  en  razón  de  las  Velocidades  (  25  .)¿ 
quando  es  una  misma  la  masa  ,  como,  en  el  caso^  presen té^ 
podemos  representar  las  fuerzas  conforme  lo  hemos  prac*^ 
picado  por  las  velocidades  MD  ,  MB< 

Pero  si  en  ve¿  de  conocer  las  velocidades  que  las  dos 
fuerzas  P  y  fi  pueden  comunicar  al  mobil  M^  conociéra- 
mos las  cantidades  de  movimiento  que,  pueden  producir  en 

ma- 
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masas  condcldás  ;  en  este  casó  tomaríamos  MD  y  MB  Fig. 
proporcionales  á  dichas  cantidades  de  movimiento.  Si  soíq  • 
supiéramos,  por  egemplo ,  que  las  fuerzas  P y  Q  son  ta- 
les que  la  fuerza  P  puódie  dar  una  velocidad  conocida  v  á 
una  masa  conocida  i»  5  y  que  la  fuerza  Q  puede  producir 
una  velocidad  conocida  v^  m  una  masa  iconocida  m  ,  ha^ 
tíaiTK>$JfZ>  :  MB  ::  mv  im  v.  Porque  en  yirtud  de  lo  que 
hemos  dicho  poco  ha  ,  liemos  de  tomar  MD  :  MB  en  la 
razón  de  1^  velocidades  que  las  dos  ñierzas  pueden  comu^ 
fticar  al  mobil  Mh  y  carao,  la  primera  puede  engendrar 
U  cantidad  4e  movimiento  mv  ,  podrá  comunicarle  al  mo- 
bil M  la  velocidad  3^  (  24  )  ;  y  por  la  misma  razón  la 
fuerza  Q  puede  comunicarle  al  mobil  M  la  velocidad  ^^ 
Luego  habríamos  de  tpmar  MD:  MB  -  |f  .'^  í  y  por  ser 
^  :  ^  ::  fw  :  rnv^^scxíz  menester  tomar  con  efecto  MD  y 
MB  proporcionales  á  las  cantidades  de  movimiento  que  son 
los  efectos  de  las  fuerzas  P  y  Q*  > 

£s  provechosa  esta  consideración  para  comparar  los 
efectos  de  diferentes  ñierzas  que  obran  en  distintos  mo^ 
biles. 

La  proposición  general  que  acabamos  de  sentar  (70), 
es  de  muchísima  utilidad;  casi  todo  lo  que  diremos  de  aquí 
en  adelante  no  será  mas  que  aplicaciones  que  de  ella  se 
harán. 

73  Se  echa,  pues,  de  ver  que  considerar  un  cuerpo 
tromo  solicitado  del  impulso  junto  de  las  fuerzas  MB ,  MD^ 
que  forman  el  ángulo  que  se  quisiere ,  viene  á  ser  lo  mismo 

que 
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Fig.   que  suponerle  impelido  de  la  acxlon  única  idie  la  fuerza  tt^ 

5.     presentada  por  la  diagonal  üfíf. 

.5.  Y  recíprocamente  y  lo  mismo  Viene  á  ser  considerar  un 

cuerpo  solicitado  de  una  fuerza  única  ME  y  que  conside-* 
tarle  solicitado  á  un  tiempo  de  dos  fuerzas  que  formen  los 
lados  de  un  paralelogramo  cuya  diagonal  fuese  la  fuerza 
única.  Pongamos  por  caso  que  un  cuerpo  llegue  desde  M 
á  E  con  un  movimiento  uniforme  en  un  segundo  de  tiem- 
po )  ó  que  se  mueva  en  la  linea  MB  de  modo  que  la  ande 
en  un  segundo  >  y  que  al  mismo  tiempo  dicha  linea  se  mvutn 
va  paralela  á  sí  misma  á  lo  largo  de  MD ,  y  que  también 
la  ande  en  un  segundo  y  el  camino  que  el  cuerpo  anduvie^ 
se  en  este  supuesto  no  será  otro  que  la  linea  ME. 

7  4  Como  las  dos  fuerzas  MBy  MD  se  encuentran  en 
d  punto  My  están  por  precisión  en  un  mismo  plano  (I.  y  3  5  )• 
lY  como  su  derivada  es  la  diagonal  ME  que  está  en  el  pla- 
no del  paralelogramo  y  se  puede  asegurar  generalmente  y  que 
dos  fuerzas  que  se  encuentran  y  están  siempre  en  un  mismo 
plano  con  su  derivada. 

De  la  Composición  y  Resolución  de  las  fuerzas. 

7  j  No  solo  sirve  el  principio  que  acabamos  de  Sen- 
tar y  para  reducir  dos  fuerzas  que  concurren  en  algún  punto 
á  una  sola ,  y  una  fuerza  á  otras  dos  5  sino  también  para  re- 
ducir en  general  á  una  sola  faerza  quantaí  fuerzas  se  qui- 
sieren, quando  están  en  un  mismo  plano,  ó  quando  concur- 
ten '  todas  en  un  mismo  punto.  Y  recíprocamente  podemos 

re- 
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resolver  una  ó  muchas  fuerzas  en  el  número  de  ifuerzas  que  Kg. 
quisiéremos. 

7  6  Pero  antes  de  declarar  cómo  esto  se  egecuta^  con- 
viene prevenir  que  quando  una  fuerza  P  obra  en  un  cuerpo, 
sea  para  impelerle ,  sea  para  tirar  de  él ,  es  indiferente  su- 
poner aplicado  el  impulso  de  dicha  fuerza  al  punto  que  se 
quisiere  de  su  dirección. 

Por  egemplo ,  lo  mismo  tiene  que  la  fuerza  P  tire  del 
cuerpo  C  por  el  punto  P  por  medio  de  una  varilla  infle-  y. 
xible  y  sin  masa ,  ó  de  un  hilo  inestensible  y  sin  masa, 
que  si  tirara  de  él  por  el  punto  A  y  ó  por  el  punto  JB,  ó  por 
el  punto  C,  ó  que  le  empuge  en  otro  punto  qualquiera  D 
unido  con  dicho  cuerpo:  con  tai  que  su  impulso  se  dirija 
acia  una  misma  dirección ,  producirá  constantemente  el  mis- 
mo efecto.  La  distancia  no  puede  producir  alteración  ningu- 
na, sino  en  el  caso,  que  aquí  escluimos,  de  comunicarse  el 
impulso  de  la  potencia  por  medio  de  algún  instrumento ,  co- 
mo palanca  ó  cuerda ,  cuya  masa  puede  consumir  parte  del 
impulso  de  la  potencia. 

Por  lo  que,  si  dos  fuerzas  PyQ  que  obran  en  un  mis-  g 
mo  plano,  y  cuyas  direcciones  son  las  lineas  AQ^  BP  ti- 
ran ó  empujan  un  cuerpo  en  los  dos  puntos  AyBi  dicho 
cuerpo  se  halla  impelido  del  mismo  nniodo  que  si  las  dos 
fuerzas  le  solicitasen  en  el  punto  4e  concurso  /,  siendo  siem- 
pre las  mismas  sus  direcciones. 

Sentade  esto,  declaremos  como  se  componen  y  resuel- 
ven las  fuerzas. 

Su- 


^6,  :     ELEMENTOS 

Rg»  7  7  Supongamos  quatro fuerzas P^QjR^S  cuyas  direc- 
9»  clones  son  las  lineas  OP^AQ,  BRy  TSy  que  están  todas  en  un 
mismo  plano.  Prolonguemos  desde  luego ,  con  el  pensamiento, 
la  dirección  PO  hasta  que  encuentre  AQ,  en  el  punto -^; 
y  suponiendo  que  AD ,  AE  son  respectivamente  los  espa- 
cios que  podría  andar  un  mismo  mobil  en  un  mismo  tiem- 
po determinado ,  como  de  un  segundo ,  en  virtud  del  im- 
pulso de  las  dos  fuerzas  P  y  j^^  si  formamos  el  paralelogra- 
mo  AEIDy  la  diagonal  AI  representará  la  fuerza  (70) 
derivada  de  las  dos  fuerzas  P  y  fí  >  y  podremos  por  consi- 
guiente substituirla  en  lugar  de  dichas  dos  fuerzas. 

Concibamos  ahora  que  AI  prolongada  encuentra  en  B 
la  dirección  BR  de  la  fuerza  R^  y  si  después  de  hecha  BM 
igual  á  AI  y  consideramos  BF  como  el  espacio  que  el  mis- 
mo mobil  podría  andar  en  un  segundo  con  el  impulso  de 
la  fuerza  Ry  y  suponemos  la  fuerza  AI  aplicada  en  5  5  ya 
que  representamos  esta  fuerza  por  BMz=:  AI  y  del  concur- 
so de  su  acción  con  la  fuerza  R  resultará  una  fuerza  única 
representada  por  la  diagonal  BG  del  paralelogramo  BMGFí 
suplirá  y  pues ,  esta  fuerza  por  la  fuerza  R  y  por  la  fuerza 
AI  y  esto  es,  por  las  tres  fuerzas  P  y  f^y  R. 

Finalmente,  concibamos  que  BG  prolongada  encuen- 
tra en  C  la  dirección  TS  de  la  fuerza  Sy  y  hagamos  CK 
:=p  BG  í  supongamos  que  CU  representa  el  espacio  que  el 
mismo  mobil  de  antes  puede  andar  en  un  segundo  con  el 
impulso  de  la  fuerza  S  5  en  este  caso ,  si  imaginamos  la 
fuerza  BG  aplicada  en  Cáela  CG,  y  representada  por  CKy 

del 
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del  concurso  de  esta  fuerza  con  la  fuerza  S  resultará  un  es-  Fig. 
fuerzo  único  representado  por  la  diagonal  CN  del  parale- 
logramo  CHNK.  Suplirá,  pues,  esta  fuerza  por  la  fuerza  J*, 
y  por  la  fuerza  CK  ó  BG  5  luego  suplirá  por  las  quatro 
fuerzas  P^  Q9R9  J 5 luego  es  la  derivada  de  dichas  quatro 
fuerzas* 

Esto  hace  patente  como  en  qualquiera  ocasión  se  pue- 
de y  se  consigue  reducir  á  una  sola  fuerza  quantas  fuerzas 
se  quisieren  ,  quando  están  sus  direcciones  en  un  mismo 
plano. 

7  8  Este  egemplo  manifiesta  también  como  se  pueden 
substituir  en  lugar  de  una  sola  fuerza  quantas  fuerzas  se  qui- 
sieren, y  qué  condiciones  han  de  concurrir  en  ellas. 

Por  egemplo,  si  formamos  un  paralelogramo  qualquie-r  g^ 
ra  BFGM  cuya  diagonal  es  BG^  podremos  substituir  en 
lugar  de  la  fuerza  única  BG  dos  fuerzas  representadas  por 
BF  y  BM.  Y  como  podemos  suponer  cada  una  de  estas  dos 
fuerzas  aplicada  en  el  punto  que  quisiéremos  de  su  direc^ 
cion ,  podemos  trasladar  BM  i  AI  y  esté  el  punto  A  i  Iz 
distancia  que  estuviere  del  punto  B ,  y  formar  sobre  AI 
otro  paralelogramo  qualquiera  AEID  5  entonces  en  lu- 
gar de  la  fuerza  yí/  se  podrán  substituir  dos  fuerzas  repre- 
sentadas  por  AE  y  ADy  de  suerte  que  en  lugar  de  la  fuer- 
za única  J?G  se  habrán  substituido  las  tres  fuerzas- jBJF,-^£', 
AD  que  producirán  el  mismo  efecto  que  ella.. 

7P  Advertiremos  que*  pues  no  hay  mas  condición 
para  detertninár  las  fuerzas  AD ,  AE  ,  sino  que  sean  repre-r 

sen- 
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Fíg.  sentadas  por  los  lados  j4D  ,  j4E  del  paralclogramo  ADIÉ 
cuya  diagonal  sería  j4Iy  lo  que  puede  verificarse  de  infi- 
nitas maneras ,  sea  que  el  paralelogramo  ADIÉ  esté  en  el 
plano  del  paralelogramo  FBMGy  ó  que  esté  en  otro  pla- 
no qualquiera  ;  se  puede  resolver  una  fuerza  qualquiera  BG 
en  quantas  se  quisieren  >  y  que  estén  en  qualesquiera  planos. 
En  adelante  se  verán  los  usos  de  esta  composición  y 
resolución  de  fuerzas. 

8  o  £1  egemplo  de  resolución  que  acabamos  de  dar, 
manifiesta  que  podremos  hacer ,  siempre  que  quisiéremos 
que  una  de  las  fuerzas  pase  por  cierros  puntos  dados ,  que 
sea  también  de  cierta  cantidad  determinada ,  y  que  sea  pa- 

jQ^  ralela  á  ciertas  lineas  dadas.  Si  representa  ABy  por  egem* 
pío  y  ima  fuerza ,  y  queremos  substituir  en  su  lugar  otras  dos^ 
de  las  quales  la  una  pase  por  un  punto  dado  O,  sea  para- 
lela á  una  linea  dada  de  posición  STy  y  sea  al  mismo  tiem-: 
po  de  cierta  cantidad  SKy  esto  es,  tal  que  en  virtud  de  su 
acción  pueda  andar  un  mobil  el  espacio  SUC  en  el  mismo 
tiempo  que  andaría  la  linea  yíB  en  virtud  del  impulso  de 
la  fuerza  AB-,  los  principios  sentados  nos  dicen  que  para 
conseguirlo  habríamos  de  practicar  lo  siguiente. 

Por  el  punto  O  tiraríanios  O^  paralela  á  STy  de  manera 
que  encontrase  AB  en  algún  punto  ^.  Tomaríamos  /^/l  =: 
SKyY  f^Q  z=z  AB\  tirando  después  RQy  la  tiraríamos  por 
el  punto  ^la  paralela  yH  que  rematase  en  el  punto  H  de  la. 
linea  £H  paralela  á  ^ii>  sería  ^il  la  fuerza  que  buscamos, 
y  l^H  sería  la  que  junta  con  FR  supliría  por  F^  ó  AB. 

Hay 
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Hay  un  caso  al  qual  no  se  aplica  lo  que  acabamos  de  Fig^ 
practicar  y  y  es  quando  la  linea  ST  es  paralela  á  ylB  $  pero 
muy  en  breve  ensenaremos  el  modo  de  resolver  en  este 
caso  la  cuestión. 

8  I  Conviene  reparar  que  pues  las  dos  fiíerzas  com- 
ponentes ó  primitivas  P  y  Q  son  representadas  por  los  ^ 
dos  lados  MD  y  MB  del  paralelogramo  DMBEy  su  resul* 
tante  ó  derivada  debe  por  consiguiente  ser  representada 
por  la  diagonal  ME  del  mismo  paralelogramo ,  y  llaman- 
do -R  esta  resultante,saleP:/l::-^/):ilfE,y  fí-^--^^: 
ME\  estoes,  P:Q:R::MD:  MBiME,  ó  (porque  ilfZ) 
=:-»£)  ::  BE  :  MB  :  ME.  Pero  el  triángulo  MBE  da 
(1.6 j  i)BE:  MB:JHE::sen  BMEiscn  BEMiscn  MBE,6 
ya  que  por  ser  BE  paralela  á  MDy  el  ángulo  BEM=:DME, 
y  por  ser  el  ángulo  MBE  suplemento  de  BMD  (  L54  6  ) 
sen  MBE  =  sen  BMD  ,  sale  BE  :  MB  :  ME  ::  sen  BME: 
sen  DME  :  sen  BIHD  5  luego  P  :  Q  :  R  i:  sen  BME  : 
sen  DME:  sen  BMD  >  y  por  consiguiente  si  suponemos  que 
sen  BME  espresa  la  fuerza  P  ,sen  DME  espresará  la  Giet^ 
"^  QfY  ^^  BMD  espresará  la  fuerza  R ;  esto  es  ,  que  dos 
fuerzas  componentes  y  y  su  derivada  se  pueden  espresar  res- 
pectiva y  constantemente  por  el  seno  del  ángulo  formado  por 
las  direcciones  de  las  otras  dos. 

Por  consiguiente  podemos  valemos  para  espresar  las  .    . 
fuerzas,  ó  de  las  lineas  tomadas  en  sus  direcciones,  ó  de 
los  senos  formados  por  sus  direcciones  ^  con  tal  que  para 
espresar  cada  una  tomemos   el  seno  del   ángulo  formado 

Tom.iy:  D  por 
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F%*  por  las  direcciones  de  las  otras  dos. 

Este  último  modo  de  espresar  las  fuerzas  ,  tiene  sú  ittl- 
lidad  particular  y  conforme  veremos  mas  adelante.    - 

82       Si  desde  el  punto  M  como  centro  y  y  con  un  ra« 
dio  qualquiéra  ME^y    trazamos  d  arco  -de  círculo  HE^G 
que  encuentra  en  G  y  en  //  las  direcciones  prolongadas 
de  las  fuerzas  P  y  fí  5  y  si  desde  el  punto  E^  tiramos  las 
E^Fy  Él  perpendiculares  á  MB  ,  MB  5  y  por  el  punto  H 
la  HL  perpendicular  á MD\  se  eclmrá  de  ver  que  ÉFyÉl^ 
HL  son  respectivamente  ios  senos  de  los  ángulos  DMEy 
BMEyBMD  5  tendremos,  pues,  P:Q,:R.:Efl:  ÉF:  HL. 
83.  Imaginemos  ahora  que  pasando  constantemente 
j  2  ^   por  dos  puntos   fijos  K  y  iV  las  direcciones  de   las  dos 
j  ^^   fuerzas  P  y  Q  jsn  punto  de  concurso  Msé  vaya  apartan- 
do continuamente  >  se  echa  de  ver  que  los  senos  de  los  án- 
gulos BME  y  DME  y  BMD  ,  menguarán  continuamente, 
que  por  lo  mismo  ,$e  irán  aproximando  continuamente   á 
confundirse  con  los  arcos  E  H  yEGy  GHh  luego  si  el  pun- 
to M  se  apartare  infinitamente  ,  los  senos  EÍF ,  e!I  y  HL 
coincidirán  todos  con  el  arco  GHy  que  se  transformará  en 
iina  linea  recta  perpendicular  á  las  dos  lineas  MK  y  MN 
que  entonces  son  paralelas  una  á  otra  (I.  3  3  tf)  ,  y  á  la  ii* 
nea  ME  5  y  como  siempre  se  verifica  ,  que  P  iQ:  R  : : 
I  3.  Efl  :  E!F\  HL  5  y   entonces  liega  i  ser  HL  :=z  Él 
1 4.  H-  ÉF  y  y  =  Él  —  ÉF  y  se  infiere  ,  que  qúando  dos 
fuerzas  P  y  Q,  tienen  direcciones  paralelas  ,    í.^  su  deri^ 
vada  las  es  siempre  paralela.    2.^  que  si  se  tira  una  linea 
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Ft  perpendicular  á  dichas  dkecciones ,  cada  una  de  dichas  Fig. 
Jverzas  es  representada  por  la  porción  de  dicha   per  pendil    i  j. 
cular ,  comprebendida  entre  las  direcciones  de  las  otras  dos^    1 6. 
3 .®  La  derivada  es  igual  á  la  suma  de  las  dos  componentes 
quando  estas  obran  acia  una  misma  dirección  ,  é  igual  á  su 
diferencia  y  quando  se  dirige  su  impulso  acia  direcciones  con^ 
trarias. 

84      Ya  que ,  según  hemos  demostrado ,  P  :  fí  :  it ::    ^  J  • 
El :  FE  :  F/,  también  será  P \  Q,..  El .  FE  ,  y  P  x  R  .:    16. 
El :  FI  j  esto  quiere  decir  ,  que  de  las  dos  componentes  ^  y 
su  derivada ,  dos  qualésquiera  se  ban  siempre  recíprocamen-* 
te  como  las  dos  perpendiculares  tiradas  á   sus  direcciones 
desde  un  mismo  punto  tomado  en  la  dirección  de  la  tercera^ 

8  5  Si  tiramos  á  arbitrio  la  linea  ABC  ,  tendré-^ 
ínos  (1. 45  I)  BC  '.AB  :  ACy.  El:  FE:  FI.  También 
tendremos  P  :  Q:  R  ::  BC :  AB  :  AC ;  quiero  decir  ,  que 
en  general ,  si  se  cortan  las  direcciones  de  dos  fuerzas  pa-^ 
r alelas ,  y  de  sn  derivada  ,  con  una  linga  recta  tirada  como 
se  quisiere ,  se  podrá  representar  constantemente  cada  una 
de  dichas  fuerzas  por  la  porción  de  dicba  recta  compreben^ 
dida  entre  las  direcciones  de  las  otras  dos. 

%6  De  aquí  se-  deduce  un  método  para  hallar  la  de- 
rivada de  muchas  fuerzas  paralelas ,  y  para  substituir  en 
lugar  de  una  fuerza  qualquiera  quantas  fuerzas  paralelas  se 
quisierehé 

Supongamos  ,  por  egemplo  ,  que  queramos  reducir  á    i  y 
una  sola  las  doa  fuerzas  P  y  Q,  que  obran  acia  una  misma 

D  2  par- 
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F%«  parte.  Tíraretnas  una  linea  qualquieri  ABC  i  la  derivada 
R  debe  ser  igual  áP-t-fi(  83  )  i  todo  se  reduce, 
pues ,  á  hiallar  el  punto  B  por  donde  debe  pasar.  Pero  (85) 
tenemosP  :  R.\  BCiAChtsxots  P  :  P  -4-  fi::  BCiAO 
habremos  y  pues »  de  tomar  entre  los  dos  puntos  ^  y  C  un 
punto  B  tal  que  sea  BC  =r  ^—^ 
•^  Si  las  dos  fuerzas  obrasen  acia  direcciones  opues-» 

tas  ^  será  la  derivada  igual  á  su  diferencia  (  83^),  esto 
es  ,  será  P  —  Qy  ó  Q —  P.  Supongamos  P  mayor  que 
Q.  Tirando  á  arbitrio  la  linea  j4Cy  se  deberá  prolongar 
mas  allá  de  A  respecto  de  C  y  hasta  que  la  prolongación 
sea  :=iAB  y  de  modo  que  sea  P :  R  ::  BC :  AC  (85), 
6  P  :P  — Q  ::  J5C:  ACy  esto  es  ,  se  deberá  tomar  BC 


TxAC 


Si  fuese  Q  mayor  que  P ,  estarla  el  punto  B  en  íá 
línea  ^C  prolongada  á  la  otra  parte  de  C  respecto  de  A. 
jy^         87      Si  hubiese  otra  fuerza  Ky  en  este  caso  después 
de  haber  hallado  la^derivada  R  de  las  dos  fuerzas  P  y  Q, 
se  buscaría  la  derivada  S  de  las  dos  fuerzas  A  y  iST  del  mis* 
mo  modo  que  si  no  hubiese  habido  mas  fuerzas  que  estas, 
practicando  cabalmente  lo  mismo  que  poco  ha  (    8  5  ). 
^  ^.         8  8    Luego  recíprocamente  quando  quisiésemos  resolver 
1 5.   una  fuerza  qualqüiera  R  en  otras  dos  que  la  sean  paralelas; 
tiraremos  á  arbitrio  una  linea  PF  paralela  á  la  dirección 
de  la  fuerza  R  >  y  tomando  en  esta  linea  la  dirección  de 
una  de  las  componentes  y  tomaremos  á  arbitrio  por  el  va- 
lor de  esta  compQaent^  una  cantidad  qualqüiera  menor  que 
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R  y  SI  quisiésemos  que  las  dos  componentes  estén  at  uno  y  Fíg* 
otro  lado  de  la  fuerza  R  >  entonces  la  segunda  componente 
que  llamaremos  Q, ,  deberá  ser  igual  iR  —  P  5  y  para  ha- 
llar su  posición  no  faltaría  sino  tirar  la  linea  qualquieca 
CBA ,  y  en  la  AB  prolongada ,  tomar  la  porción  BC  tal 
que  stzf¿:P  :;  AB :  CB  y  si  por  el  punto  C  tirásemos  QC 
paralela  á  RB,  será  QC  la  dirección  de  la  fuerza  S¿. 

Pero  si  quisiéramos  que  las  dos  componentes  estuvie-^ 
sen  á  un  mismo  lado ,  en  cuyo  caso. deberían  obrar  iciz 
partes  opuestas  $  entonces  podríamos  tomaJ:  por  P  una  can^ 
tidad  qualquiera  menor  ó  mayor  que  Ri  y  tirando  una  1¡« 
nea  PF  paralela  á  RB  ,  que  sería  la  dirección  de  P  ^  tor 
maríamos  en  una  linea  qualquiera  BAC  el  punto  -C ,  tal  que 

P"^  R  óR^-^P  :R::  AB:  AC  ,  ietía  C  el  punto  poy 

« 

donde  debería  pasar  la  fuerza  Q  paralela  á  la  fiíerzra  A,  cu- 
yo punto  estará  á  la  otra  parte  de  A  respecto  de  ^S ,  si  fu^ 
se  P  mayor  que  il  5  y  al  contrario,  estará  entre  AyB^ú 

m 

fuese  P  menor  que  R. 

De  los  Momentos  y  y  sus  usos  para  la   composición 

y  resolución  de  las  fuerzas. 

8  p  Lo  que  acabamos  de  decir  basta  para  cotnp<Mer 
y  resolver  las  fiíerzas  ,  qualesquiera  que  sean  sus  direccior 
nes  y  sus  valores ,  por  lo  menos  quando  obran  en  üh  mis- 
mo plano.  Pero  las  varías  especies  de  movimientos  de  que 
se  nos  ofrecerá  trataír  ,  piden  métodos  mas  sencillos  y  mas 
breves  para  determinar  la  resultante  de  las  fuerzas ,  y  su 

Tom.IV.  D3  di- 
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Fíg-   dirección  ,  cuyos  métodos  vamos  á  declarar. 

I  8 .         po      Si  desde  un  pufito  qualquiera  F  que  esté  en  el  pla^ 

19*  no  de  un  paralelogramo  qualquiera  ABCD,  se  tiran  las  li^ 
Mas  FE ,  FH  ,  FG  perpendiculares  Á  los  lados  contiguos  AB, 
AD  ^  y  á  la  diagonal  AC  \  la  suma  dé  los  productos  de  ca^ 
da  perpendicular  por  el  lado  sobre  que  cae ,  será  igual  ai 
producto  de  la  diagonal  por  la  perpendicular  que  sobre  ella 
cae  y  quando  el  punto  F  no  esté  j  ni  dentro  del  ángulo  B  AD, 
$d  dentro  de  su  opuesto.  Al  contrario  y  si  está  el  purito  F. 
-dentro  del  ángulo  BAD  y  ó  de  su  opuesto  y  la  diferencia  de 
los  productos  de  cada  perpendicular  por  el  lado  sobré  que 
cae  y  será  igual  al  producto  de  la  diagonal  por  la  perpendi^ 
cular  que  sobre  ella  enyese. 

Prolongúese  el  lado  BC  hasta  que  encuentre  en  /  lá 
perpendicular  FH  ;  tírense  las  lineas  FA ,  FB  ,  FCy  FD. 

X  8.  El  triángulo  FACzn  FAB  h-  ABC-^-  FBC=:  FAB-¥^ 
ADC-^FBC.  Pero  i,^  el  triángulo F^C=—i^.  2.^ el 
triángulo  FABzzz  ^^.  3.^  el  triángulo  ADCy  conside- 
rando AD  como  su  base  ,  y  IH  como  su  altura ,  es  = 
^-ííí.    4.^  el  triángulo  F5C=z  ^  z=^^ i  luego 


ACxFG ABxFE     ,     ADxIH     .     AD  %FI  ,  TfJ  ^i^    WT 

— —  —  — j \ 1 1 j—  >  pero  in  -h  ííi  — 

'FH  5  luego  multiplicándolo  todo  por  a  ,  saldrá  AC  x  FG 
^AB^FE^ADx  FH. 

El  triángulo  FAC  =  ABC  —  FAB  —  FBC=z 

xp.   ADC —  FAB  —  FBC  5  quiero  decir  ,  que  —^  = 

^i£>íIS^dS2íIS^?£JífI^y  ó  (considerando  que  J5C  — 

.   AD ,  y  que  IH  -^—FIziz  FH ,  y  multiplicándolo  todo 

.  ,-  por 
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por  i)ACxFG'=z  AD x  FH-^  AB  x  FE.  B^ 

91  Ya  que  demostramos  arriba  que  dos  fuerzas  quáh 
lésquiera ,  y  su  derivada ,  se  pueden  representar  respectí-i 
Yámente  por  los  lados  y  y  la  diagonal  de  un  paralelograr^ 
mo  formado  sobre  sus  direcciones 5  inferiremos  que  si  P  y.  18. 
Q  son  dos  fiierzás  representadas  por  las  lineas  AB ,  AD  í  9y 
en  cuyo  caso  AC  representará  su  derivada  Ry  inferiremos, 
digo  9  que  si  fuera  del  ángulo  BAD ,  y  de  su  opuesto  se 
toma  un  punto  F  en  el  plano  de  dichas  tres  fuerzas  ,  siem^ 
pre  se  verificará  que  Rx  FG=:  Qx  FH -^  P  x  FE  y  y 
quando  estuviere  el  punto  J^  dentro  del  ángulo  .ff^Z>  ó  de 
su  opuesto  y  siemprer  se  verificará  que  R  x  FG  :=zQx  FH 

*r-.  P  X  FE.  ,  . 

p  2  £1  producto  de  una  fuerza  por  la  distancia  de  su 
dirección  á  un  punto  fijo ,  es  lo  que  llamamos  Momenfo  de 
dicha  fuerza.  Así  Q,  x  FH  es  el  momento  d«  la  fuerza  Q^ 
R  X  FG  es  el  momento  de  la  fuerza  R. 
-  9  3  Como  la  medida  de  las  fuerzas  es  la  cantidad  de 
movimiento  ,  esto  es ,  el  producto  de  una  masa  determina* 
da  por  la  velocidad  que  pueden  comunicar  á  dicha  masái 

el  valor  del  momento  de  una  fuerza  qualquiera  será  por  cotxr 

* 

siguiente  el  producto  de  una  masa  por  su  velocidad  ,  y  por 
la  distancia  de  su  dirección  á  un  punto  fijo. 
L  9  4  Si  imaginamos  que  las  perpendiculares  FH ,  FG^ 
FE  sean  lineas  inflexibles  y  sin  masas  y  atadas  unas  con  otras, 
y  afianzadas  en  el  punto  Fy  de  modo  que  no  puedan  hacer 
mas  que  girar  ó  dar  vueltas  al  rededor  desdicho  puntos  y  qup 

D  4  las 
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Fíg.  las  fuerzas  P  j  Q^y  su  derivada R  obran  eñ  los  estremos 

1%.  E  y  H  yG'y  se  echa  de  ver  que  estas  tres  fuerzas  intentan 
todas  hacer  girar  el  systéma  acia  una  misma  dirección  al 
rededor  del  punto  F 5  y  las  dos  fuerzas Qy  R  intentan 
hacer  girar  el  systéma  acia  una  dirección  diferente  de  aque- 

19*   lia  áda  la  qual  la  fuerza  P  procura  hacerle  girar. 

Se  puede  y  pues  y  decir  que  el  momento  de  la  resultan-^ 
te  tomado  respecto  de  un  punto  fijo  qualquiera  F ,  es  siem^ 
pre  igual  á  la  suma  ó  a  la  diferencia  de  los  momentos  de  las 
dos  componentes  y  según  que  estas  intentan  hacer  girar  acia 
una  misma  dirección  y  ó  acia  direcciones  opuestas  al  rededor 
de  dicho  punto  fijo. 

20.  95  ^^  ^^^^  5^  puede  inferir  en  general  que  sea  el  que 
fuese  el  número  de  fuerzas  P  ,  Q^  S',  T  8cc^  yysean  las  que 
fueren  sus  cantidades  y  direcciones  y  con  tal  que  estén  todas 
en  un  mismo  plano  >  el  momento  de  laresfiltante  de  todas  eS" 
tas  fuerzas  ,  tomado  respecto  de  un  punto  F  el  que  se  quisie-^ 
re  y  que  esté  en  el  mismo  plano  ,  será  siempre  igual  á  la  su-- 
ma  de  los  momentos  de  las  fuerzas  que  intentan  hacer  girar 
acia  una  dirección  al  rededor  de  dicho  punto  y  menos  la  suma 
de  los  momentos  de  las  que  intentan  hacer  girar  acia  una 
dirección  contraria. 

Con  efecto  y  si  suponemos  que  sea  r  la  resultante  de 
las  dos  fuerzas  P  y  fi  dirigidas  en  AP  y  £j8  5  r\  la  de 
r  y  *y,  que  obra  acia  GS  5  y  finalmente  R  la  de  /  y  T, 
que  obra  acia  DT  5  si  á  mas  de  esto  suponemos  que  sea  m 
el  momento  de  nm^  el  de  / }  entonces  bajando  las  per- 

pen- 
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pendículares  FA^  FE  y  FG  ,  FD  ^  FB  i  las  componentes  Fíg. 
PjQySyT  y  y  su  derivada  R  ,  tendremos  i.^  m  zizP  x 
AF-^Q  X  EF.  2.^  n/=:m  —  Sx  FG.  j,""  Rx  FBzn 
m  —  T  X  FV  5  luego  sumando  estas  tres  equaciones ,  y 
eliminando  las  cantidades  semejantes  que  se  hallaren  en  ami- 
bos miembros  ,  tendremos  Rx  FBzziP  x  AF H-  fí  x  EF 
'—  S  X  FG  —  T  X  FD  :  en  cuya  cspresion  se  echa  de  ver 
que  los  momentos  de  las  dos  fuerzas  Ty  S y  que  intentan 
hacer  girar  de  la  derecha  acia  la  izquierda  y  son  con  efec-* 
to  de  signo  opuesto  respecto  de  los  de  las  fuerzas  P  y  Q, 
que  intentan  hacer  girar  de  la  izquierda  acia  la  derecha. 
p6  Si  estuviese  el  punto  F  en  la  dirección  misma  de 
la  derivada  ,  el  momento  de  esta  fuerza  sería  entonces  cero; 
luego  ya  que  es  igual  á  la  suma  de  las  fuerzas  que  inten- 
tan hacer  girar  acia  una  dirección  y  menos  la  suma  de  aqüe- 

4 

Has  que  intentan  hacer  girar  acia  una  dirección  contraria, 
debemos  concluir  que  la  diferencia  de  estas  dos  sumas  de 
momentos  y  tomados  respecto  de  un  punto  qualqulera  de  la 
dirección  de  la.  resultante  >  es  cero. 

Y  recíprocamente  y  si  Ja  suma  de  los  momentos  de  mth' 
chas  fuerzas  que  intensan  hacer  girar  al  rededor  del  pwi- 
to  y  menos  la  suma  de  los  momentos  de  las  que  intentan  ba-- 
cer  girar  acia  una  dirección  opuesta  al  rededor  del  mismo 

r 

punto  y  fuese  cero  >  se  deberá  inferir  que  pasa  la  derivada  por 
dicbo  punto. 

9  7      Ya  que  estas,  proposiciones  son  igualmente  verda- 
deras>  qualesquiera  ángulos  que  formen  unas  con  otras  las 

di- 
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Flg.  direcciones  de  las  fuerzas ,  lo  serán  también  quando  formait 
las  fuerzas  ángulos  infinitamente  pequeños  ^  ó^  lo  que  viene 
á  ser  lo  propio  y  quando  son  paralelas  unas  á  otras  las  di- 
recciones de  las  fuerzas.  ^ 
98  De  aquí  es  fócil  sacar  un  método  muy  sencillo 
ípara  hallar  la  posición  y  el  valor  de  la  derivada  de  quan^ 
tas  fuerzas  se  quisieren ,  quando  obran  todas  en  un  mismo 
plano. 

Supongamos  primero  que  todas  son  paralelas  unas  á 
otras;  y  para  abreviar ,  supongamos  que  no  son  sino  tres  las 
fuerzas;  será  fácil  inferir  lo  que  se  deberá  practicar  quan-* 
do  fuere  mayor  su  número. 
^  j  ^  Sean  9  pues,  tres  fuerzas  conocidas  P,  j2,  *r,dc  las  qua- 

les  las  dos  primeras  obran  acia  JÍP^  BQ,  y  la  última  obra 
acia  es.  Tiremos  á  arbitrio  una  linea  qualquiera  FABC 
perpendicular  á  las  direcciones  AP ,  BQ,  &c.  Fingiremos 
que  está  en  D  el  punto  por  donde  debe  pasar  la  derivada  Ré 
Hecho  esto ,  tomaremos  á  arbitrio  un  punto  F  en  la  FABCy 
y  tendremos,  en  virtud  de  lo  dicho,  P  x  AF -H  fí  ^  ^^ 
-*—  S  X  CF  zziRx  DFy  pero  como  las  distancias  AFj  FB^ 
FCf  y  las  fuerzas  PyQy  S  son  conocidas,  sería  muy  fácil 
sacar  de  esta  equacion  el  valor  de  la  distancia  DF  á  que 
pasa  la  resultante,  si  fuese  conocido  el  valor  de  esta  resul* 
tante  R.    Busquémosle  ,  pues ,  este  valor  de  la  derivada. 

Tomemos  otro  punto  F^  en  la  AF  prolongada :  el  mis- 
mo principio  nos  daráP  x  AF^-^-  Q  x  BF^ — S  x  CF^  = 
R  X  DF'.  Pero  si  de  esta  segunda  equacion  restamos  la  pri^ 

me- 
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mcrá',  y  rcjparamos  que  AF^  - —  AF  =:  FF^^  BF^  —  BF  Flg* 
r=  Ff,  CF^  —  CF=  FF\  DF^ ~  DF  =  FF\  saldrá 
p  X  FF^  -4-  fí  X  FF'  —  *$*  X  -P*^^  =  íR  X  FF^h  esto  es, 
partiéndolo  todo  por  FF\  P  -f-  fí  —  S=zR. 

Bien  se  echa  de  ver  que  la  evidencia  de  lo  que  acá-* 
bamos  de  probar  es  independiente  del  número  de  las  fuer-^ 
zas,  y  que  será  Igualmente  cierto  sea  el  que  fuere  su  nú« 
mero.  Se  debe,  pues,  inferir  en  general  que  la  resultante 
de  quantas  fuerzas  paralelas  se  quisieren  y  es  igual  á  la  su-^ 
ma  de  las  que  obran  acia  una  dirección ,  menos  la  suma  de 
las  que  obran  Ada  una  dirección  contraria. 

SI  en  la  equacion  P  x  AF  -^Qy^BF  —  Sx  CFzzi 
R  X  DFy  que  hallamos  primero,  subtituimos  en  lugar  de  R 
su  valor  P  -t-  fi  —  ^y  ^^  acabamos  de  sacar,  saldrá  P  x 
AF-^Q,  X  BF —  S  X  CF=:CP^QS)xDF'y  de 


donde  inferiremos  DF=^^^^=^^:^=£^^, 

Y  como  la  demostración  es  independente  del  número 
de  las  fuerzas,  quedará  probado  que  en  general  para  saber 
á  qué  distancia  de  un  punto  dado  pasa  la  derivada  de  mu^ 
chas  fuerzas  paralelas  >  es  menester  restar  de  la  suma  de  los 
momentos  de  las  fuerzas  que  intentan  hacer  girar  acia  umf 
dirección ,  la  suma  de  los  momentos  de  las  fuerzas  que  inten* 
tan  hacer  girar  acia  una  dirección  opuesta ,  y  partir  la  res^ 
ta  por  la  suma  de  las  fuerzas  que  obran  dcia  una  dirección, 
menos  la  suma  de  las  que  obran  acia  una  dirección  contraria.  * 

^  No  se  han  de  confundir  las  fuerzas  que  obran  ád^.  dilecciones  coiv- 

tra- 
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ííg-         99      SI  en  vez  de  tomar  el  punto  F  á  arbitrio,  le  to* 

,2  1.   máramos  en  el  mismo  punto  D  por  donde  pasa  la  fuerza  deri^ 

yada ,  como  entonces  sería  cero  la  distancia  DJP,  su  valor 

ll^L:f22^Jj^SL^  que  vendría  á  ser  ^±téP.^^=L-££. 

(  porque  la  fuerza  P  intenta  hacer  girar  al  rededor  del 
punto  D  acia  una  dirección  opuesta  acia  La  qual  intenta 
hacer  girar  la  fuerza  jg) sería  cero;  tendríamos,  pues,  — P 
X  AD  H-  fí  X  BD  —  J  X  CD  =:  o  >  y  como  el  punto  P 
que  al  principio  tomamos  á  arbitrio,  podia  estar  mas  arri-s 
ba  ó  mas  abajo ,  conforme  hubiésemos  querido ,  porque  na« 
da  determina  que .  el  punto  D  esté  en  un  punto  de  la  direcri 
cion  de  la  resultante  Ry  antes  que  en  otro  punto  de  la 
misma  dirección  >  se  infiere  generalmente  que  los  momen- 
tos de  muchas  fuerxas  paralelas  tomados  respecto  de  un  pun-'. 
to  qualquiera  de  la  dirección  de  la  resultante  son  tales  y  que  la 
suma  de  los  momentos  de  las  fuerzas  que  intentan  hacer  giran 
i  acia  una  dirección ,  es  siempre  igual  á  la  suma  de  los  momentos 
de  las  que  intentan  hacer  girar  dcia  una  dirección  contraria. 

Lúe-» 

trarias ,  con  las  qué  procuran  hacer  girar  acia  direcciones  contrarias.  Pue- 
de suceder  que  dos  fuerzas  que  obran  acia  direcciones  encontradas  ,  in-^ 
tenten  hacer  girar  acia  una  misma  dirección  \  esto  pende  de  la  posicioi^ 
del  punto  respecto  del  qual  se  considera  la  giración  6  rotación ,  6  Jos  mo- 
mentos. Por  egemplo,  las  dos  fuerzas  JQ  y  «S*  obran  acia  direcciones  opues^ 
tas  ;  pero  ambas  intentan  hacer  girar  la  linea  BC  acia  una  misma  direc- 
ción al  rededor  del  punto  que  esté  entre  ByC^jsi  consideramos  la  gir 
tacion  respecto  del  punto  F,  la  fuerza  JQ  intenu  hacer  girar  CF  acia  una 
dirección  contraria ,  respecto  de  la  dirección  acia  la  qual  la  fuerza  S  pro- 
cura hacerla  girar* 


(2  1. 
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'I  O  O'  Lu^o  tomando  con  signos  contrarios  los  moinen*  Kg. 
tos  de  las  fuerzas  que  Intentan  hacer  rodar  acia  direccio- 
nes contrarias,  y  tomando  igualmente  con  signos  contrarios 
las  fuerzas  que  obran  acia  direcciones  opuestas ,  se  puede 
decir  generalmente,  i  .^  Que  Ja  derivada  de  quantas  fuerzas 
parálelas  se  quisieren ,  es  siempre  igual  á  la  suma  de  todas 
las  fuerzas,  i  .^  jg^e  esta  derivada  que  es  paralela  con  las 
primitivas ,  pasa  por  una  serie  de  puntos  que  tienen  todos  la 
propiedad  de  que  la  suma  de  los  momentos  respecta  de  cada 
uno  de  ellos  es  cero. 

Son  de  muchísimo  uso  estos  principios  ,  y  dentro  de 
poco  veremos  quanto  fócilitan  determinar  la  posición  del 
centro  de  gravedad  de  los  cuerpos.  Tratemos  ahora  de  las 
fuerzas  cuyas  direcciones  forman  ángulos  unas  con  otras. 

1  o  I  Sean ,  pues ,  muchas  fuerzas  P ^QyS  &c.  todas  %  2 
dirigidas  en  un  mismo  plano.  Supongamos  que  j4B  repre* 
senté  la  fuerza  P  que  obra  acia  AP  5  que  EG  represente 
la  fuerza  f¿  que  obra  acia  EQ,  5  y  que  IL  represente  la 
fuerza  S  que  obra  acia  IS.  Imaginemos  que  por  un  pun-* 
to  T  tomado  á  arbitrio  en  el  plano  de  dichas  fuerzas ,  pa« 
san  dos  rectas  indefinitas  TEfy  TE^\  que  forman  una  con 
otra  un  ángulo  qualquiera  (que  supondremos  recto  para 
mayor  fecilidad)5  y  concibamos  que  las  fuerzas  P,  j^,  *?,  ó 
jíBy  EGy  IL  se  resuelven  cada  una  en  otras  dos  tales,  que 
la  una  sea  paralela  á  la  linea  TE'  \  y  la  otra  paralela  á  la 
linea  TEÍ^  \  cada  una  de  estas  ñierzas  debe  «star  figurada 
(>or  el  lado  correspondiente  del  paralelogramo ,  cuya  dia-* 

go- 


6z  :    ELE  MENTOS 

Fíg«  gonal  representa  (  7  3  )  la  fuerza  principal.  Es  evidente ,  cií 
virtud  de  lo  que  precede  (  p8  ),  que  por  ser  paralelas 
las  fuerzas  ^D ,  EFy  IM  tendrán  por  resultante  la  fuerza 
única  1^0  que  será  paralela  con  ellas ,  y  será  zi:  AD  -h 
EF—IM,Y  pasará  á  una  distancia  yy\  tal  que  ^^^=? 

AD^^fE — IM 

Las  fuerzas  ACy  EHy  IK  paralelas  á  TÉ'  se  reduci- 
rán también  todas  á  una  sola  VN  que  será  paralela  con 
ellas ,  será  igual  á  AC  h-  EH  h-  IK^  y  ( suponiendo  que. 
sea  V  el  punto  donde  la  dirección  de  dicha  fuerza  encuen- 
tra la  de  la  fuerza  OV  )  pasará  á  una  distancia  W^'  =: 

ACxAjr'~^EHxEE"^^íKx  IV' 
AC^^  EH  -f-TiC         '"^* 

Sentado  esto,  una  vez  que,  según  suponemos,  las  fuer-- 
z^  Py  Qy  S  y  sus  direcciones  (esto  es,  los  ángulos  que  for- 
man con  lineas  fijas  y  conocidas,  quales  son  TE'  y  TE^^ó 
con  sus  paralelas)  son  conocidas,  conoceremos  en  cada  uno 
de  los  triángulos  BADy  GEFy  IKL  la  hypotenusa  y  los 
ángulos  5  sera,  pues,  fácil  determinar  las  tineas  ADy  EFy 
KL  ó  IMy  y  las  lineas  BD  6  ACy  FG  ó  £//,  y  IK^  con 
lo  que  estarán  determinados  los  valores  de  las  dos  resultan- 
tes AD-^  EF  —  IMy  y  -/ÍC-H  EH  -+-  IK.  A  mas  de 
esto,  como  han  de  ser  conocidas  Jas  distancias  AA\'  AA^'^ 
EÉy  EE^'  &c.  pues  no  se  puede  ignorar  la  posición  de  los 
puntos  A  y  Ey  donde  se  supone  que  se  aplican  las  fuerzas, 
serán  por  consiguiente  conocidas  todas  las  cantidades  que 
lleva  la  espresion  de  las  distancias  ^ií^^  y  /^^^^  Será,  pues, 
fácil  determinar  el  punto  ^,  donde  se .  encuentran  dicha? 

dos 
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¿os  fiícrzás  derivadas.  Tomando,  pues,  f^O  :=zAD  -+-  EF  Fig. 

IMj  y  VNz=i  AC-^  EH  -t-  IK,  y  formando  el  pa- 

ralelogramo  OVNXj  saldrá  la  diagonal  VX  que  será  la  de- 
rivada R  de  las  dos  resultantes  paralelas  á  TÉ  y  TE'\  esto 
^s  y  la  derivada  de  todas  las  fuerzas  propuestas. 

He  Jas  Fuerzas  que  obran  en  diferentes  planos. 

'    I  o  a      Sean  tres  fuerzas  PyQySj  cuyas  direcciones    23, 
sean  las  lineas  AP ,  fifi ,  CS  parálelas  unas  con  otras  y  ti- 
radas en  diferentes  planos; 

Concibamos  un  plano  XZ  al  qual  sean  perpendicula- 
res las  tres  rectas  AP,  BQy  CSy  y  otro  plano  Zí^  al  qual 
sean  paralelas  >  sean  AjB^C  los  puntos  donde  estas  lineas 

encuentran  el  plano  XZ. 

•  > 

Las  dos  fuerzas  P  y  S  están  en  un  mismo  plañó  cuya 
intersección  con  el  plano  XZ  es  la  recta  AC.  Pueden  por 
consiguiente  reducirse  estas  dos  fuerzas  á  una  sola  R^  33 
P-H*r  que  sea  paralela  con  ellas,  y  pasará  por  ün  punto 
D  tal,  que  C  99  )  tendremos  P  x  ADzzz  S  x  CD. 

Las  dos  fuerzas  R  y  Q  están  en  un  mismo  plano  cuya 
intersección  con  el  plaño  XZ  es  BD  5  pueden  por  consi* 
guíente  reducirse  á  una  sola  R  que  será  igual  á  jR^  -H  fi» 
esto  es  =:  P  -+-'  J  -+-  jg,  que  será  paralela  con  ellas,  y  pa* 
sará  por  un  punto  £>  tal  que'  tendremos  R^  x  DE  rtr  fi  x 
BE.  De  tstó  y  de  lo  dicho  antes  ficil  es  inferir,  en-  gene- 
ral,  que  sea^  e¡^  que  fuere  el  número  dé  las  fuerzas  \  ci^yas 
direcciones  son  parálelas , .  siempre  se  reducirán  á  unor  sola 

igual 
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Ffg.  igMl  Á  Ja  suma  de "  ¡as  que  obran  acia  una  dirección  y  tne^ 
nos  la  suma  de  las  que  obran  acia  una  dirección  contrariaj 
ora  estén  todas  en  un  mismo  plano  y  ora  estén  en  planos 
distintos. 

Determinemos  ahora  el  punto  por  donde  pasa  esta 
derivada. 

Si  por  los  puntos  ^,D^C,ByE  se  tiran  las  lineas 
^A\  Djy,  ce' y  BÉ,  EEf  perpendiculares  á  la  intersec- 
ción común  de  los  dos  planos  XZ  y  ZVy  del  paralelismo 
de  las  lineas  aA^  Dtíy  CC'  inferiremos  (  L  4  5  o  )  AD; 
CD  ::  A'ljf:  CJ^í  pero  de  la  cquacion  P  x  AD  ==  i*  x 
CV  que  hallamos  poco  antes ,  se  saca  AD :  CD  ::  S :  Pi 
luego  A'D^:  C'tí  ::  S\  P,  y  por  lo  mismo  P  x  A'iy  =r 

S  X  di/. 

Asimismo  las  paralelas  Di/ , EEf , BSf  ÓAn  DE:  BE:-. 
DÍ^x  tíÉ  s  y  como  de  la  equacion  /l'  x  D£  =:  <2  x  -BB» 
que  también'  hallamos  poco  antes ,  se  saca  DE :  BE  : :  Q;. 
B1;  se  sigue  que  X/^^yJE^::  Q :  ü' : :  fí : -P -♦- aS"  5  luego 

(P-t-i*)  X  jyjS' =  fí  x  5V. 

Tomemos  ah(N:a  en  la  intersección  ZT  de  los  dos  pía- 
lios  un  punto  fijo  T,  y  busquemos  la  distancia  TÉ  que  ha- 
brá  entre  dicho  punto  y  el  punto  £  que  corresponde  al 
punto  É  por  donde  pasa  la  derivada.  Es  evidente  que  j^U 
z=zTDf  —  TA'y  CfD'  zizTd  —  Ti/, DÍÉ  =z  TÉ 
1 —  TÚ  y  MÉ  z=  TB'  —  TÉ.  Substituyanse  estos  va- 
lores en  las  dos  ¿quaciones  P  x  A'u  z^  S  x  Cftí  y  y, 
(P  '■¥^)Y.DlÉz=iíí  »  jB'^',  saldrá  P  y.TDI  —  P  x 

ta' 


u 


^'   F     ^^  E_  c 
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r^í'  =  5"  X  re'  -  i*  X  TD\  y  (P-t-i*)  X  TE'  -  (P-^S)  Fig. 
ri/  =  i2  **  ^^  —  ^^  ^^''  ^^  ^*  primera  de  estas  dos 
equaciones  se  saca  (  P  -+-  5*)  TD'  =  P  x  T^'  H-  i*  x  TC/j 
substituyendo  este  valor  en  la  segunda  ,  sale  (  P  n-  J" )  x 
TE/  —  P  ^  TA'  —SxTC'^Q^iTB'-^QxTE'i 
juntando  todos  los  términos  multiplicados  por  TE  ,  saldrá 
(^p^Q^S)  xTE'  =  PxTA'-í'Qx  TB'-¥-  S  X  TCf, 

De  donde  inferiremos  Th  — p_í:¿_Hi • 

Esta  espresion  <le  la  distancia  TE  es  cabalmente  la 
misma  que  hallaríamos  si  buscásemos  á  que  distancia  pasar 
ría  la  ftietza  resultante  ,  si  las  tres  fuerzas  PyQjS  estu- 

fl 

hicscn  todas  tres  en  el  plano  Z/^,  y  pasasen  por  los  pun- 
tos jí^  C\  tí  correspondientes  á  los  puntos  A^  C,  B  por 
donde  pasan  realmente.  Luego  si  imaginamos  la  recta  TX 
perpendicular  al.  plano  ZV ^  hallaremos  la  distancia  TE  de 
la  resultante  K  á  dicha  recta ,  tomando  la  suma  de  los  momen- 
tos *  de  esta  misma  recta,  como  si  todas  las  fuerzas,  sin  que 
varíase  la  distancia  á  que  están  de  dicha  recta,  estubiesen 
todas  en  el  plano  ZV'  al  qual  es  perpendicular  j  y  partien- 
do esta  suma  de  los  momentos  por  la  suma  de  las  fuerzas. 
Para  determinar  el  punto  E ,  solo  falta  conocer  la  ^1%* 
Tom.  IV.  E  tan- 

*  Prevenitnos  que  aquí  y  en  adelante  por  turna  de  los  momentos  en 
general  entendemos  la  suma  de  los  momentos  de  las  fuerzas  que  intentan 
l^rar  acia  una  dirección ,  menos  la  suma  de  los  momentos  de'  las  fuerzas 
que  intentan  hacer  girar  icia  una  dirección  contraria.  Por  suma  de  las 
fuerzas  también  entendemos  la  suma  de  las  que  obran  acia  una  dirección, 
menos  la  suma  de  lasque  obran  acia  una  dirección  opuesta. 
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Hg.  rancia  EE\  ó,  ( tirando  EE^^  paralela  á  ZT)  la  distancia 
TE^'  á  la  qual  esta  misma  fuerza  pasa  de  ZT.  Por  lo  que 
acabamos  de  decir  en  orden  á  la  distancia  TE\  se  echa  de 
ver  que  para  hallar  la  distancia  TEf^^  hemos  de  imaginar 
igualmente  un  plano  que  pase  por  XT^  y  paralelo  á  las  di* 
recciones  de  las  fuerzas;  tomar  la  suma  de  los  momentos 
respecto  de  TZ  que  es  la  intersección  de  dicho  plano  con 
el  plano  Zl^h  tomar  digo  la  suma  de  los  momentos  respec- 
to de  TZy  como  si  todas  las  fíierzas  sin  que  varíe  la  dis- 
tancia á  que  están  del  plaño  Zf^y  estuviesen  todas  en  el 
plano  Xf^y  y  partir  dicha  suma  de  momentos  por  la  suma 
de  las  fuerzas.  Hecho  esto  ^  quedará  determinado  quanto  se 
necesita  para  fijar  el  punto  E  por  donde  pasa  la  derivada. 

Consideremos  ahora  las  fuerzas  cuyas  direcciones  ni 
están  en  un  mismo  plano,  ni  son  tampoco  paralelas. 

2  4..  103  Sean  P  ^QyR  tres  fuerzas  cuyas  direcciones  son 
las  lineas  AP^  BQ^  CR  puestas  en  planos  diferentes.  Conci- 
bamos un  plano  qualquiera  XZ  al  qual  encuentra  en  H  la 
dirección  APy  en  F,  la  dirección  BQ^  y  en  Z,  la  direc- 
ción CR.  Como  podemos  suponer  (  7  5  )  qualquiera  fuer- 
za aplicada  al  puntó  que  se  quiera  de  su  dirección ,  imagi- 
naremos que  dichas  tres  fuerzas  están  aplicadas  á  los  puntos 
H,  F,  Zi,  y  son  representadas  por  las  lineas  //^,  FTy  LK 
que  son  las  prolongaciones  de  las  lineas  APy  BQj  CR  de-* 
bajo  del  plano  XZ ;  y  supondremos  que  dichas  fuerzas  son 
representadas  por  las  lineas  Hy,  FTy  LK.  Concibamos 
también  que  por  las  rectas  AH,  BF^  CL  pasen  planos  per- 

pen- 
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pendicolares  ai  plano  XZ  y  y  cuyas  intersecciones  con  este  Fig. 
sean  las  rectas  GHNy  EFTy  DLM.  Esto  supuesto,  es  evi* 
dente  que  podemos  resolver  cada  una  de  diclias  fuerzas  en 
otras  dos  >  de  las  quales  esté  la  una  en  el  plano  XZ  y  y  la 
otra  sea  perpendicular  al  mismo  plano.  Por  egemplo,  po*» 
demos  resolver  la  fuerza  Hy  en  una  fuerza  cuya  dirección 
sea  HNy  y  en  otra  fuerza  cuya  dirección  sea  HO  perpen- 
dicular al  plano  XZ.  De  suerte  que  en  lugar  de  las  tres 
fuerzas  Hl^y  FTy  LK  podemos  substituir  las  seis  fuerzas 
HNy  FTy  LMy  HO  y  FSy  Lly  de  las  quales  las  tres  prime- 
ras están  en  el  plano  XZ  y  y  las  tres  últimas  son  perpendi- 
culares al  mismo  plano. 

Pero,  por  lo  dicho  (  10 1  ),  se  pueden  reducir  la^ 
tres  fuerzas  HNy  FTy  LM  i  una  sola  que  también  estará; 
en  el  plano  XZ.  Y  en  virtud  de  lo  que  acabamos  de  d;- 
cir  (  102  )  se  pueden  reducir  las  tres  fuerzas  HOyFSg 
LI  i  una  sola  que  será  perpendicular  al  plano  XZ^  Luego^ 
en  general,  qtuüqtdera  que  sea  el  número  de  ios  fuerzas  >  ^y^ 
fuaksquiera  que  sean  sus  direcciones ,  sé  pueden  redtetr  én*ú^ 
dos  los  casos  quando  mas  á  dos  ,  la  una  dirigida  en  un  plana 
conocido  y  y  la  otra  perpendicular  al  mismo  plano. 

104  No  sucede ,  pues  i  lo  mismo  con  fas  fuehzii$  ínyttí 
direcciones  están  en  diferentes  planos ,  que  con  las 'que  está« 
todas  en  un  mismo  plano.  Estas  siempre  se  pueden  reducir 
á  una  sola  ,  conforme  hemos  probado.  Pero  aquellas  «e  re-; 
duccn  á  dos ,  ^pic  no  se:podtárt  reducir  á  una  sola ,  sino 
quando  la  fiíeria  resultante  de  las  que  obran  en  d  planb^TZ^ 

£  %  en* 
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Fig*  encontrase  la  derivada  de  las  fuerzas  perpendiculares  al 
misoio  plano* 

105  Esto  puede  servir  para  hallar  las  dos  tesult&ntes 
de  quantas  fuerzas  se  quisieren  quando  las  direcciones  de  di- 
chas fuerzas  están  en  planos  diferentes,  Nó  obstante  vamos 
á  enseñar  otro  camino  para  hallar  lo  mismo ,  que  facilita 
muchísimo  la  resolución  de  muchas  cuestiones, 

ra  y*  Sea,  pues ,  P  una  qualquiera  de  las  fuerzas  propuestas, 

y  AB  la  linea  que  la  puede  representar.  Sea  X  un  punto 
fijo  qualquiera  :  XZ  ,  XTj  XT  tres  rectas  perpendiculares 
unas  á  otras.  Si  sobre  AB  como  diagonal  sé  construye  el 
paralelogramo  rectángulo  ADBCy  cuyo  plaño  sea  perpen- 
dicular al  plano  TXT  y  y  cuyo  lado  BC  sea  paralelo  á  XZy 
y  se  construye  después  sobre  BD  como  diagonal  el  parale?- 
logramo  rectángulo  DFBEy  cuyo  plano,  sea  paralelo  al  pl^ 
00  TXT  y  y  cuyos  lados  BF ,  BE  sean  paralelos  á  las  rec- 
tas XT  y  XT)  es  constante  i  .^  que  en  lugar  de  h  fuerza 
A^  se  ppdrá  substituir  la  fuerza  .BC  paralela  á  XZy  ó  per- 
pendicular al  plano  3Xr,  y  la  fuerza  BD  paralela  al  mis- 
mo plano,  2.^  que  en  lugar  de  la  misma  fuerza  BD  se  po- 
drá substituir  la  fuerza  5JE -paralela  kXTy  ó  perpendicu- 
lar al  plano  ^JT,  y,  la  fuería  5ir¡patalek  á  XT  y  ó  per- 
pendicular al  plano  ZXT^  de  suerte  que-  la^erza  P  ó  AB 
se  hallará  resuelta  en  tres  fuerzas  paralelad  á  tres  lineas 
perpendiculares  una$  á  otras ,  ó  lo  que  viene  á  ser  lo  mis- 
ólo', .se=  haUaxá  íesuelta  en  tte3¿  fuerzas  perpendiculares  á- 
tres  planos,  que  serán  perpendiculares unosíá otros* 

Pe- 
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Pero  lo  que  decimos  de  la  fuerza  P  ^  se  puede  apli^ 
car  evidentemente  á  otra  fuerza  qualquiera  que  no  fiíese 
perpendicular  á  ninguno  de  estos  tres  planos.  Luego  si  con- 
cebimos  todas  las  fuerzas  como  P  resueltas  como  hemos 
dicho  9  y  se  reducen  después  á  una  sola  por  el  método  de- 
clarado (  102  )  9  todas  las  fuerzas  perpendiculares  al 
plano  ZICTy  si  se  practica  lo  mismo  con  las  fuerzas  per^ 
pendiculares  al  plano  ZXT  j  y  también  con  las  fuerzas 
perpendiculares  al  plañó  TICF  5  se  echa  de  ver  que  siem- 
pre se  podrátl  reducir  quantas  fuerzas  se  quisiesen  y  diri- 
gidas en  diferentes  planos ,  á  tres  fuerzas  perpendiculares 
á  tre$  planos  que  sean  perpendiculares  unos  á  otros.  £s-^ 
tos  son  los  principios  generales  de  la  composición ,  ^  re* 
elución  de  las  fuerzas. 

De  los  Centros  de  Gravedad. 

ióS  Antes  de  indagar  qué  efectos  particulares  pue- 
den producir  en  las  máquinas  ^ó  en  general  en  los  cuer- 
pos de  una  estructura ,  y  de  una  materia  conocida  las  fuer^ 
zas  cuyas  propiedades  generales  acabamos  de  considerar, 
es  preciso  pararnos  á  considerar  los  centros  de  gravedad, 
cuyo  conocimiento  es  de  suma  importancia  para  determi- 
nar los  movimientos  que  se  les  pueden  comunicar  á  dichas 
máquinas  ó  cuerpos» 

Tengamos    presente    (43)    que   las  direcciones 
acia  las  quales  obra  la  pesantez  efi  las  partículas  materia- 

« 

les  de  an  cuerpo, son  paralelas v y  que  esta  fuerza ¿n^a- 
TomJf^.  E  3  ta 
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f  íg«  ta  comunicar  á  cada  partecillá  de  materia  una  misma  ve« 
locidad  en  un  mismo  tiempo. 

107  Llamamos  Centro  de  Gravedad  de  un  cuerpo^ 
ó  de  un  systema  de  cuerpos  el  punto  por  donde  pasa  la 
derivada  de  las  fuerzas  particulares  ^  que  comunicaría  la 
pesantez  á  cada  parte  de  dicho  cuerpo  ó  systema ,  en 
•qualquiera  situación  que  se  coloque  dicho  cuerpo  ó  sys- 
tema» 

Por  egempto  ,  si  en  la  posición  actual  del  triángulo 
ABC  la  fuerza  resultante^  de  los  impulsos  de  la  pesantez 
en  todas  las  partes  de  dicho  triángulo  pasa  por  un  punto 
2  5^  <7  de  su  superficie ;  y  si  en  otra  situación  abe  ^  pasa  iguaU 
mente  por  el  punto  6  y  este  punto  G  se  llama  el  centro 
de  gravedad.  Veremos  dentro  de  poco  que  dicha  resuU 
tante  pasa  siempre  por  un  mismo  punto  en  todas  las  situa^ 
clones  posibles  del  cuerpo. 

108  Es  fácil  determinar  esté  centro  eri  virtud  de  lo 
que  hemos  dicho  acerca  del  uso  de  los  momentos  para  ha-* 
ilar  la  resultante  de  muchas  fuerzas  paralelas. 

27^  ,  Con  efecto ,  sean  quantos  cuerpos  se  quisieren  My  N^ 
"P  y  cuyas  masas  consideraremos  (por  ahora ))  como  recon« 
centradas  en  los  puntos  £  j  A  ^Cy  que  supondremos  pri^ 
mero  en  un  mismo  piano.^  Sea  p  la  velocidad  que  la  pe-r 
santez  intenta  comunicar  á  cada  uno  en  un  instante  y  cuya 
velocidad  es  (  43  J  la  misma  respecto  de  cada  uno. 
entonces  pM  y  pNypP  serán  las  cantidades  de  movimien^ 
to  >  ó  las  fuerzas  con  que  estos  cuerpos  intentarán  mover-- 
;.:  ,'*   .  .*,..'    se 
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se  en  las  direcciones  paralelas  C^^C ,  B^^B ,  A^^A.  Pera 
según  digimos  (  98  )  para  hallar  la  posición  de  la 
fiíerza  derivada ,  se  debe  tomar  la  suma  de  los  momentos 
respecto  de  un  punto  qualquiera  T  tomado  en  una  linea 
perpendicular  á  dichas  direcciones ,  y  partir  dicha  suma 
por  la  suma  de  las  fuerzas  $  será  y  pues ,  el  valor  de  la 
distancia  TG^^ ,  á  que  pasa  dicha  resultante  TG^^  =:= 
iM^LJll::^^^^^  ,  cuyo  valor  ,  sí  omitimos  el  fac-r 


tor  común  p  ,  se  reduce  á  TG'  =1 ^,^^^j» * 

Pero  si  tiramos  las  lineas  BB^,  AA^^  CC^paralelas  á  TG'^f 
y  que  rematan  en  la  vertical  TC  \  si  imaginamos  •  á  mas 
de  esto  ,  que  el  punto  G  tomado  en  la  dirección  de  la  re- 
sultante >  es  el  centro  que  buscamos  ^  y  tiramos  Gtí  tam* 
bien  paralela  á  TG^  tendremos  TG'^z=:  G^G,  Ttí^  =:  JBi/, 
TA^'=:AA\  TCf'=CC'úucQ^GG'z=:^^^^^^^^ 
si  limitamos  el  sentido  de  la  voz  momentos  para  que  sig* 
nifique  no  mas  que  el  producto  de  la  masa  de  un  cuerpo 
por  la  distancia  á  que  está  de  una  linea  recta  ^  el  valor  de 
GG^  está  diciendo  que 

Se  determina  á  qué  distancia  está  de  una  linea  recta 
ti  centro  común  de  gravedad  de  muchos  cuerpos  dividienJo 
la  suma  de  los  momentos  de  dichos  cuerpos  ( tomados  res^ 
pecto  de  dicha  linea  )  por  la  suma  de  las  masas. 

Concibamos  ahora  que  se  trastorna  el  systema  de  los 
cuerpos  M\N  yP  j  de  modo  que  la  línea  TA^^  que  era 
orizontal ,  sea  vertical ,  y  sea  orizontat  la  linea  TCf  que  era 
vertical  s  en  este  supuesto  demoscraremps  igualmente  ^  que 

£4  pa- 
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para  hallar  á  qué  distancia  pasa  la  derivada  de  la  linea 
TVf"^^,  que  entonces  será  vertical ,  se  debe  tomar  la  suma 
de  los  momentos  respecto  de  Tyí^\  y  partirla  por  la  suma  de 

las  masas.  Tendremos ,  pues ,  igualmente  GG'^zn 

My^B^'^ii^A^v^^^  Pero  una  vez  determinadas  las  dis- 
tancias á  que  está  G  de  las  dos  lineas  fijas  y  y  conocidas 
TA^'  y  TCfy  será  conocida  la  posición  de  dicho  centro, 
pues  las  distancias  BBf^  Btí\  AA\  AA",  &c.  son  cono- 
cidas ,  porque  está  á  nuestro  arbitrio  tomar  donde  qulsié^ 
jemos ,  el  punto  T ,  por  el  qual  se  tiran  TA''  yTC^  y  lúe-» 
go  &c. 

105^  SI  cada  una  de  las  distancias  AA^\  Btí^^  8¿c. 
fiíese  cero  $  esro  es  y  si  estuviesen  todos  los  cuerpos  en  una 
Unea  recta  TA^^y  entonces  la  suma  de  los  momentos  res-» 
pecto  de  dicha  recta  y  sería  cero ;  luego  la  distancia  GG^^ 
será  también  cero.  Luego  si  muchos  cuerpos  considerados 
como  punios  están  en  una  misma  linea  recta ,  su  centro  co-' 
fnun  de  gravedad  estará  también  en  la  misma  linea  recta. 

1 1  O  Si  se  tirasen  las  lineas  TA'^y  TC  ,  de  manera 
que  la  una  ,  ó  la  otra  y  ó  ambas  tuviesen  cuerpos  á  uno,  y 
otro  lado ;  en  este  caso  y  en  lugar  de  la  suma  de  los  mo- 
mentos se  deberla  decir  la  suma  de  los  momentos^  de  los 
cuerpos  que  están  á  un  lado  y  menos  la  suma  de  los  momen- 
tos  de  los  cuerpos  que  están  al  otro  lado.  Por  lo  que  mira 
¡al  denominador  de  la  fracción  que  espresa  la  distancia 
del  centro  de  gravedad ,  siempre-  se  compondrá  de  la  su- 
ma de  las  masas  >  porque  todas  las  fuerzas  de  estas  masas^ 

en 
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€n  virtud  dé  su  gravedad » obran  ácia  una  mi^ma  dirección^  JPIg. 
Esto  es  general ,  sea  el  que  fuere  el  Aútnero  de  los  cuerpos^ 
considerándolos  como  puntos ,  y  como  que  están  todos  en 
un  mismo  plano.  Esto  es  una  consecuencia  de  lo  dicho  an- 
tes (  ^8    ). 

Las  lineas  TA\  TA"  se  llaman  Eges  de  los  Monmtos. 
III  Si  concebimos  ahora  ,  que  el  punto  T ,  que  al 
principio  hemos  tomado  á  arbitrio  ,  se  confunde  con  el  pun- 
to G  ,  en  este  caso  GG'  y  GG'^  serán  c»da  Una  «w.  Lue- 
go la  suma  de  los  momentos  respeeto.de  TC^^  yiasuma 
de  los  momentos  respecto  de  TA''y  serán  ambas  cero  en 
este  caso. 

.112  Ahora  probaremos  que  si  la  suma  de.loi  mo^ 
faientos  de  muchos  cuerpos  ^espectoc  de  Üa  icctá  RS  que  pasi  ^  $ . 
por  el  punto  Gy  fuere  cero,  y  lo  fuere  igualmente  la  suma  de 
los  momentos  respecto  de  la  recta  PQ^  perpendicular  á  RSy 
y  9^^  P^^  P^^  '^^-  mismo,  punto  Os  lá.  soma  de  ríos  momen- 
tos respecto  de  otra  recta,  qualqokra  üfiNT  >  que  pásate  por 
el  mismo  punto  G  y  será  también  cero. 

Con  efecto  y  si  después  de  tiradas  las  perpendiculares 
AA\  AJ\  AA^-'íl  las  lineas  PQ^yRS  y  MN ;  áuponcmos 
que  AA!  encuentra  MN  en  el  punto  /  5  el  triángulo  .rccr 
tángúlo  GA^I  dará  sen  GIAy  ó  eos  PGMi  GA'  ó  AA^'v. 
sen  PGM:  A^Izzi^^^^^y  luego  AI  =  A A'^A' I 
=:  ^^-^  4í^?^ár^..Pero  tiel  triángulo  rectángulo  lAA'^' 
^  infiere  (suponiendo  el  radio  =  i  )  i :  AI::  sen.  AI A^' 
ó  eos  PGM:,Aj"i  tuego  AA"^=.AI  x  eos  PGM^  esto 

es 


es  j4yf^=:  A'a!  eos  VQM  —  AA'^  sen  VGMi y  por  con> 
6íguíentc  multiplicando  por  la  masa  ^  inferiremos  ,  que  d 
momento  A  x  AA"':=.  Ax  AA^x  eos  PGM — -  A  x  AA^I 
y  sen  PGM  5  esto  es  ,  que  el  momento  del  cuerpo  A  res-^ 
pecto  del  ege  MN,  es  igual  al  coseno  del  ángulo  PGM^ 
multiplicado  por  d  momento  respecto  del  ege  PQ ,  menos 
d  seno  del  mismo  ángulo  PGM^  multiplicado  por  el  mo^ 
mentó  respecto  del  ege  RS. 

Ya  se  vé  que  lo  mismo  se  probará  respecto  de  otro 
irnerpo  qualquierá ,  sin  mas  diferencia  qué  la  de  los  signos¿ 
según  estuvieren  los  cuerpos  á  un  mismo  lado  ^  ó  en  dis* 
tintos  lados  respecto  de  MN.  Luego  si  se  forma  una  su^ 
ma  de  todos  los  tnomentos  respectó  del' ege  'MN-,  se  ha- 
llará que  es  igual  al  coseno  del  ángulo  PGM ,  mültipliciH 
do  por  la  suma  de  los  momentos  respecto  de  PQ  >  menos 
¿1  seno  del  ángulo  PGMy  multiplicado  por  la  suma  de  los 
momentos  respecto  de  RS.  Y  como  por  el  supuesto  y  cada 
unaxie  estas  dos  sumas  es  cero  ,  sus  productos  por  el  seno^ 
y  por  el  coseno  del  ángulo  PGM  serán  cero  5  luego  igual* 
mente  la  suma  de  ¡os  numeraos  respecto  de  un  ege  qual^ 
quiera  MN    que. pasa  por  el  punto  de  gravedad  Gy  es 

^ero. 

113  Inferamos  y  pues ,  de  todo  lo  dicho  y  que  la  ac- 
ción resultante  de  todas  las  acciones  particulares  de  lá  pe- 
santez en  cada  una  de  las  partes  de  un  systema  de  cuer« 
pos  y  siempre  pasa  por  un  mismo  punto  de  dicho  systema^ 
esté  en  la  situación  que  estuviere  el  systéma  y  porque  solo 

res- 
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«spccf o  de  la  dirección  de  la  resultante  puede  ser  ce-  Flg. 
ro  (    I  o  d   )  la  suma  dé  los  momentos  de  muchas  Cier- 
zas paralelas. 

Aunque  hasta  aquí  solo  hemos  hablado  de  los  cuerpos 
cuyos  centros  de  graviedad  están  en  un  mismo  plano  ^  no 
por  esto  dexá  de  aplicarse  Ib  dicho  á  los  casos  en  que  las 
partes  del  systema  están  en  diferentes  planos  5  y  lo  probá- 

cremos.  •  ,  - 

I  í4  SI' los. cuerpos  y  considerándolos  siempre  ccmho 
{Hintos  y  no  están  en  un  mismo  plano  ^  imaginaremos  un  plano 
orlzontal  XZ^  é  imaginaremos  que  por  cada  uno  de  los  puntos 
graves  y  ó  pesados P,  Qr^  ^p  hayan  tirado  las  verticales 
PA  y  QB  y  SCh  para  determinar  el  punto  E  por  donde  pasa 
ia  resultante  'RE ,  en  cuya  dirección:  debe  estar  el  centro 
4e  gravedad  y  tomaremos  los  momentos  (  102  )  respec*  ^ 
Xo  de  dos  rectas  fijas  TX  y  TZ  y  que  estén  en  el  plano  ori« 
zontal  ZX ,  y  sean  perpendiculares  una  á  otra  y  tomaremos» 
digo  y  la  suma  de  los  momentos  y  como  si  estuviesen  to« 
4o$  los  cuerpos  en  dicho  plano  orizontal ;  y  partiendo  car 
da  una  de  estas  dos  sumas  de  momentos  por  la  suma  de 
las  masas P  y  Qy  S  y  hallaremos  las  dos '•  distancias  E^E, 
E^'E.  Determinadas  estáis  y  solo  nos  £iltará  averiguar  á  qué 
distancia  EG  debajo  der  plano  orizontal  JT^  está  dicho 
-centro..  Pero  si  concebimos  trastornada  la  figura  dé  modo 
<^e  el  pl^no  XZ$cá  vertical  y  y  Zl^  6l  plano  6rizdntai$ 
'Cchiacemos  de  v.ec  en  vinud  del  mismo  principio  »  que  pitt 
hallar  la  distancia  E/G^  correspondiente  é  igual  á  Uafoi»- 

ra 
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Fig.  ra  que  se  busca  EG ,  deberemos  tornar  la  suma  de  los  mo^ 
mentos  respecto  de  ZT ,  como  si  estuviesen  todos  los  cuer- 
pos en  el  plano  Zl^ ,  y  partir  esta  suma  de  momentos  pot 
la  suma  de  las  masas  >  con  esto  conoceremos  quanto  nece- 
sitamos para  determinar  la  posición  del  centro  de  gravedad 
11^  Luego  para  resumir  >  la  investigación  del  centro 
de  gravedad  se  reduce 

^  P  •  I  .^  Quando  todos  los  cuerpos  ,  considerados  como 

puntos  9  están  en  una  misma  linea  recta  y  á  tomar  la  suma 
de  los  momentos  respecto  de  un  punto  fijo  F  tomado  á  ar- 
bitrio en  dicha  linea  ,  y  partir  dicha  suma  por  la  suma  de 
las  masas  h  el  cociente  dirá  á  qué  distancia  del  punto  F  pasa 
el  centro  de  gravedad. 

2,^  Quando  todos  ios  cuerpos  considerados  como  pun- 

^  7*  tos  están  en  un  mismo  plano  s  se  concebirán  tiradas  por  un 
punto  T  tomado  á  arbitrio  en  dicho  plano  ,  dos  lineas  TA''^ 
TA  perpendiculares  una  á  otra  %  y  tirando  perpeñdicu-> 
lares  desde  cada  punto  pesado  á  cada  una  de  dichas  dos 
lineas  ,  se  imaginará  que  dichos  puntos  pesados  están  suc- 
cesivamente  aplicados  á  la  linea  TA'^  y  á  la  línea  TAI^  ca- 
da uno  en  el  puntó  donde  remata  su  perpendicular.  Y  se 
buscará ,  como  en  el  caso  antecedente  ,  qual  es  entonces 
el  centro  de  gravedad  tí'  en  la  TA^'^  y  qual  es  el  centro  de 
gravedad  tí  en  hTAyy  tirando  finalmente  por  dichos  pun-< 
tos  las  lineas  tí^G  ytíG  parálelas  á  TA^  y  TA'\  el  punto 
G  donde  concuniecen  será  el  centro  de  gravedad  que  se  bwh 
icaba» 

3- 
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3 .®  Finalmente,  quando  los  cuerpos  considerados  como  Flg. 
puntos  estuvieren  en  diferentes  planos  ,  se  concebirán  tres  2  3* 
planos ,  el  uno  orizontal ,  y  los  otros: dos  verticales,  y  per-  j 

pendiculares  unos  á  otros.  Desde  cada  punto  pesado  se  ba-  ¡ 

jará  una  perpendicular  á  cada  uno  de  dichos  planos  $  se  > 

tomará  la  suma  de  los  momentos  respecto  de  cada  planoy 
y  partiendo  cada  suma  por  la  áuma  de  las  masas  y  se  halla- 
fán  las  tres  distancias  á  que  estará  de  cada  uno  de  dichos 
planos  el  centro  de  gravedad»  1 

116  Pera  en  estás  operaciones,  es  indispensable  te- 
ner siempre  píresente  ,  qué  quando  algunos  de  los  cuerpos  < 
están  en  partes  opuestas  respecto  del  punto  ,  ó  de  la  linea^ 
p  del  plano  á  que  se  refieren  los  momentos  ,  se  deben  to-, 
mar  con  signos  contrarios  los  mometitos  de  los  cuerpos 
que  están  á  lados  opuestos^ 

117^      No  podemos  menos  de  hacer  aquí  una  prevea-^  1 

cion  que  nace  de  suyo  de  lo  que  acabamos  de  decir ,  y  • 

poede  abrevíarenrinüchas  ocasiones  la  determinación  del 
centro  de  gravedad  /y  de  otros  puntos.  j 

Ya  que  la  distancia  dd  centro  de  gravedad  es  igual 
i  la  suma  de  los  momentos  partida  por  la  suma  de  las  ma- 
sa&>  si  el  punto..,  la  linea ,  ó-  el*  plano  respecto  del  qual 
se  consideran  los  momentos ,  pasare  por  efc  centro  de  gra-- 
vedad ,  será  entonces  cero  esta  distancia ,  y  será  también 
cero  la  .  suma  de  los  momentos.  Luego  en  general ,  la  suma, 
de  hs[  momerías  respecto  de  nn  plano  qualquiera ,  que  pasa 
por  el  centfo  de  gravedad  y  es-  cera^ 

Has- 
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1 1  8  Hasta  aquí  hemos  considerado  los  cuerpos  co- 
mo puntos  ;  y  hemos  visto  como  se  determina  el  centro  co-- 
mun  de  gravedad  de  todos  ellos  ^  qualquiera  que  isea  su  nú-» 
mero.  Como  un  cuerpo  de  un  volumen  ^  y  figura  qualquie- 
ra no  es  mas  que  un  conjunto  de  una  infinidad  de  otros 
cuerpos  y  ó  parres  materiales  ^  que  podemos  considerar  como 
otros  tantos  puntos  ,  por  el  mismo  método  podremos  de- 
terminar el  centro  de  gravedad  de  un  cuerpo  sea  la  que 
fuere  su  figura  ,  conforme  lo.  manifestaremos  muy  en  breve. 
Y  como  el  centro  de  gravedad  no  se  distingue  del  pun^ 
to  por  donde  pasa  la  fuerza  derivada  de  todos  los  conatos 
particulares  con  que  las  partes  de  un  cuerpo  procuran  se<« 
guir  el  impulso  de  la  gravedad  $  y  por  otra  parte  dicha 
derivada  es  igual  á  la  suma  de  todos  los  conatos  particular 
res  ^  inferiremos  que  siempre  podremos  concebir  todo  el 
peso  de  un  cuerpo  reconcentrado  en  su  centro  de  gravedad^ 
y  que  dicho  peso  producirla  en  dicho  centro  de  grave*» 
dad  el  mismo  efecto  que  puede  producir  en  virtud  de  sil 
actual  distribución  entre  todas  las  partes  del  cuerpo. 

119  Luego  quando  se  tratase  de  hallar  el  centro  de 
gravedad  de  muchas  masas  de  figura  qualquiera  $  se  empe-- 
zárá  buscando  el  centro  de  gravedad'  de  cada  una  de  dl« 
chas  masas  »  y  se  hallará  fácilmente  por  lo  dicho.  Después 
se  considerará  el  peso  de  cada  una  de  dichas  masas  cómo 
reconcentrado  en  su  centro  de  gravedad  ;  se  buscará  el  cen« 
tro  común  de  gravedad ,  como  si  todos  los  cuerpos  pro- 
puestos' fuesen  otros  tantos  puntos  colocados  donde  cada 

uno 
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uno  tiene  su  centro  particular  de  gravcdacL 

120  Luego  quanto  hemos  declarado  hasta  ahora 
acerca  del  centro  común  de  gravedad  de  muchos  cuerpos 
considerados  como  puntos ,  se  aplica  también  á  los  cuerpos 
de  qualquiera  figura  ,  tomando  en  la  valuación  de  los  mo- 
mentos ,  por  distancia  de  cada  cuerpo  la  distancia  de  sd 
centro  particular  de  gravedad. 

121  Luego  si  muchos  cuerpos  de  figura  qualquiera 
tuvieren  sus  centros  particulares  de  gravedad  en  una  misma 
linea  recta  ^  ó  en  un  mismo  plano  h  su  centro  común  de  gra^ 
vedad  estará  también  en  la  misma  linea  recta  y  ó  en  el  miS" 
mo  plano.  Esto  sé  demuestra  del  mismo  modo  que  lo  proba^ 
do  antes  (    lop   )• 

122  Se  hace  muchísimo  uso  de  los  centros  de  gra^ 
vedad  en  la  Mecánica  5  y  por  lo  mismo  es  de  suma  impor^ 
tancia  tener  presentes  los  métodos  que  hemos  dado  para 
determinarlos.   Suponen  estos  métodos ,  según  se  echa  de 
ver  9  que  un  systéma^  ó  un  cuerpo  considerado  como  un  sys* 
tema  de  otros  cuerpos  >  se  compone  de  partes  aisladas  j  ca* 
da  una  de .  las  quales  se  considera  como  reducida  ,  ó  re- 
concentrada en  un  solo  y  único  punto  y  que  es  su  centro 
de  gravedad  particular.   Pero  aunque  son    verdaderos  y 
exactos  en  la  especulación  los  espresadois  métodos  ,  no  siem- 
pre dan  eñ  la  práctica  los  resultados  con  igual  precisiom 
porque  siendo  por  lo  común  de  tamaños  sensibles  las  par- 
tes elementales  del  systema  y  no  se  puede  suponer  >  hablan- 
do con  rigor  ^  que  cada  una  de  ellas  esté  reducida  á  un 

pun- 
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punto.  A  mas  de  esto  y  suelen  ser  tan  irregulares  sus  fígu-* 
ras ,  ó  sus  pesos  quando  no  son  homogéneas  en  toda  su  es* 
tensión  ,  que  solo  se  pueden  determinar  sus  centros  de  gra^^ 
.vedad  particulares  á  ojo,  ó  por  aproximación. 

123  Son  muchos  los  casos  en  que  con  el  socorro  de 
la  Geometría  se  puede  determinar  exacta  y  sencillamente 
el  centro  de  gravedad  de  un  cuerpo.  Esto  se  verifica  en 
los  cuerpos  homogéneos  5  esto  es  y  en  aquellos  que  son  en 
todas  sus  partes  de  una  sola  y  misma  materia ,  sin  mezcla 
alguna  ,  y  cuya  figura  guarda  una  ley  conocida  de  contí* 
nuidad.  Vamos  á  manifestarlo  con  algunos  exemplos  i  pero 
primero  hemos  de  hacer  algunas  prevenciones  importantes. 

124  Es  notorio  que  la  Geometría  solo  considera  los 
volúmenes  5  por  consiguiente  no  puede  por  sí  sola  determi- 
nar mas  que  el  centro  de  volumen  de  un  cuerpo  de  figura 
dada.  Pero  en  loa  cuerpos  homogéneos  de  que  estamos  ha«^ 
blando  ,  podemos  considerar  como  igualmente  pesadas  é 
iguales  unas  con  otras  todas  las  moléculas  elementales.  Se- 
rá ,  pues  ,  el  centro  de  volumen  el  mismo  que  el  centro  de 
gravedad  y  de  masa.  Por  consiguiente  jpueden'la  Geome-* 
tría  y  la  Mecánica  auxiliarse  mutuamente  para  determi- 
narle. 

125  Una  vez  hallado  el  centro  cíe  gravedad  de  un 
cuerpo  homogéneo  ,  se  podrá  concebir  que  toda  la  pesantez 
del  cuerpo  reside  en  dicho  punto  5  pero  para  valuar  la  es- 
presada fuerza  ,  es  preciso  atender  á  la  especie  de  materia 
de  que  el  cuerpo  se  compone.  Por  egemp^o ,  dos  esferaS;, 

la 
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la  una  de  oro,  y  la  otri  de  plata  ,  de  igual  diámetro,  no  Fig. 
•tienen  un  mismo  peso  5  sus  pesos  son  como  i  p  á  i  q  ,  con 
flouy  corta  diferencia.  Es  cierto,  en  general ,  que  el  peso  de 
un  cuerpo  homogéneo  es  tanto  mayor  quanto  mayor  es  su. 
volumen ,  y  quanto  mas  denso  es ,  ó  quantas  mas  partes 
pesadas  contiene.  Por  consiguiente  si  llamamos  G  el  volur 
men  de  dicho  cuerpo ,  p  su  densidad  >  ó  gravedad  especí- 
fica ,  esto  es  lo  que  pesa  una  de  las  partes  iguales  ( como 
.por  egemplo  un  pie  cúbico  )  en  que  podemos  suponer  que  - 
está  dividido  el  volumen  5  el  peso .  absoluto  ^  jó  total  del 
cuerpo  será  .G  x  p.  Aplicando  esto  á  las  dos  esfeiias  de  an- 
tes ,  diremos  que  los  volúmenes  G  son  los  mismos-,  y  que  las 
gravedades  específicas  son  como  i  p  á  10,  con  corta  dife- 
rencia; Esti  prev^hcidn  ác  habrá  de  tenfer  muy  presente  quan« 
do  se  hiciere  uso  de  los  centros  di^  gravedad  3  ahora  no 
llevamos  otra  mira  que  la-  de  determinar  este  punto  en  al- 

gflnof  de  los  casos  espresados  (    i  2  3   .)• .        r  , 

I  2. tf  .  Cuestión  L  Hallar  el  centro  de  gravedad  dé 
una  linea  recta  ,  el  de  la  área  ,  d  del  úontorno  de  un  para^ 
lelogramo ,  de  un  polígono  rehilar ,  de  un  círculo  ,  de  un 
paralelipfpedo  ,  d0  wi,  prii^mfi.  de  kitses  regulares ,  ide  un  ci^ 
Undro  y  de  una  esfera\  &c.   ^ 

Ya  hemos  reparado  (  i  2  4  )  que  el  centro  de  gra- 
,vedad  de  un  cuerpo  homogéneo  es  el  mismo  que  el. centro 
de  volumen;  Por  consiguiente  ú  suponemos  una  linea  rec- 
ta uniformemente  pesada  en  toda  su  longitud ,  dicho  cen- 
tro común  estará  en  medio  de  ella  5  el  de  la  área,  ó  con- 
Tom.  ir.  F  tor- 
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Fíg.  torno  de  un  paralelogramo  estará  en  el  punto  de  intersec- 
cion  de  dos  rectas  tiradas  por  el  medio  de  dos  lados  opues- 
tos j  el  de  un  polygono  regular ,  de  un  círculo ,  de  un  pa- 
ralelipípedo  ,  &c.  estará  en  el  centro  mismo  de  figura.  Aun- 
que acerca  de  esto  no  puede  haber  la  menor  duda,  vamos 
á  probarlo  respecto  de  lá  linea  recta  ,  y  de  la  área  de  ün 
paralelogramo  >  y  la  misma  demostración  se  podrá  aplicar 
á  los  demás  casos. 

JO,  I  2* 7      Sea  ,  pues ,  la  recta  AB  h  la  supondremos  divi- 

dida eñ  una  inñnidad  de  parres  como  Pp  ^  multiplicáremos 
cada  una  de  ellas  por  su  distancia  á  un  punto  fíjo  /pongo 
por  caso  por  lá  distancia  á  que  •  está  del  punto  A ;  toma- 
remos la  suma  de  astos  ptoductos/y  la  divídírettios  por  I^ 
suma  de  las  partes  Pp ,  ó  por  toda  la  linea  AB.  Llámé-^ 
mos ,  pues  ,  AB ,  a ;  AV ,  x ;  será  Pp  r±  dx\  el  momento  de 
Pp  será  xdx ,  é  integrándole  sacaremos  ^  que  será  la  suma 
de  los  momentos.  •  Para  sacarla  respecto  de  toda  la  Uneaj 
hemos  de  suponer  x'rz.  ah  será,  pues,  ^  la  suma  total  de 
los  momentos  ;  y  dividiéndola  por  la  suma  a  de  las  masas^ 
Baldrá  el  cocienre  -f- ,  que  espresará  la  distancia  á  que  está 
^1  punto  A  el  centro  de  gravedad  de  lá  linea  AB.  Por 
consiguiente  el  centro  de  gravedad  dé  una  linea  recta  uní* 
íbrmcmente  pesada  está  en  ^u  punto  del  medio. 

128      Para  hallar  el  centro  de  gravedad  del  paralelo- 

3  ^*  gramo  ABDE^  imaginaremos  que  su  superficie  se  compo- 
ne de  una  infinidad  de  lineas ,  ó  elementos  unifbrmemen*- 
tc  pesados ,  paralelos  á  los  lados  AB  ,  ED.    Es  evidente, 

que 
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que  por  tener  cada  elemento  su  centro  de  gravedad  en  su  Fig. 
punto  del  *  medio  ^  sí  colgamos  el  páralelogramo  de  un  cor- 
don  ,KG  que  divide .  por  medio  en  los  puntos  F  -1  G  los 
lados  ^B  y  ED  y  el  páralelogramo  se  estará  inmobiL  SI  ima-? 
ginamos  también  que  la.  superficie  del  páralelogramo  se 
compone  de  una  iáfínidad  de  elementos  paralelos  á  AE  y^ 
BD  y  y  le  colgamos  del  cordón  01  y  que  parte  por  me-* 
dio  los  lados  AE  y  BD  y  también  se  mantendrá  inmo* 
bil.  Luego  el  punto  C  y  que  es  la  intersección  de  las  dos 
rectas  KG  y  01  y  será  el  centro  de  gravedad  del  paralelo^ 
gramo. 

I  2  p      Cuestión  IL   Hallar  el  centro  de  gravedad  de   32. 
un  triángulo  ABC 

Desde  los  ángulos  A  y  -B; tírense  á  los  puntos  medios 
Z>  y  JS  de  los  lados  opuestos  BC ,  AC  las  rectas  AD  ,  BE 
que  se  corten  en  G  5  será  el  pumo  G  el  centro  de  grave- 
dad del  triángulob 

Porque  si  consideramos  la  arei  iíd  triángulo  coma 
íbrauda  de  una  infinidad  de  elementos  paralelos  á  BCy  to- 
dos estos  elementos  tendrán  sus  .  centros  de  gravedad  par* 
tículares  en  la  rccta^D.:  Luego  si  colgáramos  eltríángu^ 
lo  del  punto  K  en  la  dirección  KAD ,  se  mantendría  inmo- 
bil.  Por  la  misma  razón  si  considerásemos  la  área  del  trián- 
gulo como  formada  de  una  infinidad. de  elementos  parálen- 
los á  ACy  y  colgáramos  la  figura  en  la  dirección  OBE 
haciéndola  vertical ,  se  mantendría  también  inmobil.  Luego 
$a  centro  de  gravedad  estará  en  G,  que  es  el  punto  deirv 

F  2:  tet- 
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Fig.   terseccíon  de  las  dos  rectas  KAD  ,  OBE. 

130  Sí  tiramos  la  recta  DE ,  será  paralela  á  AB^ 
una  vez  que  los  lados  CB ,  CA  están  cortados  proporcio- 
nalmente  en  Z>  y  E.  Luego  los  dos  triángulos  CDEy  CBA 
son  semejantes ,  y  lo  son  también  los  dos  triángulos  DGE, 
AGB.  Tendremos  ^  pues  y  esta  serie  de  razones  iguales 
CD  :  CB  ::  DE  :  AB  ::  DG  :  AG.  Pero  CD=:^',  luego 
DG=z^y  y  DG=z^  y  AG  —  jAD.  Luego  ^/^^«ír¿í 
i/e  gravedad  de  un  triángulo  está  al  tercio  de  Ja  recta 
tirada  desde  un  ángulo  al  medio  del  lado  opuesto  y  contanda 
desde  dicto  lado  y  ó  á  los  dos  tercios  coreando  desde  el 
vértice. 

131  Por  medio  del  centro  de  gravedad  del  triángu- 
lo se  puede  determinar    el   de   un   polygono   qualquiera 

-  2  ^  ABCDE.  Tiraremos  con  este  fin  las  diagonales  AC ,  ADy 
y  á  los  puntas  F  y  HyQy  que  están  respectivamente  en  me« 
dio  de  los  lados  BCy  CD.DEy  las  rectas  AFyAHy  AQf 
tomaremos  AO  =z  fAF ,  AI  =  ^AH ,  ANz^j-AQy 
los  puntos  O  y  I  y  N  serán  los  centros  de  gravedad  de  los 
triángulos  ABC  y  ACD  y  A  DE.  Si  tiramos  la  linea  01 ,  el 
<:emro  de  gravedad  del  quadrllátero  ABCD  estará  en  di^ 
chz  linea.  Para  averiguar  en  qué  punto  K  está  y  haremos 
esta  proporción  (  8tf  )  el  quadrilátero  ABCD  es  al 
triáí^ulo  ACD:: 01:  OK.  Desde  el  punto  K  tiraremos  al 
centro  de  gravedad  N  del  triángulo  ADE  la  recta  KNy 
y  la  partiremos  en  G  de  modo  que  tengamos  esta  propor- 
ción ,  el  pentágono  ABCDE  es  al  triángulo  ADE  ::  KN: 

KGh 
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KG  h  el  puntó  G  será  el  centro  de  gravedad  3el  {»eatá-  F%» 
gono. 

132  Una  vez  hallados  los  centros  de  gravedad  O  y  I, 
Ndc  los  triángulos -^Í-BC,  ACD^  ADE  5  se  puede  determi- 
nar aun  con  mas  brevedad  por  medio  de  los  momentos  d 
centro  de  gravedad  del  pentágono.  Para  este  fín  tiraremos  á 
arbitrio  en  el  plano  del  polygono  los  dos  eges  JT^  >  iT ,  el 
uno  vertical ,  y  el  otro  orizontaL  Desde  los  puntos  O  y  I, 
:N,  G  tiraremos  perpendicularmente  á  los  dos  eges  las  rectas 
Ooy  Ooh  liy  Iih  Nn  y  Nfi ^  GgyGg'.  Tendremos  (108) 
estas  equaciones. 

^o*""  ABCDE 

^  ABC  X  Oo^'^ACD  X  lif^^ADE  x  Nrí 


Gg 


N 


ABCDE 
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■Y  como  todas  las  partes  de  que  se  componen  los  segundos 
miembros  de  las  dos  últimas  equaciones  son  conocidas  ,  ó 
fóciles  de  valuar ,  serán  también  conocidas  Gg  y  Gg\  Sí 
tomamos  en  la  ST  la.  parte  Sg=:Gg\  y  tiramos  por  el  pun- 
to g  la  recta  gG  paralela  á  Sf^,  é  igual  al  valor  hallado 

de  Gg  /será  el  punto  G  el  centro  de  gravedad  del  poly- 
gono. 

133      Cuestión  HL  Hallar  el  centro  de  gravedad  del 
perímetro  de  un  triángulo ,  ó  de  un  polygono  qualquiera. 

Por  los  mismos  métodos  hallaremos  el  centro  de  gra- 
vedad del  perímetro  de  un  triángulo ,  ó  polygono  qualquie^    3  j, 
ra  ,  pongo  por  caso  del  triángulo  ABC.  Tiraremos  una  li- 
nea recta  desde,ilf ,  que  está  en  m&óáoátAB,  al  punto  ÍNT, 

TomJr,  13  que 
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Hgt  <jttc  .«t<  "en*  ctedia  de^  j4C  5  dividiremos  dicha  lecfa  en  0^ 
de  modo  que  sea  yíS  -+-  j4C  :  AC : :  MN :  MO ,  será  el 
punto  O  el  centro  de  gravedad  del  syjrema  dé  las-dos  rec- 
tas/f^^vjTC.  Tírese  desde  elpuoto  Oal  punto  jQ  ,  qufe 
ísté  en  medio  de  Bd  la  recta  OQ, ,  y  divídase  en  G  de  mo^ 
do  que  sea  AB  -^  AC-\^BC\  BC  \\  OQ:  OG  5  estará  en 
G  el  centro  de  gravedad  de  las  tres  rectas  AB, ,  AC,  BC, 
j6  del  perímetro  del  triángulo  ABC.  Lo  misn^o^  hübléi^amos 
hallado  por  medio  de  los  momentos  discurriendo  del  mis^ 
(no  jínodo  que  en  el  egemplo' antecedente. 

Por  la  resolución  de  la  última  cuestión  se  echa  de 
ver  que  el  centro  de  gravedad  del  perímetro  del  triángu* 
lo  ABC  está  fuera  del  espresado  perímetro.  En  los  casos 
parecidos  á  este  ,  quiero  decir ,  quando  el  centro  de  gra* 
vedad  de  un  cuerpo  está  fuera  de  dicho  cUerpb ,  es  precir 
so  figurarse  que  el  centro  está  afianzado  firmemente  c6it 
cj  querpo  por  medio  de  varillas  sin  pesantes* 
.  134  Cuestión  IV,  Hallar  el  centro  de  gravedad  de 
find  pirámide. 

%6.  *        Suljongíimps  primero  que'la\pirámide  SABC  y  cuyo 

^  centro  de  gravedad  se  pide  ,  sea  triangular.  Desde  los  án*; 
•gulos  'A  y  S  tírense  ^l'  puntó  D ,  que  tístá  eo  medíor  del 
lado  BCy  las  rectas  AD  ,  SD  5  y  después  de  hecha  jD-E=3 
^ ,  I)^=z^  y  tírense  las  .rectas  SE,  AF y^&o  se  cor- 

^*  :  taran  indispensablemente  en  G ,  pues  están  en  el  miána 
^hna  ^SDf  £1  p.unto  £  es  el  c^tro  de  gravedad  del 
triángulo  ^BQ,  y.  el  punto  ^  ^  el  4^1  tci4ngulo  SBC  Lúe- 
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] 


1 
I 


:b&  DINAMITA,  »7' 

ffi  si  consideramos  la  pirámide  como  formada  de  una  infí-  ^g/ 
nidad  de  triángulos  paralelos  á  JÍBC ,  y  consideramos  qué 
siendo  semejantes  todos  estos  ttiángulos  á  ABC^  la  recta  ^$73^ 
pasa  indispensablemente  por  sus  centros  de  gravedad  paí-^* 
ticulares  ;  se  echará  de  Ver  que  si  la  pirámide  estuviera 
colgada  del  punto  iST  en  lá  dirección  KSE  se  mantendría 
kimóblL  Por  la  misma  razorí  •,  si  conceWmos  la  pirámidrf 
como  formada  de*  elementos  paralelos  al  triángulo  SBC  y  y 
k  suponemos  colgada  del  punto  O  en  la  dirección  O^F,- 
hecha  vertical  y  también  se  mantendrá  inmobiU  Luego  cs^ 
tara  en  G  su  centro  de  gravedad. 

^  135  Si  tiramos  ahora  la  recta  EF  y  será  paralela  S 
^S  por  estar  cortadas  proporcionalmentc  en  £  y  F  las  rec-^ 
fas  DjÍ  y  DS4  Luego  los  dos  triángulos  DEFy  DAS  son* 
semejantes ,  y  lo  serán  también  los  dos  triángulos  EGFy 
SGA»  Tendremos,  pues  ,  esta  serie  de  razones  iguales  DEi 
DAv.  EF :  AS ::  EG  :  GS.  Pero  DEz=,^i  luego  EG 
3±  j  =:  í^ ,  y  SG  z=z  ^E.  Por  consiguiente  ^/  centro  de 
gravedad  de  una  pirámide  triangulaf  está  á  los  tres  quar-^' 
Pos  de  la  linea  tirada  desde  su  vértice  al  centro  de  grave^ 
dad  de  ^u  base  y  contando  desde  el  vértice  y  d  á  la  quártd' 
parte  de  la  misma  linea  contando  desde  la  base. 

i:    I3¿      Sea  ahora  una  pirámide  quátquiera  tT/^^CDf^*^  37. 
Dividamos  su  base  en  triángulos  con  tirar  las  diagonales^ 
ADy  AC>  é  Imaginemos  que  estos  triángulos  son  las  fa^ses 
de  otras  tantas  pirámides  triangulares.  Desde  el  vértice  IF' 
ai  centro  de  gravedad  F  del  triángulo  ^£27  >  y  al  centfCK 

F  4  de 
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Flg.  de  gravedad  Q  de  todo  el  polygono  ABCDE  ,  tírense  la» 
rectas  SF ,  SQ,.  Divídase  la  recta  SF  en  /,  de  modo  que 
Sf:=:z^SFh  el  punto/ será  el  centro  de  gravedad  de  la 
pirámide  triangular  SEADi  y  si  por  dicho  punto  pasare 
el  plano  abcde  ,  paralelo  á  la  base  ABCDE  ,  este  plano  di- 
vidirá proporcionalmente  á  SF  y  Sf  todas  las  lineas  que 
se  tiraren  desde  el  vértice  de  la  pirámide  á  su  base  $  lue« 
los  centros  de  gravedad  de  todas  las  pirámides  triangula-t 
res  de  que  se  compone  la  pirámide  polygona  y  y  por  coiví 
siguiente  el  centro  de  gravedad  de  esta  última  pirámide  es^ 
taran  en  dicho  plano.  Pero  si  consideramos  la  misma  pira-; 
mide  como  formada  de  una  infinidad  de  elementos  parale-* 
los  á  su  base  ABCDE ,  y  concebimos  que  todos  estos  ele* 
mentos  son  semejantes  á  ABCDE ,  es  evidente  que  la  recta 
SQ  pasa  por  sus  centros  de  gravedad  particulares ,  y  que 
por  consiguiente  en  él  está  el  centro  de  gravedad  de  toda 
la  pirámide.  Luego  cstÁ  dicho  centro  en  el  punto  de  in-* 
terseccion  G  de  la  recta  SQ  con  el  plano  a6cde.  Pero  lí 
recta  SQ  está  dividida  en  G  de  modo  que  SG  z=  -^SQ» 
Por  consiguiente  el  centro  de  gravedad  de  qualquiera  pirá^ 
mide  está  Á  los  tres  quartos  de  la  linea  tirada  desde  su. 
vértice  al  centro  de  gravedad  de  su  base  ^  contando  desde  el 
vértice  y  d  al  quarto  de  la  misma  linea  contando  desde  la 
base. 

137  Qomo  un  cono  es  lo  mismo  que  uña  pirámide 
cuya  base  es  un  polygono  de  una  infinidad  de  lados  y  ten* 
4rá  su  centro  de  gravedad  á  los  tres  quartos  de  la  linea: 

ti- 
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tirada  desde  su  vértice  al  centro  del  círculo  que  le  sirve  Rg* 
de  base  i  contando  desde  el  vértice  ,   ó  á  la  quarta  parte 
de  la  misma  linea  contando  desde  la  base. 

138      Busquemos  el  centro  de  gravedad  r  de  un  tro^  . 
7J0  ABCDEMHIKL  de  pirámide  ó  cono  ^  cuyas  bases 
$ean  paralelas. 

Sea  SABCDE  la  pirámide  entera  ,  cuya  parte  es  el  j  g. 
trozo  y  SHIKLM  la  pirámide  quitada  ,  y  tiremos  desde  el 
vértice  S  al  centro  de  gravedad  Q,6ít\x  base  ABCDB  lá 
recta  SQ. ,  <}ue  paaa  indispensablemente  por  el  centro  de 
gravedad  q  del  polygono  HIKLM  semejante  á  ABCDEí 
se  echa  de  ver  que  suponiendo  el  trozo  colgado  eti  la  di-r 
reccion  fTjQ ,  se  mantendrá  inmobil,  y  que  por  consiguien- 
te su  centro  de  gtavedad  r  está  en  la  recta  SQ.  Como  sé* 
ría  trabajoso  hallar  otra  suspensión  de  equilibrio  por  un 
inétodo  directo  ,  nos  valdremos  de  las  propiedades  de  los 
piomentos  para  concluir  la  resolución  ,  esto  es  ,  para  detcr-f 
rninar  en.  la  recta  SQ  el  punto  r  donde .  está  el  centro  de 
gravedad  que  sevf)ide.  Llamemos  S  la  5oKdcz  de  toda  lá 
pirámide  ,  j  la  de  la  pirámide  quitada  ,  y  por  consiguien-» 
te  »r  —  s  será  la  solidez  del  trozo.  Si  consideramos  los 
momentos  de  los  tres  sólidos  S  yS  yS  —  s  jespecto  del  ver* 
tice  S  y  tendremos  (  loS  )  Sx  —SQ z=zs  x^Sq-*^ 
(S^^s)  xSfyó  Sx  ^Q'-^  s  x-^Sq  =  (iff— j)  X  Sri 

y  por  consiguiente  *$>•  zz ^-^ ^-^  ,  y  con» 

todas  las  cantidades  S  ,:  x. ,  SQ  ,  Sq  sotí  xánsx^áalfy 
>  ó 


Flg.   ó  Fáciles   de    valuar  ,'  conoceremos'  Sr.  '     "     '; 

'      I  3  P    .  Cuestión  V.  Hallar  el  centro  de  gravedad  O 
de  un  arco  de  círculo  AOB.  > 

39.  *'  Por  de  contado  sabemos  qiic  el  centro  de  gravedad 
))ue  se  pide  ha  de  estar  en  el  radio  CO  que  divide  en  do^ 
partes  iguales  el  arco  ^OB.  Determinemos ,  pues  ,  en  qué 

. "  ->    punto  está  del  mismo  radio. 

Imaginaremos  que  el  ar¿o  ^OB  se  compone  de  una 
infinidad  de  partes  mn ,  que  podemos  considerar  como  li« 
neas  rectas  muy  pequeñas  ,  y  consideremos  sífs  momento^ 
respecto  del  diámetro  HiST  paralelo  á  la  cuerda  jíB.  lA 
suma  de  todos  estos  momentos  será  igual  al  momento  del 
fystema  ^  esto  es  á  ^OB  x  CG.  Sea  ^  el  medio  ,  ó  centró 
de  gravedad  de  mn.  Desde  los  puntos  A^  By  m^n  y  q  bá« 
gense  las  perpendiculares  Aí^ ,  BZ  ^mx  y  ny^  qz  á  HKi 
tírense  mr  paralela  á  la  misma  linea  HKy  y  el  radio  Cq.  Los 
dos  triángulos  nrm  y  Cqz  y  cuyos  lados  son  perpendiculares 
cada  uno  al  suyo  ,  son  semejantes  / y  dan  mn  :  mr  ó  xy  tí 
Cq  ó  CO  :  qz.  Luego  mnx  qz  nz  xy  x  CO0  Lo  propio  SA* 
caremos  respecto  de  todos  los  demás  elementos  del  arco 
AOB.  De  donde  se  infiere  que  la  suma  de  todos  ios  mó^ 
«entos  m^  X  ^  es  igual  al  producto  de  la  linea  f^Z  ó  AB 
fiHittlplicada  por  CO.  Tenemos  y  pues  y  también  AOB  x  CG 
ziz  AB  xCO  y  y  por  consiguiente  GC=:  ^¿2..  Luego 
la  distancia  que  bcQf  desde  el  centro  de  gravedad  de  un  arco 
de  círculo  al  centro  del  mismo  círculo  es  igual  al  cociente 
fUl  prodwto  de  t44:u$r4fl  por.  el  rfidio  dividido  por  elMrco.  ' 
^  Cues* 
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t:    X4a  '  Cuestión  VI»  Hallar 'encentro  lie  gravedad  id  Fig. 
sector  de  círculo  ACBO. 

Como  el  centro  de  gravedad.  G  ha  de  estar  en  el  ra*  40 
dio  CO  que  divide  el  sector  en  dos  partes  iguales^,  solo 
jfalta  deteYí^indrr/pn^  quat  de  los  puntos  de  dicho  rndio  ha 
.de  estar.:  Para  esto  imaginaremos  que  el  sector  ,iíCi?0  » 
compone  de  una  infinidad  de  triángulos.  Cmn.  Sea  ^  el  me^ 
id^Q  de  la; base  f»»  ,  y  tírfese  el  radio  Q..Tóniesc  en  est? 
íádio  la  Iparte  Ct  r—  -|-Cí  5  ti  punto  t  será  :cl  centro  de  gra-f 
(Vedad  del  triángulo  elemental  Cmn.  Dc^c  los  puntos  Af 
B  ytn  yñ  ^qyt  tÍTCñsc  zl  díámetto  HKy  que  supondremos 
f^ralelo:á  la  cuerda  j4B  y  las  perpendiculares  ^í^,  BZy 
s/iXf  ffy  y  q»y  tu  i  y  tírese  la  mr  paralela  á  la  misma  tuer- 
4a.  La  espresion  del  momento  del  triángulo  Cmn  respecto  de 
fiK  será  ^-í2-  x  íw  ,  ó  (  con  observar  que  tu  =:  ^qz  ,  y 
substituyendo  CO  en  lugar  de  Cq  )  ^-£2  x  ^qz.  Pero  por 
ser  semejantes  los  triángulos  nrm ,  Cqz  tenemos  mny.  qzzzi 
«¡y  X  CO.  Luego  la  espresion  de  dicho  momento  será  ^-^ 
^  Y^y*  Luego  la  suma  de  los  momentos  de  todos  los 
triángulos  elementales  de  que  se  compone,  todo  el  sectoic 
^CBO  y  es  í^^  X  f /^Z  ,  ó  ÍÍSllüi?,  Pero  está  suma  ea 
igual  á  ^CSO  X  CG  (  108  )^ói^^^xCG.Lúc^ 
goserá^i^  xCG  —lí^íli-l^s  de  donde  sacaremos 

G(i^=^  AyAóÉ  '■  Por  consiguiente  «abemos  caqué-ptanto  del 
radio  CO  está  el  punto  G.  ,•     •.,     ,  j 

\  , ..  tJna  vez  qué  liemos  declarado  tomo  se  halla  d  cen- 
tro ;degrftvfidíl4  ítel;  ^i^ajLJÍCBOfi^  'fi\  C  I  V>  )  <icl 
1  :  -  trián- 


I  .^ 
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Fig.  triángulo  AC^ ,  será  fácil  decermindr  el  ^el  segmento 
ABO  y  considerando  que  el  nnioinento  del  segmento  respec* 
to  del  centro  es  igual  á  la  diferencia  de  los  momentos  del 
sector  y  y  del  triángulo. 

141  De  lo  dicho  (  i  o  7  )  se  saca  un  método  para 
determinar  en  la  práctica  el  centro  de  gravedad  de  un 
cuerpo  y  sea  la  que  fiíere  su  figura :  se  colgará  el  cuerpo 
propuesto  de  un  cordón  atándole  succesivamente  en  dos 
puntos  distintos;  se  prolongarán  con  el  pensamiento  las 
dos  direcciones  del  cordón  dentro  del  cuerpo ,  el  puntó 
donde  se  encontraren  será  el  centro  de  gravedad. 

Si  fiíere  tan  grande  el  cuerpo  propuesto  y  que  no  se  1$ 
pueda  colgar  conforme  hemos  dicho  ,  se  hará  otro  mas  chí-:- 
co  que  le  sea  semejante  ,  y  se  determinará  el  centro  de 
gravedad  de  este  por  el  método  declarado.  Este  centro  de 
gravedad  dará  á  conocer  proporcionalmente  la  posición  del 
centro  de  gravedad  del  cuerpo  grande. 

142  En  las  cuestiones  que  acabamos  de  resolver  se 
echa  de  ver  que  respecto  de  cada  una  hay  que  vencer  una 
dificultad  patticulai;  que  en  algunos  casos  puede  ser  muy^ 
grande.  Esto  nos  mueve  á  dar  los  métodos  generales  si«- 
guiehtes. 

143  Cuestión  VIL  Hallar  las  fifrmulas  para  deter-- 
minar  el  cendro'  de  gravedad  de  un  arco  AM  de  una  curva 
qualqusera. 

4 1  •  Imaginaremos  el  arco  infinitamente  pequeño  Mm ,  y^ 

m 

toaoAKcax»  {k>c  ege  de  los  momentos  una  linea  cjualquiera 

AH 
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}^H  paralela  á  las  ordenadas  que  suponemos  paralelas  en-  Fíg. 
tre  sí  5  para  determinar  la  distancia  QG  del  centro  de  gra- 
vedad al  ege  jÍH  y  hemos  de  tomar  la  sama  de  los  .momen- 
tos de  los  arcos  Mm  respecto  del  ege  j4H  ,  y  dividirla  por 
la  suma  de  los  arcos  Mm  y  esto  es  por  el  arco  AM.  Pero  co^ 
mo  el  arco  Mm  es  infinitamente  pequeño ,  la  distancia  que 
hay  desde  su  punto  medio  n  á  la  recta  AH  es  la  m^sma  que 
MH.  Será  ,  pues ,  Mm  x  MH  el  momento  de  este  arco  pe- 
queño. Por  consiguiente  si  llamamos  AP  ó  HM^  x  >  PM^ 
y  \  el  arco  AM  y  u ,  será  Mm  =:  du  5  luego  xdu  será  el  mo- 
mento de  dicho  arco  Mm  y  y  S.  xdu  será  la  suma  de  los  mo* 
mentos  de  todos  los  arcos  infinitamente  pequeños  ilfm  qué 
trompbnen  el  arco  AM.  Será ,  pues ,  QG  =  j^.  Discur^ 
riendo  del  mismo  modo  hallaríamos  que  la  distancia  OG  á 
que  está  el  centro  de  gravedad  del  ege  AP  es  j^. 

144  Si  el  arco  cuyo  centro  de  gravedad  se  busca  se 
compone  de  dos  partes  iguales  ,  y  semejantes  AM ,  AM^,    a  2* 
puestas  al  uno  y  otro  lado  del  ege  de  las  abscisas  y  es  cons-^ 
tante  que  en  este  caso  el  centro  de  gravedad  G  estará  en 

la  recta  AC ,  y  solo  faltará  determinar  la  distancia  á  que 
estará  del  punto  C  Pero  como  los  momentos  de  los  arcos 
Mm ,  M'm'  respecto  del  ege  NN'  son  iguales,  la  distancia 
CG  seta  2  gíf. 

145  Si  quisiéramos  hallar  ,  por  egemplo  ,  el  centro-  4  2^ 
de  gravedad  del  arco  de  círculo  MAM' y  consideraríamos 

que  dicho  centro  ha  de  estar  en  algún  punto  del  radio  CA 
que  divide  en  dos  partes  iguales  el  arco  propuesto.  Llama- 
ría- 


u 
axil 


2tf 
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íig.  riamos  CA  ,45  CP  yXy  PM  y  y  5  -^iW,  í/.  En  estos  sUr 
puestos  será  2  jr^z/  la  espresion  de  los  momentos  de  los  ar- 
cos Mm  y  M^m  respecto  de  la  recta  iVTV^j  y  como  por  lo 
liicho  (  III.  3  y  o  )  duzz:^  ,6  %xdu  z=z  zady , será  -2 
la  distancia  que  buscamos.  Quiero  decir  que  xz^^zz 
Esta  espresion  nos  está  diciendo  que  la  distancia  del  centro 
de  gravedad  de  un  arco  de  círculo  al  centro  del  círculo  ^  es 
igual  al  cociente  del  producto  de  la  cuerda,  y  del  radio 

■ 

dividido  por  el  arco.  Esto  mismo  hallamos  antes  (    i  3  p  )• 
145      Cuestión   VIH.     Hallar  una  fórmula  general 
para  determinar  el  centro  de  gravedad  de  una  superficie  cur^ 
vilinea  qualquiera  APM. 
4 1 ,  Suponiendo  que  dicho  centro  está  en  G ,  para  hallar 

la  distancia  QJS  será  menester  tomar  la  suma  de  los  momen- 
tos de  los  pequeños  trapecios  MPpm  respecto  del  ege  AHy 
y  dividirla  por  la  suma  de  los  mismos  trapecios  i  esto  es, 
por  el  espacio  APM.  Pero  el  centro  de  gravedad  de  este 
pequeño  trapecio  ha  de  estar  en  medio  de  la  recta  nk  que 
dista  igualmente  de  MP  que  de  mp  ^  y  por  ser  infinita- 
mente  pequeña  la  altura  Pp ,  podemos  suponer  que  el  me- 
dio de  nk  es  el  medio  de  MP  \  por  consiguiente  el  momen* 
to  de  PpmM  será  PpmM  x  AP ,  esto  es  xydx.  Luego  la  su- 
ma de  los  momentos  será  J*.ji^^,  y  la  distancia  QG  será 
S.  ^^  El  momento  del  espresado  trapecio  respecto  de  AP^ 
sería  ^^  z=zGO',  y  como  APM  z=z  S.ydx  5    sacaremos 

147^      Supongamos ,  por  egemplo ,  que  sel  ^íÍJIÍ  una 

pa- 
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parábola.  De  la  equaclon  yjf^^px  de  tá  curva  ;  sacaremos  ^i^ 

g  ,  S,xydx  =  i-.i^^il  =|i.  Luego  G0  =  |/,  Gj^r?: 

148  Cuestión  IX.  Sacar  la  fdrmuid:  \general  para 
tallar  el  centro  de  gravedad  de  las  superfhiei  engendradas: 
par  la  revolución  de  una   curva  qualquiera  AM  al  rededor 

de  A?. 

Es  constante  que  el  centro  de  gravedad  de  cada  4  3  • 
zona  elemental  está  en  el  ege  de  revolución  PA  ^  y  he-¿ 
mos  de  suponer  que  el  centro  de  la  zona  elemental  tra«» 
zada  por  Mm  ,  está  en  el  centro  P  de  la  una  de  las 
bases  de  dicha  zona ,  considerada  como  infinitamente  deU 
gada,  Pero  hemos  probado  (  IIL  619)  que  siendo  ?r  la 
razón  entre  la  circunferencia  y  el  radio  ,  el  valor  de 
dicha  faja  es  'xydu  ;  será  ,  pues  ,  el  momento  de  dicha 
zona  respecto  del  punto  >f  r:s  "¡exydu  ^  en  él  supuesto  de 
ser  AP yx;y  la  distancia  AG  de  su  cefatro  de' grav¡edad[ 

al  punto  A  será  |:í?^   =    -^^ 

149  Supongamos  que  siendo  w^iV  un  arco  de  efr-* 
culo  queramos  hallar  el  centro  de  gravedad  de  la  faja  es- 
férica AMM\  siendo  el  radio  a ,  la  abscisa  AP  yX  ,y  U 
ordenada  FM^y,  En  estos  supuestos  será>»=:i/(a<w— **); 
^  =  vür^=r).><  !"•  3  S  o  ) ;  S.yduzzzax ;  S,x»du±z'-^', 
^"*fl^ ¿S^  =  T »  K  POf  consiguiente  el  centrada. gravea 
dad  dé  la  zona,  está  en  medio  de  su  altura*.         !> 

Lo 


ta 
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Fíg»  Lo  mismo  probaremos  respecto  de  la  zona  MNN^M\ 

para  cuyo  fln  contaremos  las  abscisa^  desde  el  centro  C^  y 
s^á  ahora  CP  z=:  jc  ,  las  demás  cantidades  son  las  mismas 
que  antes  ^  y  practicando  las  substituciones  correspondien- 
tes saldrá  tíimbien  j^j?  r=:  ^;  esto  es  ^  que  el  cent;ro  de 
gravedad  de  la  zona  MNN^Jkt  esti  eo  medio  de  su  altura. 
Bien  se  echa  de  ver  que  la  distancia  del  centro  de 
gravedad  al  centro  de  la  esfera  ha  de  crecer  la  mitad  de 
la  altura  que  se  añade  á  la  faja  ó  zona  ,  y  esto  no  puede 
verificarse  á  no  ser  que  el  centro  de  gravedad  de  una  faja 
ó  zona  qualquiera  esté  en  medio  de  dicha  zona.  Porque  si 

43»  Cp  fuese  por  egemplo  ==1  píe ,  la  distancia  del  centro  de  gra- 
vedad de  la  faja  mNN^m  respecto  del  centro  será  =:;í  \  pie» 
Si  se  añadiere  otra  faja  cuya  altura  Vp  sea  =:  i  pie,  la  dis* 
tancia  del  centro  de  gravedad  de  la  zona  total  será  ahora 
::::  E  pie  ;  luego  el  centro  de  gravedad  de  la  zona  añadida 
estaba  en  medio  de  la  misma  zona ,  una  vez  que  el  centro 
de:  gravedad  de. las  dos  juntas  t^^ti,  en  el  punto  donde  se 
juntan  una  con  otra» 

150      Cuestión  X.  Hallar  la  fórmula  general  para  de- 
Uf*minAr  *  el  centro  dé  gravedad  de  los  sólidos  de  revolución. 

41.  , '  Supónganlos  ^  por  egemplo  ^  que  queramos  determi^ 
jpár  el  centro  de  gravedad  del  sólido  engendrado  por 
^a.Area  APM ^  dando  la  vuelta  al  rededor  de  AP. 
j  --  ^S^  Vieafr  á  los  Djos  que,  el  centro  de  gravedad  está  elo 
•I  Qg^^/i/P.^  El  xilindra.  elemental  que  resulta  de  ,1a  (Tpvof 
lucion  del  pequeño  trapecio  PJK&iip  tieóe  su  centró  dé  f^á^ 

ve- 


r 
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vedad  en  P.   Y  como  el  valor  dé  este  cilindro  es  ^^*L,  Fig. 
su  momento  respecto  del  punto  ^-será  !2[!^  ;  si  llamamos 
.  6  la  distancia  que  hay  desde  el  punto  ^al  centro  de  gra- 
vedad del  sólido  finito  engendrado  por  APM «  será  G  = 

151  Si  fuese  APM  un  segmento  de  círculo ,  cuyo 
radio  =<i  ♦  será  S^*diie  =:  S,dx(aax — >sx)  =.  a»* — ^^ 
S.xy*dx  =1  S.xdx^'zax  —**)=:  ^  —  ^.    Luego  G  = 

Para  averiguar  donde  está  el  centro  de  gravedad  del 
paraboloide  engendrado  por  la  parábola  vulgar  ^^JD  ^  datb*   44. 
do  la  vuelta  al  rededor  del  ege  ^P  ^  respecto  del  vérti- 
ce A  i  de  la  equacion  ax  i=zyy  de  ia  curva  ,  en  el  supues* 
to  de  ser  a  su  parámetro  ^  sacaríamos  jj^^^  =  ¿^2^ 

151  Supongamos  que  la  curva  A^2>  es  una  poiv 
clon  de  elipse  ¿donde  estará  el  centro  de  gravedad  del  só- 
lido que  engendra  el  plano  de  la  curva  1  dando  U  vuelta 
al  rededor  del  exe  jíPÍ 

Si  llamamos  p  el  parámetro  de  la  curva  ¿  i<  ^  el  exe 
mayor  t^x  ^\z  abscisa  AP  \y^  la  ordenada  Pilf  ^  teodredios 
por  lo  dicho  (  IIL  216  )  y^zzi  ^(^üx  — :  xx^  \  y  por  otra 
parte  es  patente  que  el  centro  de  gravedad  está  en  ti  «ge 
de  la  curva.  Llamemos  AT,^  «^^  y  ^la  circunferencia «  cuyo 
radio  es  AF ,  la  circunferencia  del  radio  y  será  =  ^ «  ^ 
la  superficie  del  círculo  de  .esta  circunferencia  será  ^«  El 
producto  de  esta  superficie  por;  d^. , '  será  el  etsemooto  4el 
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Flg.  sólido  engendrado  por  la  superficie  APM^  cuyo  elemento 
€=s  ^^  =  j2:  X  {axdx^ —  9t*dx)  con  substituir  el  valor  de 
^*;  el'  momento  de  este  elemento  respecto  de  la  linea  7V>, 
será  ^  X  {ax*dx  —  x^iis) ,  será ,  pues  ,  S.ay*dx  =:  ¿2-  x 

^jüe  se  busca  será  -^-r        —  — 


153  Si  hacemos  4P  r=  -^a ,  la  distancia  que  acabamos 
íde  determinar  será  =  ^~  =  ;¡^a.  Si  jt  z=:  a  ^  la  misma 
-distancia  será  zr  ^  =r  fu.  Esto  quiere  decir  que  la  dis- 
tancia del  centro  de  gravedad  de  un  semiconoide  elipsoi^ 
-de  engendrado  de  la  elipse  dando  la  vuelta  al  rededor  de 
su  ege  mayor  respecto  del  vértice  yí^  esfá  á  los  ^  de  di- 
cho ege  t  y  Id  distancia  del  centro  de  gravedad  dei  todo  t\ 
•coqoide  ,  está  e A  medio  del  ege.; 

154  Si  la  curva 'Í7.^<ÍZ7  ñiese  un  arco  de  círculo^ 
r^á^qttá  distancia  estará  respecto  de  la  Tn  el  centro  de 
gravedad  del  sólido  de  revoluciori  ál  rededor  á&.APi  \:. 

.  )  SI  hacemos  el  pahánsetro  pzzza  ^  la  equadion  de  la 
<ell^se  «e  transformará  en  y^  zzzáx  -^  xx  ^  que  es  la  equa- 
«ion  del  círculo.  Loego  el  elementa  ^-^{(ixdx — jrVjr), 
!8acaído  atitc8-(-  líf  3  ),,  será  '^.{náx-^^  x^dx)  ^  cuyo  mo^ 
oaento 'será  >7(iijp*rfj?  ^  »Váf) ,  y  drvidifirtdo.  la  suató  de 
*|os  momentos  porta  de  los  elementos  4  sfaqát'émos  que  la 
Idistagcia  propuesta  =  ^^£^\  Si  hacemos  jp  =  |tf  ,  di- 
leha  distautía^6é^á  >¿/r.v*  y  «}  y  =2  n,  dicha  distaada  se<;á 
-^  xj  .  . ..  • .  w  :r^ 
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; —  |rf.    Luego  s¡  una  esfera  y  un  esferoide  elíptico  tu-  Fíg, 
vieren  un  mismo  ege ,  el  emisferio  y  el  semíconóidfe  elíp- 
tico ;  la  esfera  y  el  esferoide. elíptico  teodrání  su  eentro  de 
gravedad  en  un  mismo  punto.  . 

155      Si  la  curva  BAD  fuere  una  hipérbola  ^  cuyo 
ege  sea  AF ,  ¿á  qué  distancia  de  la  Tii  estará  el  (centro  .de 
.  gravedad  del  sólido  engendrado  de  la  revolucsoa.  del  (rila* 
no  APM  d\  rededor:  del  ege  AF^ 

Por  lo  dicho  (  III.  116)  la  equacion  de  la  hipér^ 
bola  es  j?*  =  ^(ax  -t-  xx)  ;  el  elemento  del  sólido  de  re- 
<volucion  será  £^i^xdx  -t-  xxdx)  ,  auponemos  que  sea  AF 
la  prolongación  del  primer  ege  de  la  hipérbola*  El  mo- 
mento del  elemento  hallado  será  =  '^{f^^^^^  "+"  x^dx). 
Luego  dividiendo  la  suina.de  los  momentos  por  la  suma 
de  las  masad ,  s^carémios  qiue  la  distancia  propuesta  =: 
'^^^~^.  Si  ^  =  a  ,  la  expresión  se  deduce  nx  =:  ¡^a. 

Propiedades  de  los  centros  de  Gravedad. 

!       i$,6      JH  lo. que  hemos  probado  acetóá  de  los  cea- 

.tros  de  gravedad  y  á^  la .  derivada  dé  muchas  fuerzas  pa- 
ralelas se  infiere  que  si  todasi  las  partes  de  un  cuerpo  ó 

.systema  qualquiera  de  ^.c^erpop  se  raueveo,. ó  chacea  fuerza 
para  moverle, con  una  misma  velocidad  f. la -resultante  de 
todos  estos  movimientos  pasa .  pon  el  centro  de  gravedad  de 
dicho  cuerpo  ó  systema  de  cuerpos  ^  y  que  por  consiguien- 
te el  systema  se  mueve  ó  intenta  moverse  cojmo  si  el  total 

.dcrlasr,  ^pf^agas  (estuviera  ire^oncse^tf^dcf  qe  el  centro^  ^  gra- 

G  2  ve--  : ' 
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Fig.  vedad ,  y  tuviera  una  velocidad  igual  á  la  que  tíeoe  cada 
una  deilas  partes.    ".  :*...• 
!; )  i  115-7  . '  Lüegty  Yeoíprocanientevsi  le  aplicamos  al  cen- 
tro de  gravedad  de  un  cuerpo  \  ó   s/stema  d6  cuerpos 
una  fiíerza  qualquiera  ;  el  movimiento  se  repartirá  igual- 
.  inente  entíre  todas  las  partes  iguales  del  systema  ,  camina- 
'  ráti  todas  con  una  velocidad  igual ,  cu/o  valor  conocere- 
mos (   24  )   dividiendo  la  cantidad  de  movimiento  co- 
municada á  dicho  centro «  por  toda  la  masa  del  cuerpo  ó 
del  systema  de  cuerpos. 

t  5  d  Y  como  muchas  fuerzas  aplicadas  á  un  mismo 
punto  se  reducen  por  los  principios  sentados  á  una  sola, 
inferiremos  generalmente  que  qualesquiera  fuerzas  que  se 
apliquen  al  centro  de  gravedad  de  mi  cuerpo  o  systema  de 
:  cuerpos  ^  sean  los  que  fuer ert  ti  número  ,  y  t  la^  direcciones 
de, dichas  fuerzas  i  todas  las  partis  del  ejt presado  cuerpo  ó 
systema  adquirirán  una  velocidad  igual  cuya  dirección  será 
la  misma  que  la  de  la  derivada  de  todas  dichas  fuerzas^ y 
-será  igual  á  la  cantidad  de  moviniiento  que  represekea 'dicha 
fuerza  resultante ,  dividida  por  el  total  de  la  masa  del  cuer^ 
po  ó  del  systema  de  cuerpos. 

I  S9  De  donde  se  sigue  que  siempre  que  tas  fuer^ 
zas  que  obran  en  un  cuerpo  se  redugeren  ó  pudieren  reducir 
Á  una  sola  cuya  dirección  pase  por  el  centro  de  gravedad  ,  el 
cuerpo  no  dará  vueltas  ó  no  girará  al  rededor  de  su  centro 

de  gravedad. 

160      I^ero  si  las  fuerzas  que  tifcrati  en  un  cuerjpo  no 

se 


•  •  •  • 
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se  pudiesen  reducir  á  una  sola  5  ó  si  aunque  se  puedan  re-  Fíg. 
ducir  á  una  sola  ,  la  dirección  de  esta  no  pasare  por  el  cen- 
tro de  gravedad  ,  no  se  moverán  entonces  todas  las  partes 
del  systema  con  un  movimiento  común.  No  obstante ,  ei 
centro  de  gravedad  se  moverá  del  mismo  modo  que  si  todas 
dichas  fuerzas  obrasen  inmediatamente  en  él.  Probémoslo. 

161  Supongamos  primero  que  tres  cuerpos  M^  Ny 
P  se  mueven  por  lineas  paralelas  AD ,  BE  ,CFy  estén 
ó  no  en  un  mismo  plano  y  cuyas  velocidades  sean  las  li- 
neas AD  y  BE  y  CF.  Supongamos  que  sea  G  el  centro  de 
gravedad  de  dichos  cuerpos  quando  están  en  A  y  B  yC  yy 
G^  su  centro  de  gravedad  quando  han  llegado  i  DyEy  F 
donde  llegan  á  un  mismo  tiempo  ,  pues  ADy  BE  yCF  re- 
presentan sus  velocidades.  Sí  tiramos  la  linea  GG\  será  pa-  . 
ralela  á  dichas  lineas  >  será  la  dirección  que  seguirá  el  centro 
de  gravedad  6  mientras  durare  el  movimiento  de  los  cuer- 
pos h  Y  dicho  centro  de  gravedad  la  andará  uniformemente. 

I  .^  Es  fácil  percibir  que  la  dirección  que  seguirá  el 
«centro  de  gravedad  y  será  paralela  á  las  lineas  AD  y  BEy 
&c.  porque  en  qualquier  lugar  que  le  supongamos  en  un 
instante  qualquiera ,  si  concebimos  un  plano  que  pase  por 
dicho  centro ,  la  suma  de  los  momentos  respecto  de  di- 
cho plano ,  ha  de  ser  cero  (  117  ).  Pero  si  concebi- 
mos un  plano  paralelo  á  las  direcciones  de  los  cuerpos  ,  y^ 
que  pase  por  el  centro  G ,  los  momentos  respecto  de  este 
|>lano ,  no  pueden  menos  de  ser  cero  mientras  durare  el 
movimiento  5  porque  suponemos  que  los  cuerpos  mientras 

Tom.iy^  G  3  se 
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Fig.   se  mueven  no  se  apartan  de  dicho  plano;  son  ,  pues ,  siem- 
pre unas  mismas  las  distancias  á  que  están  del  plano  i  lue- 
go son  también  siempre  los  mismos  los  momentos  $  y  como 
al  principio  del  movimiento  ,  esto  es ,  quando  el  centro  de 
gravedad  estaba  en  G ,  su  suma  era   cero  ;  será  también 
cero  en  qualquiera  punto  de  sus  direcciones  que  los  cuer- 
pos estén  9  luego  el  centro  de  gravedad  siempre  está  en  un 
plano  paralelo  á  las  direcciones  de  los  cuerpos  j  que  pasa 
por  la  primera  posición  6  del  mismo  centro.  Y  como  en 
todo  lo  que  acabamos  de  decir  no  hay  mas  circunstancia 
que  determine  la  posición  de  dicho  plano  y  sino  que  ha  de 
ser  paralelo  á  las  direcciones  de  los  cuerpos  ikf ,  N^P  ,  y 
pasar  por  el  punto  G  5  del  mismo  modo  probaríamos  que  dicho 
centro  está  en  otro  plano  qualquiera  paralelo  á  las  direc- 
ciones de  los  cuerpos  ^  y  que  pase  por  el  punto  G  i  está, 
pues  ,  en  la  intersección  común  de  dichos  planos ;  luego 
el  centro  de  gravedad  se  mueve  en  la  dirección  GG^  pa- 
ralela á  las  direcciones  de  los  cuerpos* 

iJ^  También  se  mueve  uniformemente  :  quiero  decir, 
que  si  en  llegando  los  cuerpos  M ^N y  P  &c.  á  a^b yC 
tcc.  suponemos  que  el  centro  de  gravedad  esté  en  ¿f ,  ten- 
dremos GG^:  Gg  ::  jÍD  :  Aaw  BE :  Bb  ::  &c.  esto  es,  que 
los  espacios  andados  en  un  mismo  tiempo  por  el  centro  de 
gravedad ,  y  por  cada  uno  de  los  cuerpos ,  serán  como  sus 
velocidades. 

Con  efecto ,  si  representa  RS  un  plano  al  qual  sean 
perpendiculares  las  direcciones  de  los  movimientos  >  por  la 

na- 
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naturaleza  dql  centro  de  gravedad  tendremos  (  108)  Fíg. 
Mx  AH-^  NxBI-^PxCL^z  CM-^N-^P^x  GK. 
Y  por  la  misma  razón  quando  están  en  Z>  ,  B  ,  F ,  tendre- 
mos Jifx  Di/  -4-  iNT  x  £/  -4-  P  x  FZ  =  (^  -4-  iV^  H-  P) 
X  G^iSf.  Si  de  esta  equacion  restamos  la  primera  ,  y  repara- 
mos que  DH  —  AH  =  AD,  El  —  JB/=  BE  &c.  sa- 
caremos  Mx  AD -¥- N  x  BE  —  P  x  CF=  (iJfn-  N 
-H  P)  X  GG'.  Luego  por  la  misma  razón  quando  estuvie- 
sen en  4 ,  ¿^  ¿^  tendremos  Mx  Aa  -^  N  x  Bb  — P  x  Ce 
=:iM-¥-N-¥-P)xGg. 

Pero  una  vez  que  los  espacios  Aa  y  Bby  Ce  son  an- 
dados uniformemente  en  un  mismo  tiempo  y  serán  unos  con 
otros  dichos  espacios  (22)  como  las  velocidades  ADj 
BE  yCFi  será  ,  pues ,  AD  :  BE  ::  AaiBby  AD  :  CF :: 
Aa  :  Ce  5  luego  Bb  =  ~^  ,  Ce  =  ^íi^.  Substituyendo 
estos  valores  en  la  última  equacion  ,  y  eliminando  el  de- 
nominador AD  y  se  transformará  en  {Mx  AD  -h  iV  x  BE 
—  P  X  CF)  X  Aa  =(iíf -Hi\r-t-  P)xGgx  AD.  Final- 
mente dividiendo  esta  equacion  por  la  otra  en  que  está  GG\ 

sacaremos  Aa  =  ^^q¿^  ,  de  donde  se  infiere  GG^ :  Gg  : : 
AD :  Aa. 

Es  de  reparar  que  de  la  equacion  en  que  está  GG^  se 
saca  GG'=:.  iíüíí^^^JiiíiL.  Pero  las  lineas  ADy  BE  y 
CPy  GG^  son  las  velocidades  de  los  cuerpos  M  y  NyP  yj 
del  centro  de  gravedad  G  5  luego  Mx  AD  ,  N  x  BE  8cc. 
son  sus  cantidades  de  movimiento.  Por  consiguiente  una 
vez  que  la  demostración^  que  acabamos  de  dar ^  no  pen- 

G4  de 


104  ELEMENTOS 

I 

Fig.  de  en  manera  ninguna  del  número  de  los  cuerpos ,  podemos 
inferir  generalmente  i  .**  que  si  tantos  cuerpos  como  se  qui- 
sieren andan  uniformemente  lineas  paralelas  y  el  ceitro  de  gra* 
vedad  andará  también  uniformemente  una  linea  paralela  á 
las  demás.  2  .^  que  su  velocidad  es  igual  á  la  suma  de  las 
cantidades  de  movimiento  de  los  cuerpos  que  se  mueven  acia 
una  dirección ,  menos  la  suma  de  las  cantidades  de  movi^ 
miento  de  los  que  se  mueven  acia  una  dirección  contraria^ 
dividiéndolo  todo  por  la  suma  de  las  masas. 

162  Si  algunos  de  los  cuerpos  estuvieran  en  repo- 
so y  como  su  velocidad  sería  cero  y  su  cantidad  de  movi-^ 
miento  también  sería  cero.  Por  consiguiente  se  desaparece- 
ría del  numerador  de  la  fracción  ,  que  espresa  la  veloci- 
dad del  centro  de  gravedad  Pero  esto  no  causa  mudanza 
alguna  en  el  denonünador  que  siempre  será  la  suma  de  to- 
das las  masas. 

153  Si  la  suma  de  las  cantidades  de  movimiento 
de  los  cuerpos  que  caminan  acia  una  dirección  fuese  igual 
á  la  suma  de  las  cantidades  de  movimiento  de  los  que  ca- 
minan acia  una  dirección  contraria  ,  el  numerador  de  la 
fracción  que  espresa  el  movimiento  del  centro  de  grave- 
dad,  sería  cero.  Luego  dicho  centro  de  gravedad  estaría  en 
reposo.  Luego  sean  los  que  fiíeren  los  movimientos  parale- 
los de  muchos  cuerpos,  su  centro  común  de  gravedad  se 
mantiene  en  reposo  ,  quando  la  suma  de  las  cantidades  de 
movimiento  de  los  cuerpos  que  caminan  acia  una  dirección, 
es  igual  á  la  suma  de  las  cantidades  de  movimiento  de  los 

que 
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que  caminan  acia  una  dirección  opuesta*  Ffg. 

I  54  Una  vez  que  las  cantidades  de  movimiento  re- 
presentan las  fuerzas  (24)^7  que  la  derivada  de 
muchas  fuerzas  paralelas  (  102  )  es  igual  á  la  suma  de 
las  que  obran  y  ó  procuran  obrar  acia  una  dirección  me- 
nos la  suma  de  las  que  obran ,  ó  intentan  obrar  acia  una 
dirección  contraria  ,  resulta  que  si  muchas  fuerzas  parales- 
Jas  obran  en  las  diferentes  partes  de  un  systema  gualquiera 
de  cuerpos  ,  el  centro  de  gravedad  de  dicho  systema  se  mué-- 
ve  como  si  dichas  fuerzas  obrara  en  él  inmediatamente. 

165  Supongamos  ahora  que  los  cuerpos  ,  sea  el  que 
fuere  su  número  9  se  muevan  por  lineas  rectas  qualesquie* 
ra  7  si  imaginamos  dos  lineas  rectas  qualesquiera  perpendi- 
culares una  á  otra  ,  y  en  su  punto  de  concurso  otra  terce- 
ta  linea  que  sea  perpendicular  á  su  plano  de  ellas  y  podremos 
siempre  resolver  la  velocidad  de  cada  cuerpo ,  en  otras  tres 
paralelas  á  dichas  tres  lineas.  Pero  de  lo  que  acabamos. de 
probar  se  sigue  y  que  el  movimiento  del  centro  de  grave- 
dad en  virtud  de  los  movimientos  paralelos  á  una  de  di« 
chas  lineas  y  s&rá  paralelo  á  la  misiha  linea  y  será  unifor- 
me 4  y  que  su  -velocicUd  será  igual  á  la  suma  de  las  can- 
tidades  de  movimiento  ^  valuadas  paralelamente  á  dicha 

lí- 

*  C>Of  la  mira  de  abreviar  decimos  oDlameutB  la :  sma  de  tas  cantida-i 
des  de  movimiento  :  siempre  se  debe  entender  la  suma  de  las  cantidades 
de  movimiento  de  los  cuerpos  que  se  mueven  acia  una  dirección  ,  menos 
la  suma  de  las  cantidades  de  movimiento  de  ios  que  caminan  acia  una  di- 
rección contraria. 
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Fig.  linca  >  dividida  por  la  suma  de  las  masas.  Luego  si  conce<- 
bimos  que  en  virtud  de  este  principio  se  haya  determina- 
do el  movimiento  del  centro  de  gravedad  paralelamente  á 
cada  una  de  dichas  tres  lineas  ,  y  que  después  se  compon- 
gan estos  tres  movimientos  para  reducirlos  á  uno  solo  (  y 
esto  es  posible »  pues  están  aplicados  á  un  mismo  punto  ) 
conoceremos  el  camino  único  del  centro  de  gravedad.  Y 
como  los  elementos  de  que  aquí  usamos  ,  no  se  distinguen 
de  las  fuerzas  mismas  de  los  cuerpos ,  paralelamente  á  las 
tres  lineas ,  y  la  fuerza  única  del  centro  de  gravedad  se 
halla  en  virtud  de  esto  compuesta  de  las  fuerzas  resultan- 
tes paralelamente  á  cada  una  de  dichas  lineas  ^  no  puede 
menos  de  ser  igual  y  paralela  á  la  derivada  de  todas  las 
fuerzas  aplicadas  á  todos  los  cuerpos ;  luego  en  general  sean 
las  que  fueren  las  direcciones ,  y  los  valores  de  las  fuerzas 
aplicadas  á  las  diferentes  partes  de  un  systema  de  cuerpos, 
el  centro  de  gravedad  siempre  se  mueve ,  ó  intenta  moverse 
del  mismo  modo  que  si  todas  dichas  fuerzas  obrasen  inme^ 
diatamente  en  él. 

166  Hemos  dicho  que  siempre  se  podrá  resolver  la 
velocidad  de  cada  cuerpo  en  otras  tres  paralelas  á  tres  li- 
neas dadas  de  posición.  No  obstante ,  si  la  dirección  do 
uno  de  los  cuerpos  fuese  paralela  al  plano  de  dos  de  dichas 
tres  lineas,  parece  que  en  el> primer  caso  no  se  podrá  re- 
solver sino  en  dos  fuerzas  paralelas  á  dos  de  dichas  tres 
lineas  5  y  que  en  el  segundo  no  se  puede  egecutar  resolu- 
ción ninguna,  en  fuerzas  que  sean  paralelas  á  las  otras  dos  lí- 
neas. 
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neis.  No  por  esto  deja  de  ser  general  la  proposición  sen-  Fig« 
tada?  porque  se  echa  de  ver  y  por  egemplo  ,  que  como  la 
linea  AB  no  sea  paralela  á  la  una  de  las  dos  lineas  PRy  4  6. 
Pj2  siempre  se  puede  resolver  la  fuerza  que  AB  represen- 
ta y  en  otras  dos  AC  y  AD  paralelas  á  dichas  dos  lineas; 
pero  al  mismo  tiempo  se  echa  de  ver  que  quanto  mas  se 
acercare  AB  i  ser  paralela  á  PQ ,  tanto  mas  menguará  la 
fuerza  AD ;  por  manera  que  será  cero  y  en  llegando  AB  á 
ser  paralela  PQ.  Luego  también  se  puede  suponer  en  este 
caso  una  resolución  en  dos  fuerzas^  tales  sin  embargo  que 
la  una  sea  cero.  Por  la  misma  razón  se  puede  también  su« 
poner  en  el  mismo  caso  una  resolución  en  tres  fuerzas  pa- 
ralelas i  las  tres  lineas  PQ  y  PR ,  PS  y  tales  que  dos  de 
ellas  sean  cero. 

157  De  lo  que  acabamos  de  decir  ,  y  de  lo  di- 
cho (  16}  )  hemos  de  inferir  que  el  centro  de  grave- 
dad de, un  systema  de  cuerpos  se  estará  en  reposo,  si  des- 
pués de  resueltas  las  fuerzas  aplicadas  á  cada  parte  del  sys^ 
tema  en  otras  tres  fuerzas  paralelas  á  tres  lineas  perpendi- 
culares entre  sí  y  la  suma  de  las  fuerzas  ó  de  las  cantida* 
des  de  movinuento  paralelamente  á  cada  una  de  dichas  tres 
lineas  fuese  cero  y  tomando  con  signos  contrarios  las  fuer- 
zas que  obraren  acia  direcciones  encontradas. 

I  5  8  Quando  todas  estas  fuerzas  están  en  un  mismo 
plano  y  es  evidente  que  basta  resolver  cada  fuerza  en  otras 
dos ,  paralelas  á  dos  lineas  perpendiculares  una  á  otra  ,  y  ti- 
radas en  el  mismo  plano  >  porque  como  las  fuerzas  perpen- 

dí^ 
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Fig.  dicularcs  al  plano  son  entonces  nulas ,  el  movimiento  del 
centro  de  gravedad  en  virtud  de  *  dichas  fuerzas  será  tam- 
bién nulo. 

169  En  todo  lo  que  acabamos  de  decir  hemos  su^ 
puesto  que  cada  uno  de  los  cuerpos  que  componen  el  sys<- 
tema  y  obedezca  plena  y  libremente  á  la  fuerza  que  le  so- 
licitaL  Pero  lo  mismo  se  verifica  quando  están  impedidos  sus 
movimientos  ^  con  tal  que  los  obstáculos  no  procedan  de 
una  fuerza  estrana  al  systema ,  esto  es  ,  con  tal  que  no  sean 
otros  que  los  que  resultan  de  la  dificultad  de  seguir  dichos 
movimientos  ^  por  el  modo  con  que  están  colocados  unos 
respecto  de  o  tros  ^  ó  atados  unos  con  otros.  Esto  lo  probare- 
mos luego  que  hubiéremos  declarado  la  ley  general  del  equi- 
librio de  los  cuerpos  ^  y  la  ley  general  de  los  movimientos. 

Principio  general  del  Equilibrio  de  los  cuerpos. 

170  Sean  las  que  fuesen  las  fuerzas ,  agentes  ó  re- 
sisf  entes ,  que  se  le  apliquen  á  un  cuerpo  y  á  un  systema  de 
cuerpos ,  á  una  maquina  y  &c.y  sean  también  las  que  fue-^ 
seo  sus  direcciones  i  si  imaginamos  resuelta  cada  utuí  de 
ellas  en  otras  tres  paralelas  á  tres  lineas  tiradas  por  un 
punto  qualqüiera  y  y  perpendiculares  unas  á  otras  >  para  que 
baya  equilibrio  entre  todas  estas  fuerzas ,  es  preciso  que 
sea   cero  la   suma  *  de  las  fuerzas  que  obran  paralela^ 

men- 

•  Aquí  y  en  adelante  llamaremos  siempre  suma  de  las  fuerzas  ,  la 
suma  de  las  que  obran  »  ó  procuran  obrar  acia  una  dirección  y  menos  la 
suma  de  las  que  obran  ó  procuran  obrar  acia  una  dir¿ccion  contraria. 
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mente  á  cada  una  de  dichas  tres  lineas.  Ilg. 

Con  efecto  ,  ya  hemos  visto  (  i  o  y  )  que  sean  las 
que  fueren  el  número  >  y  la  naturaleza  de  las  fuerzas ,  siem- 
pre se  podían  reducir  todas  ellas  á  tres  ,  cuyas  direcciones 
fuesen  paralelas  á  tres  lineas  perpendiculares  entre  sí.  Lue- 
go si  suponemos  que  hay  equilibrio  entre  todas  las  fuerzas 
del  systema  y  deberá  haber  también  por  precisión  equilibrio 
entre  estas  tres  derivadas  ^  ó  será  cero  cada  una  de  ellas. 
Pero  por  ser  dichas  tres  derivadas  perpendiculares  unas  á 
otras  ,  no  pueden  estorvarse,  ni  ayudarse  ,  luego  cada  una 
de  ellas  debe  ser  cero.  Y  como  cada  una  de  ellas  es  igual 
(  10  2  )  á  la  suma  de  las  fuerzas  parciales  que  la  serian 
paralelas^  han  de  ser  con  efecto  cero  las  sumas  de  las  fuer« 
zas  y  que  en  virtud  de  la  resolución  obran  paralelamente  á 
cada  una  de '  tres  lineas  perpendiculares  entre  sí» 

171  Si  todas  las  fuerzas  tuvieran  sus  direcciones  en 
un  mismo  plano ,  sería  cero  la  suma  de  las  fuerzas  parale- 
las á  cada  una  de  dos  lineas  tiradas  en  el  mismo  plano 
perpendicularmente  una  á  otra.  Y  sí  fueran  paralelas  unas. 
á  otras  todas  las  fuerzas  ,  sería  menester  que  fuese  cero  la 
suma  de  todas  estas  fuerzas.  Ambos  casos  están  compre* 
hendidos  con  evidencia  en  la  proposición  general. 

172  Es  de  reparar,  que  aunque  siempre  se  verífi*' 
que  esta  proposición  en  todos  los  casos  de  equilibrio ,  na 
por  esto  la  hemos  de  mirar  como  suficiente  para  que  ha- 
ya equilibrio.  Las  demás  condiciones  necesarias  para  él  equi- 
librio varían  según  las  qualidades,  ó  las  disposiciones  par- 
tí- 
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Fig.  ticulares  de  las  partes  del  systema  ó  de  la  máquina  que  se 
considera ,  conforme  lo  probaremos  á  su  tiempo. 

173  Este  principio  es  general ,  ora  sean  agentes  to- 
das las  fuerzas  aplicadas  á  las  diferentes  partes  del  systema, 
ora  no  sean  agentes  sino  algunas  de  ellas  y  siendo  las  de^ 
más  capaces  solo  de  resistir  ^  como  serían  los  apoyos  y  pun* 
tos  fíjos  y  superficies  y  &c.  que  se  opusiesen  á  la  acción  de 
las  demás  fuerzas.  Porque  las  resistencias  de  estos  obstácu- 
los son  equivalentes  á  fuerzas  agentes. 

Principio  general  del  Movimiento. 

174  De  qualquier  modo  que  lleguen  á  alterar  sus  mo^ 
vimientos  actuales  muchos  cuerpos  $  si  concebimos  que  el  mo-- 
vimiento  que  tendría  en  jtl  instante  inmediato  cada  cuerpo  si 
llegara  d  estar  libre  y  se  restielva  en  otros  dos  y  el  primero  de 
los  quales  sea  el  que  tendrá  realmente  después  de  la  varia- 
ción i  el  segundo  debe  ser  tal ,  que  si  no  tuviera  cada  uno  de 
los  cuerpos  mas  movimiento  que  este ,  estarían  en  equilibrio 

todos  los  cuerpos» 

Esto  es  evidente ,  porque  si  de  estos  segundos  movi- 
mientos no  resultase  equilibrio  en  el  systema ,  los  prime- 
ros movimientos  componentes  no  serian  los  que  tendrían  los 
cuerpos  después  de  la  alteración ,  porque  por  precisión  los 
alterarían  los  segundos. 


Cot^ 
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Fia 
Consecuencias  que  se  sacan  de  los  dos  principios  precedentes^ 

respecto  del  movimiento  del  centro  de  gravedad 

de  los  cuerpos. 

.1 7  j  Concibamos  ahora  que  muchos  cuerpos  ya  li- 
bres y  Ó  ya  atados  unos  con  otros  /sea  como  fuere  y  con 
tal  que  no  haya  cosa  que  sugete  el  systema  de  todos  ellos, 
lleguen  á  recibir  impulsos  qualesquiera  que  no  puedan  se- 
guir plenamente,  por  sugetarse  mutuamente  unos  á  otros; 
el  movimiento  del  centro  de  gravedad  será  el  mismo  que 
si  hubieran  estado  libres  todos  los  cuerpos. 

Porque  tome  el  movimiento  que  tomare  cada  parte  del 
systema  ,  siempre  podemos  (73)  considerar  el  que 
se  le  comunica  y  como  compuesto  del  que  adquirirá  y  y  de 
otro.  Pero  como  (  i  7  4  )  en  virtud  de  estos  segundos 
movimientos  ha  de  haber  equilibrio  ;  si  concebimos  cada 
uno  de  estos  segundos  movimientos  resuelto  en  otros  tres 
paralelos  á  tres  lineas  perpendiculares  entre  sí  y  la  suma  de 
las  fuerzas  que  resultarán  paralelamente  á  cada  una  dé  di- 
chas lineas  ha  de  ser  cero  (  170  ).  Pero  el  camino  que 
intenta  andar  el  centro  de  gravedad  en  virtud  dé  cada  una 
de  dichas  fuerzas »  es  (  161  )  igual  á  la  suma  de  las 
fuerzas  paralelas  á  cada  una  de  dichas  lineas  dividida  por 
la  suma  de  los  cuerpos  >  luego  el  camino  que  intenta  an* 
dar  en  virtud  de  las  mudanzas  sobrevenidas  en  el'systema, 
causadas  por  la  acción  recíproca  de  las  partes  de  dicho 
systema  9  es  cero  >  luego  el  centro  de  gravedad  npeatrai 

la 
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Fig.  la  parte  de  díchias  mudanzas.  Luego  se  mueve  del  mispai 
modo  que  si  cada  una  de  las  partes  del  systema  obedecie*-' 
ra  libremente  /  y  sin  pérdida  alguna  ^  á  la  fuerza  que  la  so- 
licita. 

Li^go  en  general  ¡a  acetan  mutua  de  las  partes  de  un 
cuerpo  d  systema  de  cuerpos  no  causa  mudanza  alguna  en  el 
estado  de  dicho  cuerpo  ó  systema. 

ij6  De  aquí  inferiremos  i.°  qvic  si  un  cuerpo  d  jys* 
tema  de  cuerpos  gira  d  dá  vueltas  de  qualquiera  modo  al  re^ 
dedor  de  su  centro  de  gravedad  ^  dicho  centro  permanecerá  eth 
el  mismo  estado  ,  del  mismo  modo  que  si  el  cuerpo  no  girara. 

177  2  .^  Del  mismo  principio  ,  y  de  lo  que  dlgimos 
antes  acerca  del  movimiento  del  centro  de  gravedad  de  los 
cuerpos  libres  ^  se  sigue  ^  que  si  á  un  cuerpo  ,  sea  la  que 

^-^  fuere  su  figura  >  ó  á  un  systema  de  cuerpos  se  le  dá  un  im- 
pulso acia  una  dirección  qualquiera  AB  y  que  se  comuni- 
que todo  entero  á  dicho  cuerpo  5  el  centro  de  gravedad  G 
se  moverá  por  una  línea  GS  paralela  á  AB  ,  del  mismo 
modo  que  si  dicha  fuerza  se  le  aplicara  inmediatamente  acia 
la  misma  dirección.  Y  si  muchas  fuerzas  obraren  á  un  tiem- 
po en  diferentes  puntos  de  dicho  cuerpo ,  el  centro  de  gra- 
vedad se  moverá  del  mismo  modo  que  si  dichas  fuerzas 
obrasen  inmediatamente  en  éL 

178  Luego  si  en  el  instante  que  se  le  dá  al  cuerpo 
el  impulso  acia  la  dirección  AB ,  se  le  aplicara  al  centro 
de  gravedad  G  una  fiíérza  cuya  dirección  GS  fuera  opuesr 
tk  ¿  l^ual  á  la  del  impulso »  el  cenuo  de  gicavedad  se 

mo- 
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estaría  quieto^  Sin  embargo  es  evidente  que  las  demás  par-  Kg. 
tes  del  cuerpo  no  se  estarían  quietas  y  porque  las  dos  fuer- 
zas espresadas  y  bien  que  iguales  y  no  son  directamente  con^ 
trarias.  Se  viene  á  los  ojos  que  el  único  movimiento^  que 
puede  tener  un  cuerpo  cuyo  centro  de  grave4ad  se  man"* 
tiene  inmobil  y  es  un  movimiento  de  rotación  al  rededor  de 
dicho  centro  de  gravedad. 

X^uego  si  á  un  cuerpo  se  Je  dan  uno  6  muchos  impul^ ., 
sos  acia  tiirecciones  que  no  pasan  por  su  centro  de  gravedad^ 
1 1  .^  Este  centro  de  gravedad  se  moverá  del  mismo  modo  quf 
si  todas  las  fuerzas  obraran  inmediatamente  en  él  y  obrando 
cada  una  de  ellas  acia  una  dirección  paralela  i  la  que  si^. 
gue.  2  «^  Las  partes  de  dicho  cuerpo  girarán  al  rededor  del 
espresado  centro  de  gravedad  y  del  mismo  modo  que  girarían 
en  virtud  de  las  fuerzas  que  obran  actualmente  en  el  cuerpo^  ^ 
si  su  centro  de  gravedad  estuviese  sugeto. 

ÍJ9  También  inferiremos  que  si  el  estado  del  cem* 
tro  de  gravedad  de  un  cuerpo  llega  á  variar  y  esto  no  pu^ 
Ide  suceder  sino  en  virtud  de  la  acción  ó  fesistehcia  de  /^  ^ 
nuevas  fuerzas  estrañas  para  el  cuerpo  y  y  que  por  con^ 
siguiente  esta  variación  siempre  se  determinará  buscando 
la  fuerza  que  resultaría  de  todas  las  esptesadas  y  si  cada 
una  de  ellas  obrara  en  el  centro  de  gravedad  acia  una 
dirección  paralela  á  la  que  tiene  actualmente, 
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Usos  de  los  Centros  de  Gravedad  para  la  medida 

de  la  estension. 


?i  80  Por  medio  de  los  centros  de  gravedad  se  con- 
sigue resolver  muchas  y  muy  arduas  cuestiones  pertene- 
cientes á  la  medida  de  las  superficies ,  y  de  los  sólidos.  To- 
das  las  operaciones  que  para  este  fin  se  han  de  egecutar^ 
están  fundadas  en  la  proposición  siguiente  ,  llamada  la  re- 
gla de  Guldin  y  porque  así  se  llamaba  su  inventor  y  y  que 
probaremos  respecto  de  todos  los  casos  que  encierra. 

Toda  cantidad  que  gira  ó  dá  vueltas ,  multiplicada 
por  el  camino  que  anda  su  centro  de  gravedad  y  engendra 
otra  cantidad  un  grado  mas  elevada  que  ella  >  por  mane- 
ra que  toda  linea  que  dá  vueltas  y  multiplicada  por  el  arco 
que  traza  su  centro  de  gravedad  y  es  igual  á  la  superficie 
que  engendra  i  toda  superficie  que  giray  multiplicada  por  el  ca-- 
-mino  que  anda  su  centro  de  gravedad,  es  igual  al  sólido  que 

engendra. 
A  2^  181  Si  suponemos  primeramente  que  esté  en  K  el 
centro  común  de  gravedad  de  varios  puntos  AyByD  igual- 
mente pesados  ,  puestos  en  una  misma  linea  AD  y  al  rede* 
idor  de'  cuyo  punto  C  han  de  girar  y  es  constante  que  los 
espresados  puntos  andarán  respectivamente  los  arcos  seme- 
jantes A  a' y  Btíy  Btíy  j  cl  ceutro  de  gravedad  K  andará 
el  arco  KK' y  se  podrá  inferir  de  lo  dicho  (108)  que  AAI 
-+-  jB5^-+-  Btí  es  igual  al  arco  iSTAT  ^tomado  tantas  veces 
quantos  fueren  los  puntos  graves  A  yB  yD  ,6  que  si  lla- 
ma- 
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mamos  N  el  número  de  estos  puntos  ,  será  AA!  -^  jB5^-+-  Fig. 
DD¡=iNyi  KK'. 

Porque  si  tomamos  los  momentos  de  dichos  puntos  res-* 
pecto de  C,  tendremos  (  i  o  8  )  A  y.  AC-^  B  x  BC  -+- 
D  X  DC^z^A'^B'-^D)  KC  \  y  como  los  cuerpos  AyB^ 
D  son  iguales  y  pues  cada  uno  de  ellos  es  un  punto  ,  la 
cquacion  se  transforma  tn  A  y.  AC  -f-  -^  x  BC  Hr-  A  x 
DC=:  ^AxKCyY  dividiéndolo  todo  por  A  sale  AC  -H, 
BC ^^  DCz=z  ^KCziz  N  xKC f  pues  suponemos  3  r=:iV. 
Luego  substituyendo  en  ésta  equacion  en  lugar  de  las  rectas 
CAyCB.CD,  CK  los  arcos  AA^y  BB\  DD\  KK\  que 
las  son  proporcionales  ,  sacaremos  AA!-^  BB^-\-  DUziz, 
NxKK'. 

De  lo  dicho  (  i\6  )  se  ha  de  inferir  que  si  al-  ^p, 
gunos  de  los  puntos  propuestos  ,  el  punto  D  ,  por  egemplo, 
estuviese  mas  allá  del  centro  de  giración  ó  revolución  C, 
el  arco  DDf  no  se  habria  de  sumar  con  los  demás  ,  sino  qué 
se  deberla  restar  ^  sin  cuya  circunstancia  no  se  veriñcaría 
la  equacion. 

182  Queda  ^  pues  ^  probado  que  se  verifica  la  regla 
de  Guldin  respecto  de  los  puntos  y  quando  todos  están  en 
una  misma  linea  recta  con  el  centro  de  rotación.  Pera 
quando  no  lo  están  se  corre  riesgo  de  padecer  alguna  equi- 
vocación al  tiempo  de  aplicarla  ó  usarla. 

Supongamos ,  para  hacerlo  patente  ,  que  esté  en  iST   y  o; 
el  centro  común  de  gravedad  de  los  dos  puntos  A  y  B  que 
no  están  en  un  mismo  plano  con  el  centro  de  rotación  C. 

H2.  TI- 
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Fíg,  Tiraremos  lis  rectas  C/f ,  CB,  CAT ;  las  CK  ^  A9  ^  BQ, 
perpendiculares  á  Pfí.  Por  lo  dicho  (  i  8  i  )  ha  de  ser. 
AF  -+-  BQ,  z=:  N  X  CK  5  pero  CA  es  mayor  que  AP  ,  y 
CB  mayor  que  jfffí  ;  luego  CA  -4-  CS  será  mayor  que  N^ 
CK.  Y  como  ios  arcos  trazados  por  los  puntos  A^  B  y  K 
son  proporcionales  á  los  radios  CA ,  CB  ,  CATs  serán  por 
consiguiente  los  arcos  trazados  por  ios  puntos  ^  y  J9  ma- 
yores que  el  arco  andado  por  el  punto  K  multiplicado  por  iVT. 
183  Para  que  se  verifique  también  en  este  caso  la 
segla  de  Guldin^  se  practicará  lo  siguiente.  Desde  el  punto 
C  se  tirará  una  linea  qualquiera  CA  >  desde.  C  como  centro^. 
y  con  el  radio  CB  se  trazará  el  arco  BD  ^  que  dejará  se- 
ñalado  en  la  recta  CA  el  punto  D.  Imaginemos  que  en  lu- 
gar del  punto  B  se  ha  substituido  el  punto  D  h  proyéc-* 
tese  circularmente  el  punto  j5  en  D  en  una  linea  CA  da« 
da  de  posición  $  búsquese  el  centro  de  gravedad  H  de 
los  puntos  Ay  D.  Los  arcos  andados  por  los  puntos  A  y, 
B  serán  iguales  al  arco  andado  por  el  punto  H  multiplica* 
ido  por  N. 

Lo  probaremos  imaginando ,  que  siendo  C  el  centro 
'de  giración  ,  la  linea  CA  llega  á  CAly  la  CB  á  Ctí,  y  los 
puntos  A^B  yDyH  andan  respectivamente  los  arcos  AAy 
BB'y  PD\  HH'.  Los  ángulos  BCA ,  B^CA^  serán  igua- 
les ,  pues  son  un  mismo  ángulo  puesto  en  distinta  posición; 
luego  si  restamos  el  ángulo  común  tíCA^  los  residuos  BCa^ 
acá'  serán  iguales,  y  por  consiguiente  los  zico^BBfyDU 
que  tienen  un  mismo  radio  serán  iguales.  Y  como  (  x  8  i  ) 

AA^ 


DE  n I nJmi CA.  117 

AJ-¥^  DI>'=l  N  X  HH\  será  Aj^^  B^=N  x  HH'..  Flg. 
.  184  Da  esto  inferit:e]XK>s.pára  ql  caso  én  que  los 
puntos  no  están  en.ua  mismo  plano  con  el  centro  de  gra* 
vedad  la  regla  siguiente.  Proyecten^  circiúarmente  todos  hs 
puntos'  en  una  linea  tomada  á  arbitrio  que  pase  por  el  centro 
de  rotación  $  búsquese  el  centro  de  gravedad  de  los.  puntos  que 
resultaren  de  la  proyección  ;  el  producto  del  arca  que  este  tro* 
tare  multiplicado  por  el  número  de  los  puntjos  será,  igual  á  la 
suma  de  los  arcos  andados  por  hs  puntos  propuestos.   1 

Esta  construoripn  está  diciendo  lo  que*  se  b¡^áo  prac^ 
ticar  para  determinar  el  punto  &,  ó  la  distancia  á  que  está  5  ^* 
del  de  giración  C.  Porque  (  iSi  )  CA^^CDzziNx 
CHh  Y  cofüoCD=z,CB,,  selrá  CAi^CBazNxCJff. 
Por  consiguiente  «asi  (¿(xnbpor  mcjiio  deiasuüstancias  ^  que 
están  de  la  PQ  los  puntos  própuesps ,  se  determina  la  éÜB^ 
táñela  CjBC  del  centro  d^  gravedad  ;  también  se  detér** 
mina  lá  CH  pGor^medio'  de  las  distancias  á  que  estáa  los 
puntos  propuestos  del  centro  de  rotación  C  ]|n  tohociendo 
CH I  y.  determinando  el  ángulo  de  rotación  ^  queda  deter- 
minado el  arco ,  cuyo  producto  por  el  número  JNT  s^rá  Igual 
á  la  suma  de  los  arcos,  andados  po^  los  pontos^  ^  y  B.  .  . 

185  'Solo  &Ua  pceyenic  acerca  de  esto^^que  se  pue-  r  i; 
de  proyectar  circularmente  el  punto  JS  en  la  linea  CA  de 
idos  modos^.d  de  modo  que  I0& pumos  AyD  estén  á  un 
mismo  lado  respecto  del  centro  de  rotación  ^  v  6  de  ínodo 
<]ue  estén  el  cmo  á  un  lado ,  y  el  otro  á  otto  del  apresar 
do  centro.  En  el  primer  caso  la  suma  de  los  arcos  andados 
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líg^  por  los  puntos^^  A  y  B  y.  es  igual  al  atea  ánckcb  por  el  pun- 
to iH  piuitíplicado 'por  N:  en  el  otro  caso  el  producto  del 
arco  andado  poi:  el  punto  H  multiplicado  por  N  será  igual 
á  la  diferencia  de  los  arcos  andados  por  los  puntos  Ay  B. 
Por  consiguiente  para  sacar  la  suma  de  los  arcos  >  se  han  de 
proyectar  á  un  mismo  lado  respecto. del  centro  de  rotaclom 
y  para  sacar  su  diferencia ,  se  habrán  de  proyectar  dichos 
puntos  en  lados  opuestos. 

I  8,5      Quanto  hemos  dicho  en  el  supuesto  de  que  se 
haga;  la .  giración  en  un  mismo  plano  ^  y  al  rededor  de  un 
punto  9  se  aplica  igualmente  al  supuesto  de  qué  se  haga  el 
movimiento  de  rotación  al  rededor  de  un  ege  ,  nó  estando 
tos  puntos  en  un  mismo  plano,,  al  qual  sea  perpendicula? 
al  ege  de  rotación.  Porque  ó  todos  los  puntos  están  en.  un 
mismo  plano  que  pase  por  el  ege  de  rotación  ,y  entonces 
se   verifica  la  regla  de  Guldin ,  esto  es  que  la  suma  de 
loS  accos  anclados  por  cada  uno  de  los  puntos  es  igual  al 
ateo  andado  i  por  su  centro  común  de  gravedad  ,  multiplica^ 
do  por  so  número.  Si  todos  los  puntos  no  estuvieren  en  un 
mismói  plaiio  que  pase  pof  el  ege  de  rotación  5  se  concebi- 
rá Uñ  plano  que  pasd  poif  el. ege: de  rotación  ytxttíi  qual  se 
-  ;    proyectarán,  circularmcntc  todos  los  puntos  j  «e  buscará  el 
centro  comfun  de  ^tavedad  de  los  puntos  proyectados  ca 
el  pdano  j  y  el  producto  del  camino. que  este  anduviere^ 
riiultipUcado  por  el  número  de  los  puncos  ,  será  igual  á  la 
«urna  de  todos  loii  arcos  andados  por  cada  uñó  de  los  pun* 

tos  propuestos. 

.  ,  Su* 
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187  ÍShponganios ahora^  qué  la  linea  AB^mí  al  Flg. 
rededor  del  punto  C>  por  el  qual: pasarla  si  se  la  prolonga^  52. 
ra  y  y  que  su  centro  de  gravedad  esté  en  su  punto  del  me* 
dio  K  V  nos  toca  probar  que  la  superficie  ABÉA'  que 
engendra  en  virtud  de.su  movimiento  es  igual  al  rectáa- 
gtdo  de  la  misma  linea  BA  nmlriplicáda  por  el  arco  KK! 
andado  por  su  centro  de  gravedad  K. 

Si  después  de  prolongada  hasta  C  la  linea  propuesta 
itffff^  llamamos  CB^ajBMy  xi  el  elemento  iKiri\r  ^  dx^ 
MMÍ iyi  y  tomamos  los  momentos  denlas  dx  consideradas 
como  pesos  ó  fuerzas  respecto  del  panto  C,  tendremos 
(  181  )  SSjM.  -^  xydx  zziCKyk  S.dx.'^no  i  todas  las 
distancias  CMizza  *t^s  xartospqñécq  arcos: que  hs  son 
prc^rcionales ,  del  mitenp  áiodaqüo  á  la  distancia  CALcot^ 
responde  el  sueco  KK  i  luego  substituyendo  estos  arcos  en 
lag^r  de  las  esptesadas  distancias  saeteemos  S^ydx  zzz  KK! 
T¥-S.diíyy  suponi¿hcb.JC2i¿£^>.ierá*vS'j«6crs=c  KK^^  AB^ 
^  como  en  el  mismo  supuesto  S^dx  es  '^(SL-f  66)'  igual  á 
U  zitz.  ABB' AÍ y  será  también  dicha  área  11=  ATJSTV  ^jS/ 

Si  d  punto. j9.GQÍnddkre.xQ«i  eL  ceátro  .de  rotadon 
C  i  la  (aja  ó  zooa  engcn(i^:&dai  secfa^ub  sector  circular  ,  cü^ 
ya  área  sería  por  constguie&te  ijgiiál  al  producto  del  radio 
del  sector  multiplicado  por  un  arco  análogo:  del  círculo 
cuyo. radio  fuese  la  mitad  del  radIo:del sector; 

xero  s£>el  ponto  B  iestúviera  co  Kú  «itt0'iado.del  ptmto 
Cque  entonces  dividirla  la  recta  \^^>  en  este  supuesto  d 
«ectoc  trazado  por  CA  qicnos  d  sector  .trazado  por  Cb'f.sC' 

H  4  ría 
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Hg.  ría  ¡güal  al  producto'  de  toda  lá  Ab  multípücacía  por  el 
caminó  andado  por  el  centro  dé  gravedad.  Esto  es  evidente 
por  Id  dicho  (    1 1 5   ). 

I  8  8  Todo  esto  debe  entenderse  respecto  de  las  If- 
seas  que  giran  con  la  circunstancia  de  que  si  se  las  prolon* 
gárá  pasarían  por  el  centro  de  giración.  Respecto  de  las 
lineas  que  giran  al  rededor  de  un  punto  por  el  qual  no 
pasan  j  hemos  de  hacer  algunas  prevenciones  ^  iin  las  qua- 
lessepódrian  cometer  algunas  equivocaciones  enhapli** 
cacion  de  la  regla  de  Goldin.  En  este  caso  es  preciso  va* 
lersede  la  proyección  circular  del  mismo  modo,  con  corta 
diferencia  y  que  .declaramos  antes  acerca  de  los  puntos. 
Supongamos  y  pues,  que  una  linea  qiKilquiera  B A  gire 

^  3  *  al  rededor  del  punto  C  y  por  el  qual  no  pasa  aunque  se  la 
prolongue  y  y  que  pase  de  la  posición  Bjí  á  la  j9  ^,  por . 
manera  que  haya  engendrado  la  superficie  B' BAA^  tctrcA^ 
nada  por  dos  arcos  tírcularcs  BB  y  AA'y  cuyos  radios  son 
respectivamente  CB  ,  CAy  y  por  las  dos  rectas  ABy  AÍBf. 
Para  determinar  esta  superficie  tiraremos  una  linea  qual« 
qiúera  CA^  y  desde  el  punto  C  cooóo  centro  ,  y  con  el  ra-* 
<iio  CB  trazaremos  el :  arco  BV  y  para  proyectar  circular^ 
'iñente*6iti  DA  la  linea  BAé  Buscaremos  el  centro  de  grave- 
<iad  K  de'  la  DA  y  que  está  ensu  punto  del  medio.  Imagi** 
naremos  que  la  recta  I>^  giiía  juntamente  con  la  ^ff ^  ai 
rededor '  del  centro  C;^  Quandb  la  BA  llega  á  B^A\  la  rec- 
u  DA  llega  á  Di Afy  y  su  centro  de  gravedad  K  anda  el 
arco  ckcttlar  KS!.  Todo  issto  supuesto  y  probaremos  que 

el 
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el'  espacio  BAA^É  que  la  recta  BA  engendra  mientras  Ffg. 
gira  es  igual  á  DA  x  KKÍ 

Porque  el  triángulo  mixtllineo  BDA  es  de  todo  punta 
igual  al  triángulo  B  D  ^^  porque  si  sobrepusiéramos  el  ar-^ 
co  BfD^  al  arco  BD  ,  convendrían  perfectamente  uno  con 
otro.  Luego  si  á  cada  uno  de  los  espresados  triángulos  le 
añadiésemos  el  espacio  DBAA\  el  cspzcio  BB^A^ A  será 
igual  ai  espacio  DUlAÍAiy  conio  á  este  último  le  engcn- . 
dra  la  recta  VA  que  pasa  por  el  centro  C  de  rotación  ,  ha 
de  ser  igual  á  DAxKK^i  luego  también  el  espado  5JB^-^^^ , 

.18^  £s  menester  poner  cuidado  en  no  cometer  algu^ 
na  equivocación  al  tiempo  de  egecutar  la  proyección  circu*" 
lar.  Porque  muchas  veces  se  han  de  considerar  dos  lineas 
como  que  se  confunden  en  un  mismo  lugar  y  conforme  va^ 
IDOS  á  declarar.  Supongamos  que  la  linea  AB  haya  de  girar  ^  j,, 
al  rededor  del  punto  C  >  desde  cuyo  punto  se  la  tire  la  per-- 
pendicular  CE  y  que  servirá  de  radio  para  trazar  el  circuló 
EFE\  Después  de  tirada  la  recta  C/f^  proyectaremos  en 
ella  la  recta  AE  y  y  tendremos  la  linea  ^F.  Desde  el 
centro  C  y  y  con  el  radio  CB  trazaremos  después*  el  arcd 
BD  y  y  proyectaremos  circularmente  en  FD  la  linea  BE¿ 
Es  evidente  que  la  recta  FD  nace  de  I4  proyección  circu^^ 
lar  de  la  .linea  AE  ,  y  de  la/Bfi  5  jKir  consiguiente  en  FD 
séhan  de  considerar  como  confundidas  y  ppnetradas  una  con 
otra  dos  lineas  >  y  en  este  supuesto  se  ha  de  buscar  el  centró 
de  gravedad  denlas  lincas,  que  resultan  de  la  proyeccáon^  .  j  ^ 
:í  Pe- 
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I 

Hg.  Pero  entonces  se  ha  de  mirar  con  cuidado  qué  espacio 

engendra  la  linea  AB.  Supongamos  qué  moviéndose  la  li- 
nea propuesta  desde  AB  á  A'sf  los  puntos  A^  E,  B  tracen 
los  arcos  semejantes  AA'^  EE'y  Btí.  La  parte  AE  engen- 
drará el  espacio  AEE  A  interceptado  entre  los  arcos  seme- 
jantes A  A  y  EBff  y  entre  las  rectas  iguales  AE  ,  AE'í  la 
parte  BE  engendra  el  espacio  BEE  B'  interceptado  entre 
los  arcos  semejantes  jBJS'jJSfi', y  las  rectas  x^saXe&BE  jB' É y 
estos  dos  espacios  tienen  común  la  parte  EOB  E  termina- 
da por  las  dos  rectas  iguales  EOytítí ^  y  los  dos  arcos  OB, 
EEÍ  Por  consiguiente  hemos  de  concebir  allí  confundidos 
uno  con  otro  dos  espacios  ,  á  ñn  de  que  el  espacio  engen- 
drado por  la  linea  5^  sea  igual  al  rectángulo  ácAF-^FD 
multiplicada  por  el  camino  que  hubiese  andado  el  centro  de 
gravedad  de  estas  dos  lineas. 

Prolongúese  el  arco-BJS'  hasta  que  corte  A^tn  O'h  es 

5  4*  evidente  que  el  segmento  BEO  es  igual  al  segmento  B'ÉO'í 
luego  añadiéndole  á  cada  segmento  el  espacio  EOSfEf,  será 
la  zona  BEÉb!  =  EOO'EÍ  Pero  la  primera  es  engendrada 
de  BEy  y  la  segunda  de  OE  j  luego  las  zonas  que  engendran 
las  lineas  iguales  EO  ,  EB  que  están  á  distintos  lados  de  la 
perpendicular  ,  salen  iguales.  Por  lo  que ,  si  se  buscan  sepa- 
radamente las  zonas  engendradas  primero  por  AE ,  y  des- 
pués por  .OE  ,  saldrá  la  zona  engendrada  por  AB. 

ip  o-     Será  provechoso  en  muchos  casos  hacer  uso  de 

la  proyección  al  otro  lado  del  punto  C ,  conforme  manlfcs- 

5»  5*  taremos  Supongamos  que  se  haya  de  proyectar  ciicuUrmea- 

te 


DE  DINÁMICA,  nal 

tela  recta  AB^  con  la  mita  íde  determinar  la  superficie  que  Fl|;^ 
engendrará  en  su  movimiento  de  rotación.  Le  añadiremos 
á  la  recta  AB  una  linea  qualquiera  BE  y  y  desde  el  punto  C 
como  centro  con  el  radio  CE  y  trazaremos  el  semicírculo 
FEH  y  y  estará  la  linea  EA  proyectada  circularmente  en. 
jíF.  Desde  el  punto  C  como  centro,  y  con  el  radio  CB  tra- 
zaremos después  el  arco  BDy  y  con  esto  la  linea  añadida  BB 
estará  trazada  circularmente  en  DH  al  otro  lado  del  centro 
C  de  rotación.  Si  el  centro  de  gravedad  común  de  las  dos  li- 
neas estuviere  en  Ky  la  faja  que  BA  engendrare  será  igual 
iü  producto  de  AF  -+•  HD  por  el  camino  que  hubiere  an- 
dado el  punto  K. 

Porque  la  faja  que  BA  engendrare  es  igual  á  la  hjz 
engendrada  por  AE  menos  la  &ja  engendrada  por  BE  $  pe- 
ro la  primera  es  igual  á  la  feja  engendrada  por  FA  y  y  la 
otra  es  igual  á  la  faja  engendrada  por  DH  y  luego  la  faja 
engendrada  por  BA  es  igual  á  la  diferencia  de  las  fajas  en-* 
gendradas  por  las  lineas  FA  y  DH.  Y  como  esta  es  igual 
á  (AF-^  HD)  X  el  camino  que  anduviere  el  punto  K  5 1^ 
£ija  engendrada  por  BA  y  será  también  igual  á  (AF-^-HD) 
X  el  camino  andado  por  pl  punto  K. 

Quanto  hemos  dicho  de  las  lineas  rectas  se  aplica  tam* 
bien  á  las  líneas  curvas. 

i  ^  I  Hasta  aquí  hemos  supuesto  que  todos  los  pun^ 
tos  de  la  linea  que  gira  estén  en  un  mismo  plano  al  qual 
sea  perpendicular  el  ege  de  rotación.  Consideremos  ahora 
los  casos  en  q^e  alguna  porción  de  la  figura  está  fiiera  de   **  > 

di- 
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Fig.  dicho  plano.  Su{)ongámos  ptitriero  que  la  ñgura  generátcüz 
^£Sté  én  un  mismo  plano  que  pase  poc  el  ege  de  rotación; 
cto  este  caso  será  también  el  producto  de  la  figura  genera- 
triz multiplicada  por  el  camino  andado  por  su  centro  de 
gravedad  y  igual  á  la  figura  engendrada.  Esta  proposición 
abraza  dos  casos  ^  porque  la  figura  generatriz  puede  ser 
tina  línea  que  engendra  una  superficie ,  ó  una  superficie 
que  engendra  un  sólido. 

L      Supongamos  que  el  ege  de  revolución  sea  CDP^ 

5  ^*  por  el  qual  pase  el  plano  en  el  qual  está  la  linea  AB  y  sea 
recta ,  sea  curva ,  cuyo  centro  de  gravedad  esté  en  ÜT.  Tí- 
rese desde  dicho  centro  la  DK  perpendicular  al  ege.  Desde 
un  punto  qualquiera  M  tírese  también  la  MP  perpendicu- 
lar al  ege  ,  tómese  la  parte  infinitamente  pequeña  MN  ^  y 
y  llámese  MP  y  Xy  MN  y  du.  Por  lo  dicho  (  i  8  i  )  será 
S.  xdu  =  KD  X  SJu.  Pero  haciéndose  la  rotación  al  rede- 
dor del  ege  CP, los  arcos  trazados  poriW,  que  llamaremos  jf, 
•  y  el  arco  trazado  por  K ,  que  llamaremos  K ,  serán  pro- 
porcionales á  las  distancias  MP ,  KDi  luego  después  de 
substituidos  dichos  arcos  en  lugar  de  dichas  lineas ,  re- 
sultará S.  ydu  =  K'y.  S.  du  =  K'x  AB  ,  siendo  u  z=zJ4Bt 
y  como  en  este  supuesto  S^du  es  igual  á  la  superficie  en- 
gendrada por  AB ,  será  dicha  superficie  igual  á  la  linea  AB 
multiplicada  por  el  arco  que  trazare  su  centro  de  grave- 
dad A; 

i.p  i      n.:  ScA  ahora  la  figura  que  gira  una  superficie 

,5  7*  iUvidida  en  sos  elementos  RSFT  por  lineas  paralelas  al  ege 

de 
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de  rotación  CD.  Supongamos  que  esté  en  K  el  centro  de  Fig« 
gravedad  de  dicha  figura  ,  con  lo  que  será  KD  su  distancia 
del  ege  de  revolución  $  llamaremos  x  la  distancia  á  que  es-; 
tara  del  ege  el  elemento  EJ^  y  y  al  mismo  elemento  le  Íla<« 
matemos  du.  Por  lo  diclio  (181)  será  S.xdu  n:  KD  h 
S.dü  rpero  x  y  A2>  son  proporcionales,  á  los  arcos  trazad<» 
á  un  mismo  tiempo  ,  que  llamaremos  yjK'\  luego  después 
de  egecucadas  las  substituciones  correspondientes,  sera  S.ydu^ 
zzzKxS.duzzz  BJ^Z .K  ^y  como  en  este  supuesto S.yda 
es  el  sólido  engendrado  durante  la  revolución  ;  será ,  pues, 
este  el  sólido  igual  al  producto  de  la  superficie  generatriz 
multiplicada  por  el  camino  que  hubiere  andado  su  centro 
de  gravedad. 

193  Si  alguna  porción  de  la  figura  generatriz  estu* 
viera  al  otro  lado  del  ege  de  revolución  ,  la  figura  que  esta 
porción  engendrara  se  deberla  restar  de  la.otra  para  que  se 
verificara  la  regla  de  Guldin  y  conforme  hemos  dicho  antes. 

1  p  4  Si  la  figura  generatriz  no  estuviera'  en  un  mis- 
mo plano  que  pasara  por  el  ege  de  revolución  ^  sería  precl«» 
so  proyectarla  circularmente  enrtia  plano  que  {>aqára  por  el 
^e  de  revolución;  se  deterihiharia  después  el  centro  dé  gra^> 
vedad  de  Ja  figura  que  resultara  dé  la  proyección  circulara « 
multiplicaríamos  finalmente  esta  figura  por  el  arco  que  tra-- 
zara  su  centro  de  gravedad  y  y  él  producto  sería  el  valor  de 
la  figura  engendrada  en  la  revolución. 

Escusamos  probar  esta  proposición  por  ser  evidente 
Sn  virtud  de  lo'  dicho  antes. 

iQuan- 
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F*g*  ^9  5  Q«ando  se  conoce  , ó  es  fácil  de  determinar  el 
centro  de  gravedad  de  la  figura  generatriz  ,  sea  linca ,  ó  su- 
perficie, como  sucede  respecto  de  las  figuras  rectilíneas,  de 
todo  el  círculo ,  de  la  elipse  ,  y  de  todas  las  figuras  que  se 
componen  de  quatro  partes  iguales  y  semejantes  ,  en  estos 
casos  es  muy  fácil  la  aplicación  de  la  regla  de  Guldin.  Está 
regla  ihanifiesta  por  sí ,  que  con  tal  que  esté  siempre  á  la 
misma  tlistancia  del  ege  de  revolución  el  centro  de  gravea 
dad  ,  resultará  siempre  una  misma  cantidad  ,  esté  la  fígurx 
generatriz  eri  la  situación  que  estuviere,  mientras  estuviere 
en  el  mismo  plano  de  rotación. 

196  Si  la  figura  generatriz  constare  de  dos  partes 
Iguales  y  semejantes  ,  separadas  por  una  linea  recta ,  su  cen« 
tro  de  gravedad  estará  en  dicha  linea.  Sí  esta  línea  fuese  pa- 
ralela al  ege  de  rotación,  sería  escusado  buscar  el  centro  de 
gravedad ,  porque  ¿n  qualquiera  parte  que  esté ,  estará  slem-; 
pxc  á  la  misma  distancia  del  ege  de  rotación.  .        ' 

-    I P  7'     -  ^^o  supone  este  modo  de  medir  la  estensíon, 
que  sea  dada  la  cantidad  de  la  figura  generatriz  $  por  cuyo* 
nkotiv9  es  preciso  que  ¡sea;  muy  sencilla  y  ó  que  esté  yá  redu- 
cida á  bara;nsas  ^ncílla;  ¡SL  ie  hubiere  de  practicar  esta  pre-  > 
paradori  ,  y  determinar  después  el  centro  de  gravedad,  no' 
sería  poco  el  trabajo.  Sería  ,  pues  ,  conducente  dividir  en  es-  • 
tos,  casos  la  figura  generatriz  en  sus  elementos  ,  y  muhipll- : 
car  cada  uno  de  estos,  pot  el  camirioquc  anduviere  su  cen-' 
tro  de'  gravedad  >•  después  se  tomaría  la  integral  que  espre- 
saria  el  valor  de  la  figura  engendrada, 

SI 
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I  p  8  Si  la  figura  generatriz  fuese  y  por  egemplo  ^  la  FIg« 
linea  j4B  j  la  dividiríamos  en  sus  elementos  MNy  tiraría^-*  5  6. 
mos  las  MPy  NQ  perpendiculares  al  ege  de  revolución  5  lla- 
maríamos r  :  ^  la  razón  del  radio  á  la  circunferencia  y  y  ha- 
ríamos esta  proporción  r  :  c::  MP  :  yMP  ,  cuyo  quarto 
término  niultiplicado  porMNzzzdu  sería  el  valor  del  ele- 
inento  de  la  superficie  engendrada  y  cuyo  elemento  sería  por 
consiguiente  =:  -j-MP^  du.  Y  como  de  la  equacion  de  la  cur« 
ya  se  puede  sacar  el  valor  de  du  en  MP  y  se  podrá  hallar  por 
medio  de  la  integración  el  valor  de  la  superficie  engendrada. 

199  Pero  si  la  figura  generatriz  fuese  una  superficie^ 
hay  muchos  modos  de  dividirla  en  sus  elementos.  Si  dicha 
superficie  tuviere  un  ege  paralelo  al  ege  de  rotación  ^  será 
muy  del  caso  dividirla  en  sus  elementos  por  medio  de  lineas 
perpendiculares  á  su  ege  de  rotación.  Esto  se  puede  egecutar 
en  la  superficie  ABD  cuyo  ege  JÍD  es  pasaleio  al  ege  de 
rotación  EC  y  que  por  consiguiente  dividiremos  en  sus  ele- 
mentos tirando  las  rectas  RMy  NS  las  quales  prolongadas  %Z. 
son  perpendiculares  al  ege  CE.  Llamaremos  EAybh  ARy  xi 
RMyy.  Supondremos  que  el  centro  de  gravedad  del  ele- 
mento RN  esté  en  K  y  cuya  distancia  al  ege  de  revolución 
CE  será  =  *  -♦-  ^.  Luego  (IIL  y  9  7  )  el  elemento  del  só* 
Udo  engendrado  será  7-  (*  H-  -^)  ydx. 

Si  la  superficie  en  lugar  de  estar  terminada  por  la  linea 
BD  paralela  á  las  ordenadas  y  lo  estuviere  por  la  linea  BG 
ó  BF  i  para  hallar  el  valor  del  sólido  cuyo  elemento  :r= 
K*  "*" T)y^^  haríamos ^  =  AD yy  2X  sólido  z=zS.^ 
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Fig.  (íf  -K  ^^ydx  le  añadiríamos  el  sólido  engendrado  por  eí 
triángulo  BDFj  ó  Ic  quitaríamos  el  que  engendrare  el  trián- 
gulo BDG. 

También  hay  casos  en  que  acomoda  mas  dividir  la 

(1^  P*  superficie  generatriz  en  sus  elementos  por  medio  de  lineas 
paralelas  al  ege  de  revolución.  Llamemos  BE ,  b  $  BSy  x; 
SM,y  5  y  el  centro  de  gravedad  AT  del  elemento  jBifcT  estará 
á,  la  distancia  zzzb  —  áp  del  ege  de  revolución;  será,  pue% 
el  elemento  del  sólido  engendrado  =Zy(b — x) ydx. 
.  200  Aunque  las  circtmstancias  de  las  cuestiones  que 
pueden  ocurrir  sugerirán  al  calculador  los  artificios  la  que 
podrá  apelar ,  no  podemos  menos  de  considerar ,  bien  que  d¿ 
paso,  el  caso  particular  en  que  se  tratare  de  determinar  el 
.  sólido  engendrado  por  una  superficie  curva  terminada  por. 
tangentes  de  la  misma  curva.     . 

f^Q^^  Sea  AMB  una  curva  qualquiera  comparada  can  la  li¥ 
nea  CS  ,  en  la  quál  rematan  las  tangentes  cama  MR  tiradas 

.         desde  los  diferentes  puntos  de  la  misma  x^urva  j  y  proponga** 

monos  determinar  el  solidó  engendrado  por  una  superficie  ter^ 

minada  por  AC  ,  CK,  una  porción  de  la  curva  y  y  su  tangen' 

te.  Tiraremos  las.  dos  tangentes  infinitamente  próximas  MRy 

-NSy  y. desde  el  punto  O  éxídc  concurren  como  centro,  coA 

el  radio  OR  trazaremos  el  arco  RT^  d  elemento  de  la  su^ 

:petfície  será  el  sector  ORT,  cuyo  centro  de  gravedad  JíC 

-estará  dd  punto  O  á  la  distancia  (    1^9   )  de  las  dos  ter- 

rceras  partes  de;l  radio.  .         J.   ^  ' 

Desde  un  punto  qualquiera  C  tiraremos  las  CF ,  CG 

V  pa- 
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paralelas  é  iguales  á  las  rectas  MR  ,  NS ,  y  tiraremos  FG-,  Fig. 
el  sector  FCG  será  zz:  ORT ,  y  su  centro  de  gravedad  es- 
tará del  punto  C  á  la  distancia  de  las   dos  terceras  par- 
tes ácCF.  Por  consiguiente  si  tiramos  las  irP,//j2  perpen- 
diculares á  la  Cy ,  tendremos ,  llamando  r  el  radio  OR ,  H^.   . . 
KP  ::  yr  :  yr  ::  2:1. 

Sentado,  esto ,  una*  vez  que  el  sólido  engendrado  por 
ORT  es  1=  ORT  multiplicado  por  la  circunferencia  cuyo 
radío  es  KP ,  y  el  sólido  engendrado  por  CFGizzCFG  mul- 
tiplicado por  la  circunferencia  cuyo  radio  es  HQ ,  el  primer 
sólido  será  al  segundo  como  i  :  2  >  y  como  esta  r^zon.  es 
constante  y  también  se  verificará  en  cantidades  finitas. 

201  Supongamos  que  sea  j4MB  la  curva  llamada  6  o. 
Tractoria  ,  cuya  naturaleza  consiste  en  que  su  tangente  ^ÍÍR 
es  una  linea  constante  >  y  qile  sea  AC  su  primera  tangente^ 
£5  evidente  que  la  figura  en  que  rematan  las  lineas  iguales  y 
paralelas  á  las  tangentes  de  la  curva ,  es  la  circunferencia 
de  círculo  yíGi  por  consiguiente  el  sólido  engendrado  por 
d  ;cspácío  J^CRü/ girando  al  raedor  de  CR  ,  será  al  sólí- 
éá  engendrado  por  el  espacio  ^C(r  dando  la  vuelta  al  re- 
dedor de  CEw  1:2.  Ludgo  el  sólido  infinitamente  largc^ 
engendrado  por  la  curva  ,  girando  al  rededor  de  stf  asym- 
tota ,  será  la  mitad  del  enusferió  cuyto  radio  fiíese  la  taoí- 
gente  jie  la  citíva.  '  '   -     .   -     '  .  .t 


j 
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fig. 

De¡  Movimiento  de  los  cuerpos  pesados  por  los  Planos 

inclinados. 

Z0  2  Un  cuerpo  pesado  entregado  á  ú  mismo  sobre 
'6 1 .  una  superficie  plana  KLHl  inclinada  al  orizonic  PIHNy 
no  obedece  con  libertad  á  su  pesantez.  Parte  del  impulso 
que  le  imprime  la  pesantez  se  gasta'  en  comprimir  el  plano; 
y  la  otra  parte  se  gasta  en  mover  el  cuerpo  á  lo  largo  de 
dicho  plano.  Es  ,  pues  ,  preciso  que  se  resuelva  la  pesantez 
en  dos  fuerzas  y  la  una  de  las  quales  cause  la  presión  en  el 
plano  ,  y  la  otra  el  movimiento  á  lo  largo  del  plano. 

Supongamos ,  pues  ,  que  sea  G  el  centro  de  gravedad 
ele  dicho  cuerpo  ^  ó  el  punto  en  el  qual  se  debe  considerar 

* 

como  reconcentrado  (  i  y  tf  )  todo  el  conato  de  la  pe- 
santez y  y  que  represente  GB  el  espacio  que  andaría  cayendo 
en  un  Instante ,  si  estuviese  libre.  Tiremos  GC  perpendicular 
al  plano  KLHI  $  y  concibamos  que  por  GB  y  GC  pase 
otro  plano  >  este  plano  será  perpendicular  á  los  dos  planos 
-KLHI  y  IPNH  y  pues  pasa  por  rectas  perpendiculares  á 
estos  planos.  Luego  si  imaginamos  que  DE  y  £F  sean  las 
intersecciones  de  dicho  plano  prolongado  con  los  dos  planos 
KLHI  y  IPNH  y  DE  y  EF  serán  perpendiculares  á  la  inter- 
acción común  HI  de  dichos  dos  píanos. 

Tiremos  GjÍ  paralela  á  DE ,  y  concibamos  el  para^, 
lelogramo  GABC y  cuya  diagonal  sea  GB  ,  siendo  GAyGC 
los  lados.  Podemos  suponer  (  69  )  que  la  gravedad  en 
lugar  de  impeler  el  cuerpo  acia  GB  y  le  solicita  á  que  se 
'    *  •    '  .  mué- 


Plana  ^a 


) 


DE  DINÁMICA.  rji 

mueva  acia  GC ,  con  la  velocidad  GC ,  y  acia  GA  con  la  Fig. 
yeloddad  GA.   Pero  es  evidente  que  por  ser  QC  pcrpen-    6 1. 
4icular.  al  plano  ^  no  puede  menos  de  ser  destruida ,  si  el 
punto  O  en  que  encuentra  el  piano  ^  es  al  mismo  tiempo  ud 
punto  del  cuerpo. 

Por  lo  que  mira  á  la  fuerza  GA^  como  no  intenta ,  ni 
arrimar  ^  ni  apartar  al  cuerpo  del  plano  ^  por  ser  paralelaal 
plano  y  no  puede  menos  de  surtir  su  efecto.  Representa  ^  pues» 
GA  la  velocidad  que  está  para  adquirir  el  cuerpo  y  y  ad* 
xjuirirá  en  el  primer  instante. 

Por  estar  la  fuerza  GA  en  el  plano  de  las  dos  rectas 
GBy  GC  ha  de  estar  en  el  plano  DEF.  Podemos  ,  pues, 
prescindir  de  la  estension  de  los  dos  planos  KLHI ,  IPHN,  ^  ^  ^ 
y  considerar  solo  el  plano  DEF  representado  en  DEF$ 
de  suerte  que  podemos  considerar  que  el  cuerpo  se  mucí* 
ve  por  la  recta  DE ,  que  llamaremos  el  Plano  inclinado: 
FE  será  su  base  ,  y  representará  el  plano .  orizontal  5  á  la 
perpendicular  DF  tirada  desde  ün  punto  qualquiera .  Z)  de 
DE  á  EF ,  la  llamaremos  la  Altura  del  Plano  inclinado. 

203  Ya  que  la  fuerza  GA  pasa  por  -  el  centro  de 
gravedad  G  del  cuerpo  itf ,  se  ha  de  repartir  (157)  igual- 
mente entre  todas  las  partea  de  dicloo  cuerpa  Luego  si  pres- 
cladimos  áú  rozamiento  y  no  tendrá,  ni  podrá  tener  el  cuer- 
po  sino'  movimiento  para  escurrirse  á  lo  largo  del  plano,  y 
ninguno  para  rodar ,  sea  la  que  fuere  5u  figura ,  con  tal 
que  la  perpendicular  GC  pase  por  un  punto  del  plano  ,  que 
al  mismo  tiempo  sea  un  punto  de  la  superficie  del  cuerpo. 

I  2  No 
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Fíg.   No  sucederá  lo  propio ,  conforme  declararemos  en  otro  lu- 
6  2 .   gar  y  quando  la  perpendicular  al  plano  no  encontrare  la  base 
del  cuerpo ,  ó  la  superficie  con  que  toca  el  plano  >  ó  si  hu- 
biere rozamiento.  Excepto  este  caso  único  ,  el  cuerpo  nun- 
ca puede  rodar. 

204  Ya  que  el  cuerpo  M  ha  de  andar  GA  en  el 
mismo  tiempo  que  hubiera  andado  GB  en  virtud  del  impul- 
so libre  de  la  pesantez  ^  si  concebimos  que  al  fin  del  pri-- 
mer  instante  vuelve  á  impelerle  la  gravedad  ;  como  en  inso- 
lantes iguales  comunica  esta  fuerza  grados  iguales  de  velo* 
cidad  ,  si  imaginamos  respecto  del  segundo  grado  de  velo- 
cidad que  comunicará  en  la  dirección  de  la  vertical  y  una 
resolución  de  fuerzas  semejante  á  la  que  hemos  supuesto  en 
el  primer  instante  ;  echaremos  de  ver  que  el  segundo  para- 
lelogramo  será  de  todo  punto  igual  al  primero ,  y  estará 
en  el  mismo  plano  que  él.  Inferiremos ,  pues,  del  mismo  mo- 
do que  quedará  destruida  la  fuerza  perpendicular  al  plano, 
y  la  fuerza  paralela  que  será  igual  áG^  se  Juntará  con  esta? 
de  muerte  que  discurriendo  del  mismo  modo  respecto  de 
los  instantes  siguientes ,  inferiremos  generalmente  que  la 
yelocidad  á  lo  largo  del  plano  inclinado  crece  por  grados 
Iguales  5  esto  es  ,  que  el  movimiento  de  los  cuerpos  pesados 
por  planos  inclinados ,  és  un  movimiento  uniformemente  ace^ 
¡erado.  Luego  quanto  hemos  dicho  (  3  tf  y  sig.  )  en  or- 
den á  los  movimientos  uniformemente  acelerados  ,  se  apli- 
ca, sin  quitar  ni  poner ,  al  movimiento  á  lo  largo  de  los 

planos  Inclinados  5  de  manera  que  las  velocidades  son  co- 

'  mo 
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mo  los  tiempos  y  los  espacios  andados  son  como  los  qua-  Fig* 
drados  de  los  tiempos  ^  ó  como  los  quadrados  de  las  velo-  6  2 . 
cldades ,  &c. 

205  Luego  para  poder  determinar  el  movimiento  so* 
bre  un  plano  de  una  inclinación  conocida  y  basca  conocer 
la  razón  que  hay  entre  la  fuerza  que  acelera ,  y  la  pesan* 
tez  5  esto  es  ,  la  razón  entre  GA  y  GB.  Pero  como  GA  y 
GB  son  paralelas  á  DE ,  DF,  el  ángulo  AGB  es  igual  á 
EDF  5  y  por  ser  rectos  los  ángulos  A  y  F  ^  son  semejan- 
tes los  dos  triángulos  AGB  ,  EDF ,  y  dan  DE  :  DF : : 
GB  :  GA  >  esto  quiere  decir  ,  que  ¡a  longitud  del  plano  in* 
diñado  es  á  su  altura ,  como  la  velocidad  que  la  pesantez 
comunicaría  al  cuerpo ,  si  estuviera  libre  y  es  d  la  que  le  ca* 
munica  lectivamente  á  lo  largo  del  plano  inclinado. 

Pero  como  la  pesantez  le  imprime  á  un  cuerpo  libre 
en  un  segundo  de  tiempo  y  una  velocidad  con  la  qual  an-. 
daría  30^2  pies  uniformemente  por  segundo  (50); 
será  fácil  determinar ^  en  qualquiera  ocasión^ qué  velocidad 
adquiere  en  el  primer  segundo  de  su  calda  un  cuerpo  que 
tae  á  lo  largo  de  un  plano  inclinado.  Por  egemplo ,  si  la; 
longitud  del  plano  es  dupla  de  la  altura  y  la  velocidad  ad-> 
quirida  á  lo  largo  de  dicho  plano  en  el  primer  segundo, 
será  la  mitad  de  3  o  ^  2  pies  $  quiero  decir  que  si  al  cabo 
de  un  segundo  dejase  de  obrar  la  pesantez  y  el  cuerpo  an^ 
darla  15^1  pies  en  cada  segundo. 

Determinada  por  este  método  lá  velocidad  respecto' 
del  primer  segundo  >  se  determinará  la  velocidad  al  cabo 

Tomjy.  1 3  de 
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Hg.   de  un  numero  qualquiera  de  segundos ,  multipticañdo  aque-^ 

•  lia  por  el  número  de  segundos  \  y  se  determinará  el  espa- 
cio ,  multiplicando  la  misma  primera  velocidad  por  la  mitad 
del  quadrado  del  mismo  número  de  segundos  (39). 
£n  suma  ,  será  &cil  determinar  todas  las  demás  drcunstan^ 
cias  de  estos  movimientos  en  virtud  de  lo  dicho  (3^7 
sig.  ).  De  estos  principios  se  infieren  con  facilidad  las  pro^ 
piedades  siguientes. 

2  o  5      Si  dos  cuerpos  graves  que  salen  á  un  mismo 
tiempo  del  punto  D  bajan  el  uno  á  lo  largo  del  plano  in** 

>  diñado  DJB^cl  otro  á  lo  largo  de  la  vertical  DF  ^  y  se 
quiere  saber  á  qué  punto  del  plano  DE  ha  llegado  el  prl^ 
mero  ^  quando  el  segundo  llega  á  un  punto  qualquie-» 
ra  JÍi  todo  se  reduce  á  tirar  JÍB  perpendicular  á  DE  y  el 
punto  B  será  el  que  se  busca.  Y  de  hecho  y  si  representa- 
mos por  p  la  velocidad  que  la  gravedad  comunica  á  un 
cuerpo  libre  en  un  segundo  de  tiempo  y  tendremos  (52) 
llamando  t  el  tiempo  necesario  para  caer  á  lo  largo  de  D^^ 
DA  =:  ^.  Por  otra  parte  (205  )  la  velocidad  que  ad- 
quiere  en  un  segundo  el  cuerpo  que  cae  á  lo  largo  de  DE 
es  C^j^ ;  luego  llamando  T  el  tiempo  necesario  para  caer 
*desdePá5,  tendremos  (  39  )  Dfi  rz^Jf^x  ^5  luen- 
go DA  iDB  ::  ^  :  ^~  x^i.DE  x  t"- :  DFxT"",  pero 
DA:  DB::  DE:  DF  5  luego  DE  :  DF::  DE  x  í*  :  DF 
X  r*  5  luego  r*  =  í*  ,  y  T=:  t. 
< .   lúj      Luego  si  fuese  DG  un  tercero  plano  andado 

"4^4.  por  un  tercer  mobil  y  que  salió  del  ponto.  2)  al  mismo  tiem^ 

:.  -  ^  w    .  -  po 
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po  que  los  otros  dos  $  tirando  desde  el  ^íxntoAlz  peipen-  F|g. 
dicular  jíCy  los  puntos  A  yB  ^C  serán  los  puntos  donde  64. 
estos  tres  móbiles  llegan  al  mismo  tiempo. 

208.  Si  sobre  DA  como  diámetro  se  describe  una  se<- 
micircunfereticia ,  pasará  ( 1. 3  7  ^  )  por  los  puntos  C  y  5, 
pues  los  ángulos  Cy  B  son  rectos.  Luego  las  cuerdas  DC 
DB  son  andadas  en  el  mismo  tiempo  que  el  diámetro  ver-^ 
tical^P ;  y  como  esto  no  pende  ni  de  la  inclinación  ^  ni 
de  la  longitud  de  las  cuerdas  se  puede  decir  generalmentey 
gue  el  tiempo  de  la  calda  por  una  cuerda  qualquiera  de  un 
círculo  y  tirada  desde  el  estremo  del  diámetro  vertical ,  es  el 
mismo  que  el  tiempo  de  ¡a  calda  por  el  mismo  diámetro^ver-- 
ticaJ. 

2  o  p  Acabamos  de  probar  (205)  que  siendo  p 
la  velocidad  que  comunica  la  gravedad  en  un  segundo  de 
tiempo  á  un  cuerpo  libre  es  ¿¿^  la  que  comunica  en  el 
íiii^mo  tiempo  al  cuerjx)  que  se  mueve  á  lo  iargo  de  DEé 
Sean  ^  y  2*  los  tiempos  necesarios  para  andar  DF  y  DEi 
tendremos  DF  =  «^ ,  y  DEz=:  ^  x  XI  5  luego  DPt 
2)£::C^:/:^^xIl;  luego^^-x  T^=zDExt\  6 

(DF)*  X  r*  =  (D¿)*  X  rS  ó  I>Fxr  =  2>Fxfj  luego 
t:T::  DF :  DE.  Esto  significa  que  los  tiempos  necesarios 
para  llegar  á  distintos  puntos  le  y  G  de  la  orizontal  FE^ 
andando  planosde  igual  aituta  yson  entre  si  como  las  hngt^ 
tudes  de  los  mismos  planos. 

2  I  o  *  La  velocidad  del  cuerpo  que  cae  por  DF  j  es 
ft  al  cabo'  dd  tiempp  r  ;  por  la  misma  razón  la  del  cqerp^ 
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Kg*  que  cae  por  DE  cs^^f^  x  T  al  cabo  del  tiempo  T.  Luego  si 
llamamos  ti  y  v  las  velocidades  adquiridas  en  llegando  á  Fy 
Ey  tendremos u:v::pt:  ^¿^xTs  luego pvtzzz  pux^xT. 
Pero  acabamos  de  ver  (  2  o  y  )  que  t :  T  ::  DF :  DE, 
de  donde  sacamos  t  zzz  -^¿^  5  substituyendo  este  valor  de  t, 
y  reduciendo  sale  vziztu  Luego  si  muchos  cuerpos  andan  pía* 
nos  de  diferente  inclinación  y  per  o  de  una  misma  altura ,  tendrán 
la  misma  velocidad  después  de  haber  andado  partes  de  igual 
altura  y  cada  uno  en  su  plano. 

De  la  Comunicación  del  Movimiento. 

[7, 1 1  Quando  un  cuerpo  que  se  mueve  choca  con 
btro  y  es  evidente  que  por  razón  de  la  impenetrabilidad 
mutua  de  ambos  cuerpos  y  el  primero  ha  de  impeler  al  otro 
con  quien  tropieza  s  y  como  no  hay  (13)  acción  sin 
una  reacción  igual ,  y  contraria  y  es  preciso  que  el  cuerpo 
chocante  pierda  parte  de  su  movimiento  ,  y  le  comunique 
al  cuerpo  chocado.  Si  dos  cuerpos  en  vez  de  obrar  uno  en 
otro  en  virtud  de  un  choque  inmediato  y  están  atados  unos 
con  otros  y  ó  con  un  hilo  y  ó  con  una  varilla  ,  ó  de .  otro 
modo  qualquiera  y  y  se  comunica  movimiento  al  uno  de  los 
dos  y  se  echa  de  ver  que  este  no  se  moverá  del  mismo  mo-» 
do  que  si  estuviera  solo  ó  aislado  y  y  que  parte  del  movi-- 

a 

miento  pasará  al  otro  cuerpo.  Lo  propio  diremos  del  systc- 

ma  de  un  número  qualquiera  de.  cuerpos* 

Para  determinar  en  general  lo  que  pasa  quando  muchos 

cuerpos  se  comunican  el  movimiento  por  la  acción  y  reac-i 

cion 
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clon  de  unos  en  otros ,  distinguiremos  dos  casos  5  puede  su-  Kg. 
ceder  que  el  systema  esté  de  todo  punto  libre ,  esto  es, 
no  esperimente  resistencia  ninguna  de  parte  de  algún  obs- 
táculo 5  ó  puede  ser  que  estorve  el  movimiento  del  systema 
algún  obstáculo ,  como  por  egemplo  ,  quando  los  cuerpos 
están  precisados  á  dar  la  vuelta  al  rededor  de  un  punto  fijo, 
&Cé  Veamos  lo  que  pasa  en  ambos  casos. 

212      Todo  cuerpo  que  se  mueve  guardaría  al  infinito 
su  cantidad  absoluta  de  movimiento    (11)    sin  la  menor 
alteración.  En  quanto  á  esta  circunstancia  podemos  consi- 
derar un  systema  de  cuerpos  como  un  cuerpo  único  5  pues 
por  lo  que  mira  á  la  mobilidad  del  systema ,  lo  mismo  tie^ 
ne  que  las  partes  del  cuerpo  se  toquen  inmediatamente,  ó 
que  estén  unidas  unas  con  otras  por  medio  de  hitos  ,  vari- 
llas ,  &c.  Por  consiguiente  la  cantidad  absoluta  de  movi** 
miento  comunicada  á  un  systema  qualqutera  de  cuerpos  ha 
de  permanecer  siempre  la  misma  acia  una  misma  dirección. 
Pero  ya  que  por  una  parte  permanece  siempre  la  mis» 
ma  la  cantidad  de  movimiento  acia  una  misma  dirección^ 
y  que  por  otra  los  cuerpos  que  componen  el  systema  no 
pueden  nnoverse  sin  que  haya  acción  y  reacción  de  unos 
en  otros  en  virtud  de  sus  inercias  particulares ,  y  de  los 
hilos  ó  varillas  que  los  tienen  unidos  >  conforme  lo  hemos 
reparado  ya ,  se  sigue  que  quando  se  les  imprime  moví'» 
miento  á  algunos  de  los  cuerpos ,  no  se  tes  pega  todo ,  y^ 
comunican  parte  á  los  demás  cuerpos.  Esta  parte  es  per^ 
para  los  primeros ,  y  ganada  para  tos  otros.  Esta  es» 

pues. 
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Fig.  pues^  la  ley  constante  y  general  que  guardan  los  cuerpos 
al  repartirse  los  movimientos.  Los  movimientos  que  pier*- 
den  acia  cierta  dirección  algunos  cuerpos  del  systema,  los 
ganan  los  demás  acia  la  misma  dirección  ,  habiendo  siem-^ 
pre  igualdad  entre  los  movimientos  perdidos  >  y  los  moví- 
alientos  ganados ,  del  mismo  modo  que  entre  dos  fuerzas 
que  forman  equilibrio  una  con  otra«  Se  verifica  esta  igual*^ 
dad  en  qualesquiera  direcciones  $  esto  es  >  de  qualqulera 
modo  que  se  resuelvan  los  movimientos  perdidos  >  y  los 
movimientos  ganados  ^  i  los  movimientos  perdidos  acia  una 
dirección  siempre  corresponden  movimientos  iguales  gana- 
dos acia  la  misma  dirección.  Si  con  la  mira  de  facilitar  la 
resolución  de  alguna  cuestión  ,  ó  por  otros  fines ,  se  redu- 
cen todos  los  movimientos  perdidos  á  una  sola  dirección, 
y  se  reducen  los  movimientos  ganados  parte  á  la  misma 
dirección  ,  parte  á  la  dirección  diametralmente  opuesta ,  la 
suma  de  los  movimientos  perdidos  ierá  igual  á  la  diferencia 
que  hubiese  entre  la  suma  de  los  movimientos  ganados  acia 
la  misma  dirección ,  y  la  suma  de  los  movimientos  gana^^ 
dos  acia  la  dirección  diametralmente  opuesta  $  porque  en^ 
tonces  la  espresada  diferencia  entre  los  movimientos  gana^ 
dos  en  particular  es  la  verdadera  cantidad  absoluta  de  mo*^ 
vimiento  ganado  >  que  corresponde  á  la  cantidad  absoluta 
de  movimiento  perdido  y  Scc. 

213  Quando  no  está  libre  el  systema  ^  y  esperimen- 
ta  la  resistencia  de  algunos  obstáculos  >  la  cantidad  abso^ 
luta  de  movimiento  acia  una  misma  dirección  no  perma-» 

ne* 
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necc  siempre  la  misma ',  como  en  el  primer  caso ,  porque  T\^. 
aniquila  parce  del  movimiento  la  resistencia  de  los  obstácu^ 
los  5  sin  embargo  siempre  se  podrá  reducir  este  caso  al  pri- 
mero. Para  conseguirlo ,  se  resolverán  todos  los  movímicn* 
tos  particulares  de  los  cuerpos  y  cada  uno  en  dos  especien 
de  movimientos^  tales  que  los  unos  se  dirijan  acia  los  obs* 
ráculos ,  y  los  otros  sean  Ubres.  Hecho  esto  y  se  les  aplica"^ 
rá  á  los  últimos  todo  lo  dicho  (212).  Si  el  systema 
está  precisado  á  dar  la  vuelta  al  rededor  de  un  punto  fíjo; 
el  momento  del  movimiento  perdido  al  rededor  de  dicho 
punto  y  será  igual  al  miomento  del  movimiento  ganado  al 
rededor  del  mismo  punto  y  &c. 

i  Por  movimiento  perdido,  y  movimiento  ganada  siempre 
entenderemos  la  cantidad  misma  de  movimiento;  esto  es 
(  24  )  el  producto  de  la  masa  por  la  velocidad  perdida^  y  el 
producto  de  la  masa  por  la  velocidad  ganada.  Estas  son  la^ 
cantidades  que  forman  las  fuerzas  absolutas  con  tas  quates 
los  cuerpos  obran  mutuamente  unos  en  otros  >  unos  con  stt 

acción  y  otros  con  su  reacción» 

i. 

Del  Choque  de  los  cuerpos^ 

'..  '214  Supondremos  por  ahora  que  los'  cuerpos  son  & 
perfectamente  duros  ó  perfectamente  elásticos»  No  por  estd 
dejan  de  aplicarse  los  métodos  que  daremos  á  los  casos  inter- 
medios y  pero  nos  parece  del  caso  considerar  no  mas  que  loi; 
casos  estremos;  porque  de  este  modo  fijaremos  mejor  las  ideast 
(        Llamamos  Cuerpo  perfectamente  duro  el  que  es  tati 

tic- 
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Fig.  tieso  y  que  no  se  puede  doblar ,  ni  aplanar  quando  se  le 
comprime.  Por  Cuerpo  perfectamente  elástico  entenderemos 
al  contrario  aquel  que  se  aplana  quando  padece  compre- 
sion  y  Y  vuelve  á  cobrar  su  primera  figura  en  cesando  la 
acción  de  la  causa  que  le  comprimía.  Las  leyes  del  choque 
de  los  cuerpos  elásticos  se  infieren  de  las  que  corresponden 
al  choque  de  los  cuerpos  duros. 

215  Para  que  surta  su  efecto  la  percusión  es  indife* 
rente  que  se  muevan  los  cuerpos  en  un  plano  orizontal ,  ó 
en  otro  plano  qualquiera  >  pocque  siendo  infinita  la  fuerza 
de  la  percusión  respecto  de  cada  acción  aislada  é  instanta-* 
nea  de  la  pesantez  y  es  evidente  que  los  efectos  procedentes 
del  choque  mutuo  de  los  cuerpos  son  los  mismos  y  obre  ó 
no  la  pesantez.  Todas  las  variaciones  que  podria  causar  la 
pesantez  en  las  velocidades  de  los  cuerpos  serían  ó  ante«- 
llores  ó  posteriores  á  las  que  proceden  de  la  percusión; 
No  obstante  y  supondremos  que  los  cuerpos  ^e  mueven  en 
un  plano  orizontal  perfectamente  terso  y  que  por  lo  mismo 
aniquila  el  efecto  de  la  pesantez.  Supondremos  también  que 
los  cuerpos  son  esféricos  y  homogéneos  ;  porque  aquí  solo 
consideramos  el  movimiento  progresivo  del  centro  de  gra- 
yedad  y  y  no  los  movimientos  de  rotación'  al  rededor  de  di- 
cho centro. 

Es  fácil  probar  lo  que  decíamos  poco  ha  ,  es  á  saber 
que  la  fíierza  de  la  percusión  es  infinita  respecto  de  cada 
acción  aislada  é  instantánea  de  la  pesantez.  Porque  cada 
grado  de  velocidad  que  comunica  una  fuerza  aceleratriz  ó 

re- 
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rctardatríz  ,  qual  es  la  pesantez ,  cada  instante  ,  es  infiní-  Fíg, 
taménte  pequeño ,  pues  á  no  ser  así ,  al  cabo  de  un  tienhr 
pb  finito  el  mobil  táidria  una  velocidad  infinita ,  caso  im- 
posible en  la  naturaleza.  Esto  manifiesta  la  distinción  que 
hemos  de  hacer  entre  la  fuerza  de  un  cuerpo  que  se  mué-»- 
ve  uniformemente ,  y  »ía  fuerza  áceleratriz  d  retardatríz; 
I-a  primera  es  una  fuerza  viva  en  virtud  de  la  qual  el  mo** 
bil  siempre  tiene  una  velocidad  finita  :  la  segunda  es  una 
fuerza  muerta  ,  ó  un:^  presión  ^  como  suele  llamarse ,  que 
en  cada  acción  aislada  no^  puede  causar  ó  destruir' mas  que 
una  velocidad  infinitamente  pequeña.  Entré  dichas  dos  fuec^ 
zas  hay  la  misma  razón  que  entre  el  finito  y  el  infinita- 
mente pequeño-)  entre  una  superficie  y  y  una^l^nea^  &c;  ^' 

•  •  •  .  ■•  »  . 

Del  Choque  directo  de  los  Cuerpos. 

\i  6  Supongamos  dos  cuerpos  duros  A  y  B  que  se  g\^ 
knueven  4cia  una  misma  dirección  y  de  manera  que  A  vi  i 
chocar  -directamínte  con  j&  que  camina  adielánta  con;  mé-» 
íios  velocidad  que  yf>' es  evidente  que  quando  A  alcanzare 
á  j? ,  le  empujará  hasta  que  sea  una  misma  la  velocidad 
de  cada  uno.  Entonces  cesará  la  acción  de  A  ¡en  jB  ,  y  los 
dos»  cuerpos  proseguirán  andando  juniíoscon  iiina  niíslna  ve- 
locidad ,  del  mismo  modo  que  sinb  formaseíi  nias<^qüé  una 
sola  y  misma  masa  y  pues  rio  hay  causia  ninguna  que  pue-- 
da  obiigatlos  á  que  se  separen;  ^      • , 

3  .^  La  cantidad  ,de  movimiento  que  pierde  el  cuerpo 
A  al  impeler  el  cuerpo  B  >  es  igual  á  la  cantidad  de  mo- 
ví- 
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JFig.  vlmieíito  y  que  adquiere  ^stc  último  con  su  reacción  ett 
-rf  (  2  12  ).  Llámeujos ,  pues ,  /^  la  velocidad  de  A  an-* 
tes  del  choque  r  ^  la  át  B  antes  del  choque  ;  x  la  veloci^ 
dad  coínun  á  ambos  cuerpos  después  del  choque ,  es  evi« 
ilente  que  en  virtud  del  choque  la  velocidad  que  A  pierde 
será  f^ —  4f ,  y  la  velocidad  que  S  gana  será  x  — vi  ten* 
dremos:^  pues,  yí(f^—x)=zB(x — v) ,  de  donde  sacaren 
naos  x z±  j^j^""  que  espresa  ta  velocidad  con  que  camina-? 
rán  los  dos  cuerpos  después  del  choque.  Cijiya  espresion  es 
¡goal  á  la  suma  de  los  movimientos  de  ambos  cuerpos  antes 
del  choque  y  dividida  por  la  suma  de  los  mismos  cuerpos.  ¡ 
217  De  donde  se  sigue  y  que  la  velocidad  que  pier*^ 
'áacl  cuerpo^:,  esto  es  fr—x=zfr^  (©f^)  = 

?íp=^=^ ,  y  que  la  velocidad  ganada  por  el  cuerpo  B ,  es- 

to  es  jc  — 17  zz  -j^zB ^  =^  A^B  *   ^^^  consiguiente 

la  velocidad  que  pierde  el  cuerpo  yf  es  igual  al  producto 
del  cuerpo  B  por  la  diferencia  de  las  velocidades  antes  úd 
choque  >  dividido  por  la  suma  de  los  cuerpos  ,  y  la  veloci- 
dad que  gana  el  cuerpo  B  es  igual  al  producto  del  cuerpo 
A  por  la  diferencia  de  las  velocidades  antes  del  .choque, 

diyidI,dQ  por  íla  :.$iii»a  deiosi  cuerpos,        < 

-  '  »íS'8r .  Si  ici  un<>4€?  tós  dos  citórpos  ,  pongo  por  cafo 
el  cuerpo  5'j  estuviera  en  reposo  antes  del  choque  ,  haría?- 
mos  z;  zr  o }  en  virtud  de  esto  la  velocidad  después  del  choí- 
que  sería  v  =  -—^  5  cuyo  yjdor -está  íücíjendo  que  se  ha  d* 
(dividir  la  •  cantidad  tIetnovilíwtiKJ.iqtíe,  tenia  el  cíuerpo  cho- 

cante ,  por  la  suma  dé  las  mas^Sc  - 

SI 
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•2ip  Sí  tomamos  las  rectas  víl>,  .ffí)  proporciona^  Fig, 
les  á  las  velocidades  de  los  dos  cuerpos  antes  del  choque^  y  ^5 
suponemos  que  sea  C  el  centro  de  gravedad  de  los  dos  cuer-^ 
pos  puestos  eh  A  Y^  r^spectivaniente  >'  la  parte  CD  re^ 
presentará  su  velocidad  común  después  deLdhoque /y  pos 
consiguiente  será  AC  la  velocidad  perdida'  por  el  cuerpo 
A  en  virtud  del  choque  y  y  CB  seta  la  velocidad  que  ga-^ 

hará'  JS'p''  <  '  .  ':  •    j. ,;  ,\ 

Porque  por  la  propiedad  del  cc»Jtro  de  gravedad  (108) 
csC5  =  g^|^=:^^f^5   luego  CD  =;  Cí -+- i?D  = 

220  Supongamos  ahora  t^e  )^os.  dos  cuerpos  cami^ 
nén  al  encuentro  uno  de  otro^  ú  ccmstante  que  el  uno  * 
de  los  dos  que  tuviere  niáyor'  cantidad  de  movimiento  ,  y^ 
que  llamaremps  el  Cuerpo  cbqcame  y  hará  retroceder  al  otro> 
y  qu¿  deipues  del  cho^ioe' caminarán  juntos  con  una  mlsm^ 
velocidad 9) dél'*mi$rrio -modo  qpesino  fíiesen  mas  qiie  uña 
sola  y  misma  masa.  Sea  A  el  cuerpo  chocante ,  y  llame* 
mos  respectivamente^  y  v  las  Vjelocldades  dt,A  y  B  an- 
tes del  choqué*  -  ^ 

Sentado  esto  ^  la  cantidad*  de  movimiento  que  pierde 
el  cuerpo  chocante  ^  ^.  es  siempre'  Igual  á  la  cantidad  de 
-movimiento  que  gana  et  cuerpo  B¿  Si  liaríamos  ^  la  velo^ 
acidad  comuR  de'lós  djps^4:iíerpbs:d$spúes^  del  choque  en  la 
dirección  de  ¿^  5  es  evidente  xp¡ty  -^  x  será  la  velocidad 
que  huUere  perdido  el  cuerpo  A^  y  f -H  ^  la  velocidad 
ganada  por  el  cuérfia  B  acia  la  dirección  F^..  Porque 


1.^ 
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Eg.  i'.^  este  cuorj^o  debe*  ganar  en  la  direcríotí  de  ^F" '.una 
velocidad  c^^e  destruya  la  velocidad  contraria  v  con  la' 
qual  viene  al  encuentro  de  A.  %.^  gana  también  acia  la 
misma  dirección  la  velocidad,  jc  >.  por  donsiguiente  gatia 
en  todo  la  vdbcldad  t;  *^.  Jir..  ,Tendrchlos;.piica,  j4íJ^*—x) 
i=zB{v  -+-  x)  5-  de  donde  safcarcmos  x  z=z  ^^^y^  >  esto  es, 
que  la  velocidad  común  de  los  dos  cuerpos  después  del  cha-, 
que  es  igual  á  la  diferencia  de  los  movimientos  antes 'del 
choque',  dividida  ^or  la: -sítala  i  dé.  Ite/cuct  pos. 
.,221  Luego  la  velocidad  que  A  pierde  ,  esto  ts  f^-^ 
X  =  ^_  (íí£^')  =  ^>,  y. la  velocidad  que  B  ga. 

^^*  2  2  2  Tomemps  las  ^rectas  AD  ,  BD  proporcionales 
á  las  velocidades  de  los  dos  móbilcs  ,  y  sea  C  el  centró  di5 
gravedad  de  los  dos  cuerpos  que  suponemos  puestoS;  en  A 
y  B  >:  el  punto  Z):fistá^  ahora  cnt«crlos¡4>untQi-;r^  ^j  B.  Eui 
yirtud:de  estos*  supuestos  cspresáránt GD  ,  AC ;  CB  rtópec* 
tivamente  la  velocidad  común  de  los  dos  cuerpos  después 
del  choque  ,1a  velocidad  perdida  por  .el  cuerpo  -rf,  y  la  ver 
locidad  ganada  por  el  cuerpo jB.  Estoes  evidente,  .  i 
:  423  .En'eibcJii^u¿)4e^lfa!:\cuer^of  eJÁstkas  que  ca^ 
minan  acia  «fM  inismar  direíícion  y  o  que.váñ  al  encueh-' 
tro  uno  de  otro  ^  lá  v^oidai  que  pierde  e¡  cuerpo  cbor 
cante  es  dupla /de.  :Í0::^Hb^Jer^i''psr4Íido:::SÍ  no  bubierA 
habido  elasticidad  r¿y  \//i  :¡v^(?róí*^:  que^  gflnH  0I'  cuerpo 
chocado ,  átia  Utr  dirección  del  cutrpa  Chocante  ,  es  du* 
-pía  de  la  que  hutíeTé  ganado/^  tí  w,  Á^uHent  baéido.  ela^ 

ti^ 
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ticidad.  Bsti  proposición  e$  fundamental.  Fig^ 

Antes  de  probarla  ^  prevenimos  que  por  cuerpo  cho« 
cante  entendemos  en  el  primer  caso  el  que  tiene  mayor 
velocidad  ^  y  anda  tras  del  otro ;  por  cuerpo  chocado  el 
que  tiene  menos  velocidad  y  y  vá  delante  $  en  el  s^ndo 
caso  llamamos  cuerpo  chocante  al  que  tiene  mayor  cantl* 
dad  de  movimiento^  y  cuerpo  chocado  al  que  la  tiene  menor. 
Quando  el  cuerpo  chocante  alcanza  al  cuerpo  choca^ 
do  y  le  empuja  y  y  los  resortes  ó  partes  elásticas  se  compri- 
men ó  contraen  hasta  que  ambos  cuerpos  tengan  una  mis-^ 
ma  velocidad  acia  la  dirección  del  cuerpo  chocante.  £nton« 
ees  cesan  la  acción  y  reacción  de  los  cuerpos  y  y  los  resor-- 
tes  se  aflojan  ó  restituyen  á  su  primer  lugar  con  la  misma 
fiíerza  que  los  comprimió.  Hay,  pues,  aquí  dos  causas  de  to<* 
do  punto  iguales  y  la  compresión  y  restitución  de  los  resor* 
tes  que  por  consiguiente  han  de  producir  cada  una  en  par- 
ticular eftctos  iguales  en  cada  uno  de  los  dos  cuerpos  res- 
pectivamente. 

Pero  I  .^  La  fuerza  con  que  el  cuerpo  chocante  le  dá 
al  cuerpo  chocado  y  y  comprime  los  resortes  y  le  hace  per«. 
der  al  cuerpo  chocante  cierta  velocidad  conforme  hemos 
vÍ3to  :  á  mas  de  esto,  la  restitución  de  los  resortes  es  tam-* 
bien  contraria  á  la  dirección  primitiva  del  mismo  cuerpo^ 
pues  habiendo  sido  comprimidos  los  resortes  de  la  izquier- 
da á  la  derecha ,  y  de  la  derecha  á  la  izquierda  en  virtud 
de  la  acdon  y  reacción  de  los  dos  cuerpos ,  se  restituyen 
de  la  derecha  á  la  izquierda ,  y  de  la  izquierda  á  la  dere* 
TamJr.  K  cha. 
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Fig*  cha  y  así  que  se  hallan  libres.  Por  consiguiente  él  cuerpo 
chcícante  ha  de  perder  una  velocidad  dupla  de  la  que  hu** 
hiera  perdido  y  si  no  hubiera  hecho  mas  que  chocar  con  el 
otro  cuerjpo  y  y  no  hubiera  habido  elasticidad  ó  resortes. 

2.^  £1  cuerpo  chocado  debe  ¿ñ  virtud  del  choque  ga- 
nar cierta  velocidad  en  la  dirección  del  cuerpo  chocante; 
y  como  la  restitución  de  los  resortes  obra  respecto  dé  éste 
cuerpo  icia  la  dirección  primitiva  del  cuerpo  chocante; 
es  preciso  que  el  cuerpo  chocado  gane  acia  la  dirección 
del  cuerpo  chocante  una  velocidad  dupla  de  la  que  hubie- 
ra ganado  y  si  nó  hubiera  habido  resortes. 

Reparemos  de  camino  que  el  efecto  del  choque  es  el 
mismo  y  ora  sean  elásticos  ambos  cuerpos  y  ora  sea  elástico 
el  uno  y  Y  el  otro  duro.  Pero  para  mayor  brevedad  los  su« 
pondremos  ambos  elásticos. 

224  Supongamos  ahora  dos  cuerpos  elásticos  Ay  B 
£  ^  ^  que  se  mueven  coii  la  circunstancia  de  qué  A  vi  i,  chocar 
con  B  que  camina  delante.  Llamemos  respectivamente  ^ 
y  V  las  velocidades  de  los  dos  cuerpos  antes  del  choque  y  é 
yy  z  sus  velocidades  después  del  choque.  Si  estos  cuerpos 
no  tuvieran  resortes  /la  velocidad  perdida  por  ^en  virtud 
del  choque  ,  sería  ^^ ,  y  la  velocidad  ganada  por  B 
sería  ^^^  (  a  i  7  )  5  luego  en  virtud  de  lo  dicho  (223) 
la  velocidad  que  A  pierde  ch  éste  caso  es  *^^^"^ ,  y  la 
velocidad  ganada  por  B  es  ahora  ^^^^g^ ;  P^ro  la  vclbci* 
dad  dé  A  después  del  choque  es  evidentemente  la  que  te- 
.nia  antes  del  choqué  9  menos  la  que  ha  perdido  en  eí  cho- 
que, 
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qne  f  y  la  velocidad  de  B  después  del  choque  es  la  que  te«  Flg. 
nía  antes  del  choque  y  mas  la  que  ha  ganado  en  el  choque^ 
Tenemos,  pues  ,y  ^=iV ¿^  = -j;:^ ,  %  =z 

2  2  j  Representen  AD  y  SD  las  velocidades  de  los 
dos  cuerpos  antes  del  choque  ,  y  sea  C  el  centro  de  grave* 
dad  de  dichos  cuerpos  puestos  en  ^  y  i7;  hagamos  CE  igual 
y  opuesta  á  CD ;  EA  y  EB  espresarán  respectivamente  las 
velocidades  de  Ay  B. 

Porque  si  no  hubiera  elasticidad  ,  sería  CD  la  velocl*- 
dad  común  á  los  dos  cuerpos  después  del  choque  ^  AC  la 
velocidad  perdida  por  el  cuerpo  ^^  C5  la  velocidad  gana- 
da por  el  cuerpo  £(219)5  luego  ya  que  la  elastici- 
dad es  causa  de  que  pierda  todavía  A  una  parte  AC  de  ve- 
locidad f  y  gane  B  una  parte  CB  de  velocidad ,  es  patente 
que  después  del  choque  la  velocidad  de  A  será  EA ,  y  la 

velocidad  de  B  será  EB. 

« 

La  espresion  de  la  velocidad  de  A  está  diciendo  que 
si  el  punto  E  estuviera  entre  el  punto  A  y  él  punto  C,  el 
valor  de  EA  seria  negativo  y  pues  siempre  se  ha  de  restar 
AC  de  CD  para  sacar  la  velocidad  del  cuerpo  A  después 
del  choque  >  por  donde  se  echa  de  ver  que  dicho  cuerpo^ 
«n  vez  de  pros^uir  acia  adelante ,  volverla  acia  atrás. 

2  25      Si  los  dos  cuerpos  elásticos  A  y  B  camina-   66* 
sen  al  encuentro  uno  de  otro  5  llamaremos^  V  y  v  respec* 
tivamente  las  velocidades  de   A  y  B   antes  del  choque. 
Supongamos  Af^  mayor  que  Bv ,  y  Uaqiemos  jf  y  %  las 

K  2  ve- 
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Hg«  velocidades  de  jÍ  y  B'  después  del  choque  ácia  la  dlrec« 
cion  de  f^.  Sentado  esto ,  si  los  dos  cuerpos  no  tuvieran 
elasticidad  ,  la  velocidad  perdida  por  jÍ  sería  ^^  ,  y  la 
velocidad  ganada  por  B  sería  ^^g^  (  a  a  i  )  5  luego, 
por  razón  de  la  elasticidad  ,  la  velocidad  perdida  por  jí  será 
íS^) ,  y  la  velocidad  ganada  por  B  será  ^^^g^  (  a  »  3  > 
Y  como  la  velocidad  de  A  después  del  choque  es  evi- 
dentemente la  que  tenia  antes  del  choque ,  menos  la  que  ha 
perdido  en  el  choque  ,  y  la  velocidad  de  B  después  del 
choque  en  la  dirección  de  ^ ,  es  la  que  ha  ganado  ácia  la 
misma  dirección  ,  menos  la  velocidad  ti  que  tenia  ácia  una 
dirección  contrarias  stxiy—  V-^  i^^^  :=^í!!j='^^^^ 

66.  227  Dividamos  la  recta  ABíta  dos  partes  AD ,  BD 
proporcionales  á  las  velocidades  de  los  dos  cuerpos  AyB 
antes  del  choque ,  y  después  de  determinado  el  centro  de 
gravedad  C  de  los  mismos  dos  cuerpos  que  supondremos 
puestos  cti  Ay  B,  haremos  CE  =:  CD  5  será  entonces  EA 
la  espresion  de  la  velocidad  de  A  después  del  choque ,  y 
EB  la  espresion  de  la  velocidad  de  B. 

Esta  construcción  se  demuestra  del  mismo  modo  que 
la  de  arriba  (  225  ),  y  también  se  echa  de  ver  aquí 
que  si  el  punto  E  estuviese  entre  los  puntos-^ y  By  el  cuer- 
po:^ en  vez  de  proseguir  caminando  ácia  la  dirección  AB 
después  del  choque  ,  volverá  ácia  atrás.  Por  lo  que  mira  al 
cuerpo  B  ^  proseguirá  caminando  después  del  choque  ácia  la 
dirección  AB  y  porque  suponemos  que  este  cuerpo  tiene 

me* 
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tnoios  cantidad  de  movimiento  que  el  cuerpo  A.  FIg« 

228  Las  fórmulas  que  acabamos  de  sacar  para  d 
c-hoqtte  dé  los  cuerpos  ya  duros  y  ya  elásticos  ^  pueden  apuñ- 
earse de  una  infinidad  de  modos  ^  según  variaren  las  relacio^ 
ncs  que  supusiéremos  entre  las  masas  y  las  velocidades  ó  cao« 
tidades  de  movimiento  &c.  dé  los  cuerpos. 

Algunas  aplicaciones  del  Choque  de  los  cuerpos  duros^ 
y  consecuencias  que  de  él  se  infieren  respecto 

de  la  Percusión. 

'  129  Las  reglas  qtte  hemos  sentado  acerca  del  cIio* 
que  de  los  cuerpos  duros  y  se  verifican  y  sea  que  los  cuer- 
pos se  choquen  inmediatamente  y  conforme  hemos  supues- 
to  y  sea  que  se  empugen  por  medio  de  una  varilla  y  que 
junte  sus  centros  de  gravedad  y  sea  que  finalmente  tire  uno 
de  otro  por  medio  de  un  iiilo  ,  con  tal  que  la  acción  se  co* 
ínunique  inmediatamente  al  centro  de  gravedad  de  cada  uno^ 

Por  egemplo  y  si  dos  cuerpos  A  y  B  tiran  uno  de  5^^ 
otro  por  medio  de  un  liilo  que  pase  por  una  polea  P  y  y 
queremos  determinar  el  movimiento  que  adquirirán  en  virtud 
de  su  pesantez  ;  consideraremos  (43)  que  la  pesantez  pro* 
cura  comunicar  cada  instante  á  cada  uno  de  dichos  dos 
cuerpos  una  velocidad  igual.  Pero  como  no  se  puede  mover 
el  uno  sin  llevar  tras  sí  al  otro  y  los  dos  cuerpos  se  hallan 
cada  vez  que  la  pesantez  vuelve  á  impelerlos  y  en  el  mismo 
caso  que  si  cada  uno  tirase  del  otro  con  velocidades  igua^ 
Íes  áda  direcciones  directamente  opuestas  s  luego  (220 ) 
Tomjy.  K3  pa- 
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B|;«  para  deteíminar  la  velocidad  que  de  esto  resultará  hemos 
de  tomar  ^  llamando  g  la  velocidad  qne  la  pesantez  comu- 
nica cada  instante  á  un  cuerpo  libre;,  la  di&rencia  Ag^^^^ 
-Bg  de  las  cantidades  de  movimiento  ,  y  divlcBrla  por  la  sck* 
-ma  A  '-t-^  de  las  masas.  Será  ,pues  \  ^^^  jó  ^^g  la 
velocidad  real  que  cada  nuevo  impulso  g  de  la  pesantez 
añade  cada  instante  al  cuerpo  A.    Se  echa  ^  pues  ^  de  ver 

utia  vez  que  A  jB  y  g  son  cantidades  constantes  ,  que  el 

, •       ...■..' 

cuerpo  A  se  mueve  con  un  movimiento  uniformemente  ace- 
lerado 9  y  que  la  fuerza  que  le  acelera  efectivamente  es  á 
.U  pesantez  libre.::  ^^gig  v.  A  —  B\A^B.  Luego 
Á  llamamos  p  la  velocidad  que  la  pesantez  comunica  á*  un 
mobil  libre  en  un  segundo  de  tienipo ,  determinaremos  la 
^ue  comunica  en  el  iñismo  tiempo  al  mobil  A  detenido 
«por  la  acción  de  ^.>  por  medio  de  esta  proporción  Arr^B: 
A  —  B  ::p:  j^p  >  luego  si  llamamos^  la  velocidad  de 
A  al  cabo  de  un  número  t  de  segundos  ,  tendremos  (39) 
.  y':zz~^ptj  Y  (  39  )  el  espacio  que  hubiere  anda- 
do será  E  ==  ^=|  -^  >  con  substituir  (50  )  30,2  pies 
«ca  lugar  de  p. 

230  Si  en:el  primer  instante  ^  el  cuerpo  B  que  supo* 
(fiemos  tener,  mu  masa  menor  que  la  del  otro,  adquiriera 
lina  velocidad.v.s  quiero  decir  ,  si  se. hallara  impelido  de 
4niodo  que^  estando .  libre  y  sin  pesantez  ^  pudiese  andar  en 
iVn  segundo  un  número  de  pies  representado  por  v,  $  enton- 
«es  parte  del  impulso  se  comunicaría  al  cuerpo  ^^  al  qual 
llevaría  tras  sí  algún,  tiempo.  Para  averig^  cómo  se. haría 

■      ,  .^      este 
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este  repartimiento ,  hemos  de  considerar  que  como  en  el  prl-  Flgi 
mer  instante  la  accioh  de  la  pesantejs  es  infinitamente  pequena^ 
ó  nula  9  él  cüerjpo  B  ahimado  de  la  velocidad  v ,  obra  en  el 
cuerpo  yf^  conio  si  este  estuviera  en  reposo.  Luego  pai^a  de^ 
terminar  la  velocidad  oesldua después  déla  acción ,  esmenes^t^ 
ter  (  ai8  )  dividir  la  cantidad  de  movimiento  ^9  por  la. 
suma  de  las  masas  9  vde  dpñde  resultará  -^^zb  ^^  ^^^  ^^  ^^"^ 
locidad  con  que  B  llevaría  tras  sí  al  cuerpo  ^ ,  si  no  obc^ 
se  la  pesantez  en  los  itístantes  sigdentes.  Pero  como  acaba* 
mos  de  Ver.  que  obra  esta  fuerza  de  manera  que  comunica 
al  cuerpo  A  en  el  tiempo  t  una  vdocidad  =:  -j^zb  P*  ^^^ 
una  dirección  contraria  j  se  infiere  que  al  cabo  del  tiempo  t 
no  le  quedará  al  cuerpo  B  mas  que  la  velocidad  ^^rtr^^ 
^-^  pt.  Por  donde  se  echa  de  ver  que  por  pequeño  que  sea  B^ 
pof  pequeña  que  sea  la  vdocidad  t;>y  por  grande  que  sea  A^ 
8iem{>re  B  llevará  tras  sí  al  cuerpo  A  alguní  espacio  de  tierna 
po  9  y  después  vencerá  \/f ,  y  llevará  tras  sí  al  cuerpo  j?« 

Porque  sea  la  que  fíiere  la  cantidad  de  movimiento 
Bv  que  se  le  ctMiiunica  kB  it%  jevidentc  qu£  mientras  tu-* 
viere  algún  valor  finito  >  siempre  se  necesitará  para  gastar^» 
la  que  la  pesantez  obré  algún' tiempo^  Una  vez.  qué  no 
obra  Mno  por  grados  infinitamente  pequeños  cada  Instant» 
:  Si  iqueremos  saber  al  izabo  de  quánto  tiempo  dejíaiá^ 
de  subir  y  lo  conseguiremos  practicando  lo  siguiente.  Llar 
memos  T  eL  tienípo  que  necesitaría  un  cuerpo  pesado  ^  que 
cayese  libremente  ,  para  idcjuirir  ki  velocidad  2;..Pór  lo  éS»^ 
-cho'ijC:j;0;;)  ^árt^=$/>r5  luegoJEattetoéidad  de.  i9;:se 
f : ;  K  4  trans- 
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Fig*  transforma  en  ^^^  *—  ^^P^  >  ^^  después  de  igualad» 
con  cero  dá  BpT  =:  ( yf  —  5)  p#  5  de  donde  sacaremos 
<=x^¡r;¡:^  Si  la  velocidad  fi  que  se  le  ha  dado  al  cuerpo 
fuese:  y  por  egemplo  y  la  que  uh  cuerpo  pesado  adquiriría  en 
un  segundo  de  tiempo ;  será  J r=  i''\  supongamos  yf  zr 
.1  o  o  libras ,  JB  =:  i  libra.  Será  ^  =3  5^  5  quiero  decir ,  que 
el  cuerpo  B  no  llevará  tras  síiA y  sino  por  espacio  de  un 
jíp"^de  segundo.. 

Se  echa  y  pues ,  de  ver  que  no  hay  fuerza  alguna  finita^ 
por  mas  pequeña  que  sea  y  que  no  pueda  vencer  el  peso  de 
un  cuerpo;  y  que  nunca  es  posible  poner  en  equilibrio  un 
cuerpo  que  actualmente  se  mueve  con  el  peso  de  otro  cuer« 
po  y  esto  es  y  con  un  cuerpo  que  no  tuviera  mas  :que  la 
];íropension  y  tendencia  ó  impulso  de  la  pesantez.  £1  prime- 
ro llevará  desde  luego  tras  sí  al  otro  y  pero  este  llevará  des-: 
pues  tras  sí  al  primero  :  habrá  en  realidad  un  instante  de  re« 
poso,  y  será  el  instante  en  que  el  primero  hubiere  perdido  to: 
da  la  velocidad  comunicada  ,  y  no  será  mas  que  un  instante. 
231  Por  consiguiente  la  fuerza  de  los  cuerpos  que 
se  mueven  no  se  puede  medir  con  pesos ;  quiero  decir  por 
medio  de  la  acción  sola  de  pesos  destituidos  de  movimien- 
to local  i  solo  puede  niedirse  por  medio  de  otras  fuerzas 
\ie  cuerpos  que  se  muevan  ;  por  egemplo^  por  la  fuerza  de 
cuerpos  graves  caldos  de  cierta  altura.  Así  y  si  quisiéramos 
formar  juicio  de  la  fuerza  de  un  cuerpo  de  tres  libras  que 
se  moviese  con  una  velocidad  át  60  pies  por  segundo  i  bus- 
caríamos en  virtud  de  lo  dicho  .  (   ^4  )    (iequé  altura 

un 
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un  cuerpo  pesado  ha  de  caer  para  adquirir  una  velocidad  de  Flg. 
^  o  pies  por  segundo  h  y  hallaríamos  que  es  de  59  pies  y 
medio  con  corta  diferencia.  Inferiríamos ,  pues ,  que  uif 
cuerpo  de  tres  libras  ^  animado  de  una  velocidad  de  5  o  pies 
por  segundo^  ha  de  dar  el  mismo  golpe  que  si  cayera  de  5  91 
pies  y  medio  de  altura. 

232  La  fuerza  que  pueden  hacer  los  cuerpos  que 
se  mueven  y  se  llama  Percusión. 

No  puede  ,  pues  ^  compararse  de  ningún  modo  la  fiíer* 
¿a  de  percusión  con  la  simple  presión  $  esto  es  y  con  la  fuerr 
za  ó  cohato  que  puede  hacer  con  su  peso  una  masa  sin 
movimiento  local.  Un  golpe  de  martillo  y  aunque  débil  ^  in- 
troducirá* un  clavo  ien  un  cuerpo  y  y  un  peso  muy  grande 
no  lo  conseguirá  ;  lo  propio  digo  de  un.  cuerpo  de  mas4  -  ^ 
mediana  que  hubiese  adquirido  cayendo  alguna  velocidad. 

Procede  esta  diferencia  de  que  este  último  gasta  en  un 
solo  instante  todos  los  grados  de  velocidad  que  ha  adqui- 
rido mientras  caía.  Pero  el  peso  no  hace  mas  que  compri- 
mir y  no  los  adquiere  sino  succesivamente  y  y  los  reparte 
á  un  tiempo  entre  el  clavo  y  la  masa  que  le  circunda  $  y 
como  cada  uno  de  estos  grados  es  infinitamente  pequeño^ 
se  pierde  en  el  mismo  instante  que  se  adquiere. 

233  En  virtud  de  lo  que  acabamos  de  decir  podre«*   6Z. 
mos  declarar  lo  que  se  debería  practicar  para  determinar 

el  movimiento  de  un  cuerpo  yf,  que  con  su  peso  llevase  tras 
^í  el  cuerpo  B  puesto  encima  de  un  plano  orizontal  si(i 
rozamiento.  Como  la  acción  que  la  pesantez  egercc  en  B 

la 
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f  Ig.  li  destruyie  el  plano  orizontal- ,  la  que  cgerce  en  A  se  re^ 
parte  entre  A  y  B  ^  del  mismo  ínodo  que  quando  un  cuerv 
po  obra  en  otro  que  está  en  reposo.  Por  consiguiente^  dis^ 
curriendo  del  mismo  modo  que  antes  ^  y  llamando  g  U  ve-r 
locidád  que  la  pesantez  comunica  en  un  instante  á  un  cuer^ 
po  libre  ,  será  ^^j  la  velocidad  con  que  A  acelerará  coi^ 
efecto  su  movimiento.  Luego  su  velocidad  al  cabo  de  un 
segundo  de  tiempo  será  j^  y  siendo  p  la  que  logra  en  un 
segundó  de  tiempo  un  cuerpo  qualquiera  á  impulsos  de  su 
pesantez}  luego  al  cabo  de  un  tiempo  ^^  su  velocidad  será 

-¿^^  ,.  y  el  espacio  que  hubiere  andado  será 


234  Si  los  dos  cuerpos  A  y  B  tirasen  uno  de  otro 
^-^  por  medio  de  una  cuerda  uniformemente  pesada  $  la  fuerza 
aceleratriz  de  A  no  tería  en  este  caso  una  fuerza  constan*? 
ce )  pero  también  se  podría  determinar  igualmente  que  el 
movimiento  de  A.  Sea  c  lo  qué  coge  de  largo  toda  la  cufcr* 
da  ;  P  9  su  gravedad  específica ,  ó  lo  que  pesa  un  pie  de  di-» 
cha  cuerda  \  sea  x  lo  que  coge  de  largo  la  parte  PA\  será 
PJff  t=:c  —  X.  Luego  la  masa  de  VA  será  Pjt  ,  y  la  de 
PjB  será  Vip  * —  x).  Por  consiguiente  tenemos  por  una  paró- 
te una  masa  zuA-^Pxiy  por  otra  una  masa  zzzB  -^ 
P(¿  —^  4r)  á  cada  una  de  las  quales  la  pesantez  comunica 
en  el  instante  actual  ^  la  velocidad  infinitamente  pequeña 
Jf.  Luego  para  averiguar  qué  velocidad  lograrán  á  imr 
pulsos  de  su  acción  recíproca  >  hemos  de  dividir  la  dife- 
rencia de  las  cantidades  de  movimiento  por  la  suma  .de 

las 
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las  masas.  Luego  la  espresion  de  la  aceleración  de  A  será  Fig,; 

^A-hPA*— B* — P(g — %)h  r#»í4iirí»  á  ><*— J^^-^-^LPAar—PcA        / 


í<-hP* 

ér  fiüií?*?  ,  con  hacer  A —  B  —r>^c'=za  ^y  A-^B 
Ve  =:  b.  Luego  esta  velocidad  tiene  con  la  velocidad  b  de 
la  pesantez  la  misma  razón  que  — j —  con  i ;  luego  si  lia* 
mamos  pia  velocidad  que  la  pesantez  comunica  á  un  cuer- 
po libre  en  un  segundo  de  tiempo ,  ^"^^  *  f  será  la  que  ad- 
quiriría A  en  un  segundo. ,  si  mientras  dura  este  segundo, 
se  mantuviera  constante  la  fuerza  aceleratriz.  Hemos  y  pues, 
de  substituir  dicha  cantidad  (  .5  9  )  en  lugar  de  p  e{i 
la  fórmula  pdt  =  á(^  7  que  pertenece  (  tf  2  )  á  los 
inovimieptos  variados  5  y  al  mismo  tiempo  substituiremos 
dx  en  lugar  de  de ,  porque  sea  el  que  fuere  el  punto  des- 
de donde  empezó  á  moverse  A ,  el  espacio  que  anda  cada 
instante  ,  es  igual  al  aumento  dx  de  la  longitud  de  PA. 
Tendremos ,  pues ,  ^—  pdt  =  d(^\ 

Para  Integrar  esta  equacion  ,  divido  por  dt ,  y  multi- 
plico por  dx  y  resultará  dí^^él  p  —  ^  ¿Q^  ,  cuya  in- 
tegral es  í2=í~^p-+-  C=  -j-  37^.  Para  determinar  la  cons- 
tante Cy  considero  que  ~  es  la  velocidad  (  y.  7  ).  Lue- 
gp  si  suponemos  que  al  principio  del  movimiento,  A  estaba 
en  O  ,  siendo  PO  z=z  h' y  y  que  no  haya  recibido  ningún 
impulso  ,  es  preciso  que  la  constante  C  sea  tal ,  que  la  ve- 
locidad sea  cero  quando  xzz:b  -y  tendeemos ,  pues  ,  ^^pr-p 
•4-Czz:  o  ,  y  por  consiguiente  C  z=:^=~rííllp  5  luego 

: p P  =  T  Z^'  Llaniepíios  z  el  espacio  anda* 

doOAi  será  z^ix-^r-l/,  6  xzizl/rirz ,  y  dx,z=:d»y 

con  - 
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I^Ig*  con  esto  se  transforma  nuestra  eqtiacion  en  S^^^di^p^ 

,  de  donde  se  saca  dt  :=:-— 7= 2 . 

cuya  equacion  se  Integrará  fácilmente  haciendo  que  sea 
racional  en  virtud  de  lo  dicho  (  III.  54  o  )  ,  y  conocere-rr 
mos  la  razón  entre  el  espacio  ,  y  el  tiempo  y  que  según  sa^ 
ponemos  se  cuenta  por  segundos. 

Por  lo  que  mira  á  la  velocidad  ,  una  vez  que  (57) 
su  espresion  es  ^  >  si  la  llamamos  v  ,  tendremos  v  =z 

-yi y  siendo  v  lo  que  el  cuerpo  puc* 

de  andar  cada  instante  en  un  segundo  ^  en  virtud  de  su 
movimiento  actual  continuado  uniformemente. 

Del  Choque  indirecto  de  los  cuerpos^ 

69.  ^35  Si  un  cuerpo  duro  A  choca  oblicuamente  un  cuer^ 
po  duro  B  que  está  en  reposo ,  la  velocidad  del  cuerpo  A  ten^ 
drá  con  la  velocidad  del  cuerpo  B  ,  después  del  choque ,  la  mis- 
ma razón  que  el  seno  total  con  el  coseno  del  ángulo  que  forman 
una  con  otra  las  direcciones  de  las  dos  velocidades. 

Sea  HAF  la  dirección  del  cuerpo  A  antes  del  cho* 
que.  Es  evidente  que  se  hace  la  percusión  en  el  instante 
que  la  distancia  A  y  B  i  que  están  uno  de  otro  los  cen- 
tros de  los  dos  cuerpos  propuestos  y  es  igual  á  la  suma  dé 
los  radios  de  dichos  cuerpos  y  que  supondremos  esféricos^ 

Tam- 
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También  se  cchá  de  ver  que  AS  será  U  dirección  del  Fia 
-cuerpo  B  después  del  choque.  Sc^EA  ia  dirección  del  cuer- 
po A  también  después  del  choque  ,  y  supongamos  que  en  la 
duración  instantánea  de  la  percusión  los  dos  cuerpos  A  y 
B  anden  los  espacios  infinitamente  pequeños  Aa ,  Bb.  Tí^ 
resé  la  recta  ab  :  será  ai  =  AB  y  pues  los  dos  cuerpos  se 
tocan  al  andar  Aa  ,  Bb.  Desde  el  punto  b  como  centro ,  y 
con  el  radio  bA  trácese  el  arco  infinitamente  pequeño  Am^ 
entre  los  lados  bA ,  bam  del  ángulo  infinitamente  pequeño 
Abm.  Si  restamos  la  equacion  BA  =:  ba  de  la  equacion 
hA  zzzbm  ^  sacaremos  Bb  =:  am.  Sentado  esto  ,  del  trián- 
gulo amA  rectángulo  en  w,  que  podemos  considerar  como 
rectilíneo  por  razón  de  su  pequenez  ,  inferiríamos  esta  pro^ 
porción  Aai  am  ::  sen  tot :  sen  aAm ,  ó  porque  el  án- 
gulo aAm  es  complemento  del  ángulo  BAE ,  Aa:  Bb  i: 
sen  tot :  eos  BAE.  Pero  Aa  y  Bb  son  las  velocidades  de 
los  dos  cuerpos  en  el  instante  que  se  acaba  el  choque ,  y 
por  consiguiente  sus  velocidades  después  del  choque.  Lue- 
go la  velocidad  del  cuerpo  A  después  del  choque  es  á  la  ve- 
locidad del  cuerpo  B ,  como  el  seno  total  es  al  coseno  del 
ángulo  que  forman  una  con  otra  las  direcciones  de  las  dos 
velocidades. 

»  3  tf      Determinemos  ¡ahora  las  velocidades  de   dos   7  o. 
•cuerpos  daros  yí  y  B  después  del  choque  j  en  el  supuesto 
de  que  el  cuerpo  ué  choque  oblicuamente  al  cuerpo  B  que 
se  está  qiüeto. 

Supondremos  que  en  el  instante  del  choque  se  tire 

des- 


' 


158  ELEMENTOS     . 

Píg*  desde  el  centro  del  cuerpo  jí  al  centro  del  cuerpo  S  unS 
linea  ^B  $  esta  linea  será  la  direccioil  del  cuerpo  B  des*- 
pues  del  choque.  Sea  ^F  la  velocidad  del  cuerpo  jí  antes 
del  choque  ,  y  ^E  su  velocidad  después  del  choque.  Esta 
ultima  velocidad  es  incógnita ,  y  su  dirección  forma  con 
^F  un  ángulo  E^F  que  tampoco  conocemos.  Tírese  la 
EF ,  y  concluyase  el  paralelogramo  AHFE.  Es  patente 
que  AH  ó  FE  representará  la  velocidad  que  perdiere  el 
cuerpo  A  en  el  choque.  Resolvamos  AH  en  otras  dos  ve- 
locidades AL  y  AG  tales  que  la  una  se  dirija  acia  AF^  y^ 
la  otra  sea  perpendicular  á  AF.  Tomemos  en  AB  la  parte 
AM  para  que  represente  la  velocidad  del  cuerpo  B ,  y 
resolvamos  esta  velocidad  en  otras  dos  AN" ,  AO  tales 
que  la  una  se  dirija  por  la  recta  AFj  y  la  otra  sea  perpeo- 
dicular  á  AF. 

Sentado  esto  ,  una  vez  que  hay  igualdad  entre  el  mo* 
vímiento  perdido  acia  una  dirección ,  y  el  movimiento  ga- 
nado acia  la  misma  dirección  (  212  )  ,  tendremos  estas 
dos  cquaciones  (^)  AxAL=zBxANy(B)   AxAG=z 

B  X  AO. 

Hagamos  el  seno  total  i  5  llamemos  a  el  ángulo  BAF, 

esto  es  y  el  arco  trazado  con  el  radio  i  y  que  es  la  medi- 
da de  dicho  ángulo  5  el  ángulo  FAE  ,  z  5  AFy  V  5  AEy  x. 
Las  dos  cantidades  xy  z  son  incógnitas,  y  las  demás  co- 
nocidas* 

Desde  el  punto  E  bajaremos  la  EK  perpendicular  á 
AF  i  será  EK  óAGzizAEx  sen  FAE  zzzx  sen  z,  AK 


r 
I 
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!=  AE  X  eos  FAE  ==  x,  eos  » ,  KF  ó  AL  =  idíF —  ^íiST  Fig. 
=  j^ — áf.  cosas. 

Por  ser  el  ángulo  BAE  =:  BAF  •+■  F/í£  ,   será 
cós  BAE  =  eos  ii  eos  «  —  sen  íi.  sen  2  ( I.  tf  j  tf  )  j  pero 

(   235    )  -^^Í=-<ÍJB.  eos 5-i<í£j luego ^ilf—* (eos tf. 
eos  «  —  sen  ü .  sen  «). 

Finalmente  tendremos  ANz:z.AM ,  eos  fi-^JP  ,  MN 

ó  AO  zzzAM  X  sth  BAF  i  luego 

AN  =r':9 .  eos  A  (cós  tf  .  eos  %  —r-  sen  a  .  sen  x); 

i^O bzz ^  •  sen  ii  (eos  a\  eos  «  —  sen  «  .  sen  z). 
Por  consiguiente  los  dos  cqüacíones  (yí)  y  (B)  se  podrán 
transformar  en  estas  dos.  ^ 

(C)  -^iP^ —  ^x.  eos  «  zi=  j?jir.eos  <cos  a.  eos  2.. —  sen  a.  sen  «) 
(Z?)     '        '  :^x\6áíz'=:Bx.s'étya(^cosd.  cosz  —  sen  ^.  sen») 

De  la  equaciori  (D)  se  saca  (A-^B  sen*  -^  sen  2  sr: 

S  .  sen  a  .*  eos  n  •  eos  z »  y  por  ser  cós  z  :=:z  \/(  i sen*«) 

sacaremos^  después  de  substituir  esté  valor  de  eos  :s   y  des^ 

'•vA«/»«i    «AM  _i  JJ*  sen  tf  eos «  r  í        '  • 

pe;ar,sen  z  _.  ^K^-hb . sen^.)xiir(BT?ri7rc"5nFJ  '  í^ego 

eos  X  — i#*Hg.spn«tf    ; 

VC(^-+-^  .  sen»tf)»-f-(B .  sen  41 .  eos 4)»]  * 

Si  comparamos  una  con  otra  las  dos  equaciones  (C)  y 

(D)  sacaremos 

.y ?l!2lf :  -i—  r>sen  a  s^lJA-^B  sen>4)«-4-(g  sen  < .  eos  n)»] 

sen  a  .  eos  ^-f-eos  a .  sen  ^  —-     .jen  <^-+.JB.  sen*tf)-Kcos  ¿(¿sen  «  .  eos  ;p"> 

pero  por  ser  seh*tf  4- eos*tf=:  i  ,  el  denominador  del  últí^ 


mo  quebrado  =:  sen  ^.  ^ 4-  sen  n  .  B  y  luego  reduciendo 
sacaremos  ¿  =:  ^^K^*h-b : sco«^)«-K^sen  ^ . eos a)^ i^ 

Conocemos,  pues ,  la  velocidad  JíE  del  cuerpo ^  des»- 
pues  del  choque ,  su  cantidad  y  dirección  ,  pues  conoce- 
mos 
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F%*  igual  fuerza  ^  y  ácIa  la  misma  dirección  que  fueron  com- 
primidos. 

71.  En  virtud  de  este  principio  es  evidente  que  sí  prolon- 

gamos FE  hasta  que  Fe=z  iFE ,  tiramos  yíe  ,  y  to- 
mamos el  duplo  de  ^p5  las  lineas  ^ey  zAp  espresarán  las 
velocidades  de  los  dos  cuerpos  Ay  B  en  el  caso  actuab 
porque  las  lineas  FE ,  Ap  espresan  respectivamente  la 
velocidad  perdida  por  el  cuerpo  yf ,  y  la  velocidad  gana- 
ida  por  el  cuerpo  5  ,  en  el  caso  de  estar  sin  resorte  los  dos 
cuerpos. 

De  esta  resolución  se  puede  inferir  una  consccuencíar 
parecida  á  la  que  sacamos  de  la  proposición  probada  an«* 
tes  (   238    )• 

240      Si  quisiéramos  determinar  la  velocidad  con  que 
han  de  caminar  después  del  choque  un  número  qualquiera  de 
i^  *  •   cuerpos  duros  B^CyD  y  chocados  á  un  tiempo  oblicuamente 
por  otro  cuerpo  duro  Ai  tiraríamos  en  el  instante  del  choque 
lineas  desde  el  centro  del  cuerpo  A  i  los  centros  de  los  cucr-i 
pos  5  ,  C ,  D  5  y  las  lineas  AB  ,  AC,AD  serían  las  direc- 
ciones de  las  velocidades  de  Ids  cuerpos  B  yC^D  después 
idel  choque.  Sea  AF  la  velocidad  del  cuerpo  A  antes  del 
Choque  9  AE  su  velocidad  después  del  choque ;  FAE  el  án- 
gulo que  forman  las  direcciones  AFy  AEh  tiremos  la  FE, 
y  concluyamos  el  paralelogramo  AHFE.  Es  patente  que 
AH  es  la  velocidad  perdida  por  el  cuerpo  A  después  del 
choque.  Sean  AM  y  AP  y  AS  las  velocidades  de  los  cuer- 
pos B,CpD  después  del  choque ,  jr  resuélvase  cada  una 

de 
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de  toáas  las  velocidades  AH  ^  AMy  AP ,  AS  en  otras  dos 
AL^AGh  AN^  AO'.AQyAR;  AT,  Ay  y  tales  que  las 
primeras  se  dirijan  acia  AF  ^  y  las  otras  sean  perpendicu^ 
lares  á  AF. 

Sentado  esto  es  evidente  que  el  movimiento  perdido  eti 
la  dirección  AF  es  A  x  AL ,  y  que  el  movimiento  ga- 
nado en  la  misma  dirección  es  B  x  AN  -4-  C  x  Aí¿  h-  D 
X  AT  i  ¡tendremos  (    2  1  z    )  ,  pues  ,  la  equacion 

(A)  A^ALzzzBx  AN  '^CxAQ-*-Dx  AT. 

Es  también  evidente  que  el  movimiento  perdido  en  la  dí« 
reccioi^  AO  es  A  x  AG  y  y  que  el  movimiento  ganado  en 
la  misoia  dire.c(;ion  es  JB  x  AO  —  Cx  AR —  D  x  Af^i 
luego  tendremos  (212)^ 

(B)  ^x^G=:Bx  AO — C  x  AR — D  x  AP^. 

*  N 

Llamemos  ahora  el  seno  total  i  ;  el  ángulo  BAFy  ai 
el  ángulo  CjíF^  *5 el  ángulo  DAF ,  c  5  el  ángulo  FAE ,  «. 
A,FyVv4EyX. 

Bajemos  EK  perpendicular  á  AF  %  será  EK  ó  AG 
zzix •  %exxXyAK:zzx.  cosZyEJSó  AL  zzzV —  x.cosz. 
Por  ser  el  ángulo  BAE  la  suma  de  los  dos  ángulos 
BAF  y  FAE  y  el  ángulo  CAE  Ift  difetencia  de  los  ángulos 
CAF  y  FAE  y  y  el  ángulo  DAE  la  diferencia  de  los  án- 
gulos P^F ,  F^£ ,  será  (  1.^55   ) 

eos  BAE  r=  eos  ái  •  eos  :s  —  sen  ái  •  senss 
*  eos  CAE  zzicosb .  eos  :s  *h  sen  ¿  •  sen  2» 

eos  DAE  =:  eos  ^  •  eos  «  -4*  sen  ^  •  sen  s:. 
Pero  (   235    )  AM  =:  AE  X  eos  BAE  y  AP  =z  AE  X 

L  2.  eos 
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Fig;  eos  CAE  y  AS'znAEy.  cosDAEi  l\icff}AMz=:x(cosa. 

eos  z  —  sen  tf  •  sen  ;r ) ,  AP  =:  x  (eos  b  .  eos  z  -+-  sen  *• 

sen  «),  ^5"  ==:  «(eos  (?.  eos  a:  -+-  sen  r .  sen  «).  A  mas  de  esto, 

también  tenemos  AN  z=z  AM  x  eos  BAF ,  AO  =  -^ ATx 

sen  BAFh  AQ=z  APx eos CAF,  AR=zAPx  sen  CAF^ 

ATz=zASx  eos  D-^F,  ^^=;  AS  x  sen  D-^ÍF.  LucgQ 

AN  c=:x  cosa  (eos  íi  .  eos  ss  —  sen  ái .  sen  «), 

^O  ==  4P  sen  n  (eos  a  .cosz  —  sen  n .  sen  «> 

^j2  =  *  eos  A  (eos  í  .  eos  «  -H  sen  *  •  sen  «), 

AR  =  áP  sen  *  (  eos  *  .  tos  2:  -4-  sen  *  .  sen  «)j 

^r  =  4r  eos  r  (  eos  í? .  eos  «  -f-  sen  ít  .  sen  z\ 

AV  :=:xstfic(cosc.  eos  sí  -+-  sen  ¿r .  sen  «> 

Por  eonsiguiente  podremos  transformar  las  equáclones  (A)  ^ 

(B)  en  estotras  dos 

Bx  eos  a  (eos  n  .  eos  « —  sen  a .  sen  «J 

^/flP^— ^jp eos «  ==  ^H-Cjc  cos*(cos*.  cos«-4- sen*,  sena:) 

Z)x  eos ^ (eos c.  eos « -*- sen ^  *  sen «), 


Ujc  .  sen  a  (eos  n.  eos  «  —  sena  .sena:) 
W)  Ax  sen  «  =  '^  — Cx  .  sen  *  (eos  *  .  eos  a: H-  sen  * .  sena:) 

^Dx .  sen c (eos c.  eos « -4- sen ^ .  sen:»:). 


Sí  eomparamos  la  eqnaeion  (D)  con  las  equtelones 
sen  z  =VC I  —  cos*;5) ,  eos  a:  =  v/(  i  —  sen^a:),  que  siemr- 
pre  se  verífiean  ,  y  despejamos  sueeesivamcntc  sen  «  5^ 
eos  Zy  sacaremos 


isen 


iea» 
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i? .  sen  tf  .  eos  a  —  C  sen  ¿ .  eos  ^ —  P .  sen  ^ .  c  os  c 


yKA-^  B.  sen* a  -t-C.  sen**-í-P.  sen* C)*-h  1    j 

r     V^.sentf.eostf*— Csen^.eos^ — D.senc.  costf)*j 

A-*-B.  sen*fl-*-  C .  sen'3  -t-  P.  $en*C 


cosje 


v{. 


B  .  sttí^a  -+-  C  sen* A  -+•  D .  scnV)* 
sen  a.  eos  tf  —  C.  sen  ¿ •  cos¿ — D .  se 


Es  ^  pues )  conocida  la  dirección  del  cuerpo  jí  después  del 
choque.  Si  substituimos  los  valores  de  sen  %  y  cosz  ea 
la  equacion 


} 


que  se  saca  de  la  equacion  (C7)  ,  tendremos  la  cantidad  de 
la  velocidad  x  del  mismo  cuerpo  A  después  del  choque.  Fi- 
nalmente se  conocerán  también  las  velocidades  AM  y  AP^ 
AS  de  los  cuerpos  B  ^C  yD  ^  una  vez  que  conocemos  AE^ 
y  los  ángulos  BAE  ,  CAE ,  DAE. 

£1  que  quisiere  egecutar  las  operaciones  que  acaba^- 
mos  de  indicar  y  deberá  tener  presente  que  sen^if  -f-  cos*a 
=:  I  ,  scn*¿  -+-  cosV  =  i  ,  sen*^-H  cosV  r:^  i  ,  y  sim- 
plificará mucho  los  cálculos. 

241      Bagemos  ahora  desde  el  punto  F  á  las  rectas    73. 
AB  y  ACy  AD  las  perpendiculares  FfyFqy  Fx.  Determi- 
nemos el  centro  de  gravedad  m  del  systema  de  todos  los 

TomdV.  L  3  cuer- 


mn 
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Fig.  cuerpos  A  yB  ^C  yD  que  supondremos  puestos  respectiva- 
mente en  A  ,fjq  y  X  yY  por  los  puntos  m ,  F  tiremos  la 
recta  mF.  Levantemos  en  el  punto  m  la  recta  md  perpendi- 
cular á  mF.  Tírese  AX  paralela  á  mFy  y  en  el  punto  F  la 
FX  perpendicular  á  AF  >  dividamos  la  linea  AX  en  E  de 
modo  que  sea  A  x  AF -^  (A  -^  B  -^  C -^-D)  Ad  :  A  x 
AFi.AXiAEy  ó  ^£  =  ;j;j3j¡gr^^ 

Finalmente  desde  el  punto  F  tiremos  á  las  AB  y  AC, 
AD  las  perpendiculares  Ep  yEu  y  Eo.  Será  AE  la  veloci- 
dad del  cuerpo  A  después  del  choque  5  Ap  yAu^Ao  serán 
las  de  los  cuerpos  B  yC  yD. 

Porque  si  por  el  punto  A  tiramos  la  recta  by  perpen- 
dicular á  AF  y  y  desde  los  puntos  m  yfy  q  yX  tiramos  las 
perpendiculares  mn,  fng\  fty  fbh  qs  y  qn  xZyXy  á  los 
dos  eges  AF  y  by  y  de  la  propiedad  del  centro  de  grave- 
dad (  108  )  inferiremos 
Bxft-^  X  qs—Dx  xz     í^{B.scna.cosa—C.scnb.cosb^D.scnc.cosc) 

A-^  B  -+-  C-^D     "^ 


B X  fb-^Cxqr  '^Dxxy      f^(B.  cos*tf-4- C.  cos*¿-H D.  cosV) 


^(5  cos^tf  -+-  C  cos*¿  -H  D  cosV) 
luego  F«  =:  ^-- ¡Í^^^ch-P 


Í^(-^H-  5  -I-  C  H-  D —  5 .  cos*tf  —  C .  eos**  —  D  .  cosV) 


B 


Fm 
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V{A  -I-  B  .  scn*tf  -4-  C .  sen**  -i-  D .  setiV)  Fíg* 


5-4-C-f-I> 


^  ÍC-^-l-  jB  .  sen*a  -4-  C.  scn**-H  D.  senV)»-H  1 

•^  \(iB.  sen  a.  cosa —  C.  sen  B.  eos  ¿ —  D.co$c.scnc)H 


jí^B^C^D 

Por  consiguiente  sen  mFn  zz.  sen  F^fi  =:  -—. 

B •  sen  tf .  eos  a  —  C .  sen  *.  eos  b—D  .sen  r,  cos^ 


y  (A-^  B.  sen* 
i^  \(J5.sen4cos 


a  -H  C.  sen**  -h  P.  senV)* 

a — C.  sen  b  eos  * — P.  sen  c  eos  r 


Luego  I  .^  ^JT  es  la  dirección  de  la  velocidad  del  cuerpo 
A  después  del  choque,  2.^  Los  dos  triángulos  rectángu- 
los Fnm  ,  Fmd  dan  Fn  :  mniimn  :  ndzumnx -^  z=mn  x 

_-       _  rn 

»gp  t  —  ^scn^  /^  sen  a  eos  o — Csen  b .  co$  5  ^ — D  sen  c  eos  í  \ 

eos  X  eos  i      \  A^^B^-^C^^O  J    5  y  P^^ 

consiguiente  Adz=z  An  —  nd 

^(B.  cos*¿  -hC.  eos**  H-  D.  eos*^)  —  íll'iL  x    ' 

^  ^  eos  I 

B.  sena  eos  tf  — C.  sen  * .  eos  *  — D.  sen  r  eos  c 


D 


y  como  el  triángulo  rectángulo  ^FJT  dá  AX:rz— 

^  o  eos  r eos  j 

tendremos  por  consiguiente  AE  zz:  -j axaf^ax 


AV 


{XA-\^B  eos*tf  -H  C  eos**  -h  D  cosV)  eos « \' 

{B  sen  a.  eos  a^C  sen  b  .  eos  b  —  D  sene,  eos  r)  sen  zj 

Luego  será  ^jE  la  velocidad  del  cuerpo  A  después 

L  4  del 
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Fig.  del  choque,  Finalmente  es  constante  que  Ap^Au^Ao  son 
las  velocidades  de  los  cuerpos  B  yC^D  y  una  vez  que  Ap 
z=L  AE  X  eos  BAE  ,  Au  =  AE  x  eos  CAE ,  yíc  ==  AE  x 

eos  P-^^. 

5^4-  142  Aplicaremos  la  resolución  general  que  hemos 
idado  á  un  caso  particular  ^  suponiendo  que  el  cuerpo  A 
choca  no  mas  que  con  dos  cuerpos  B  y  C  iguales  y  pues- 
tos de  un  mismo  modo  respecto  de  su  primera  direcciotí 
AF.  En  este  supuesto  será  D  =z  o  ,  sen  c:=:  o  ,  BzziC, 
Sen  ^  =;  sen  a  9  eos  ^  =:  eos  a ;  por  consiguiente  sen  z  =  o  ^ 
y  eos  %=  I  ;  luego  después  del  choque  el  cuerpo  A  prose^- 
guirá  moviéndose  ícuAF  (como  es  evidente) ,  y  su  vcr 

locidad  AEóxzz  jz^iTcol^^a^c cos^i  =  A^tícii-^*  ^^^  ^^ 
que  mira  á  las  velocidades  iguales  Ap  ,  Au   de  los  dos 

cuerpos  jB  y  C ,  la  espresion  de  cada  una  es  j^l^b  eos»? 
243       Busquemos  ahora  quales  serán  después  del  cho- 
73*   que  las  velocidades  de  los  cuerpos  A^ByCyD  ^  en  el  su- 
puesto de  ser  todos  clásticos  ,  y  de  que  el  cuerpo  A  vaya 
á  chocar  oblicuamente  con  los  otros  que  están  en  reposo. 

Determinaremos  con  lineas  las  velocidades ,  usando  de 
la  construcción  geométrica  dada  antes  (241). 

Hagamos  Fe  =:  2  FE  ,  y  tiremos  Ae  5  será  Ae  la 
velocidad  del  cuerpo  A  después  del  choque  ,  y  las  li- 
neas zApy  %Au  y  zAo  espresarán  respectivamente  las  ve- 
locidades de  los  cuerpos  ByCyB.  Se  prueba  por  lo  di- 
cho (  223y24i  ). 
74.        .244      Supongamos ,  por  cgemplo ,  que  el  cuerpo  A  no 

cho- 
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tlióque  mas  que  con  dos  cuerpos  B  y  C  igualen  y  coloca*  Fi^. 
dos  de  un  mismo  modo  respecto  de  su  dirección.  La  velo- 
cidad de  A  después  del  choque  será  AF —  %  FE  ^  y  la  de 
B  ó  Cserá  %Ap. 

Si  quisiéramos  sacar  las  espresiones  analyticas  de  estás 
velocidades ,  inferiríamos  de  lo  dicho  (  a23y24i  ) 
que  la  velocidad  de  A  después  del  choque  =^^^^^^í^> 
^      de  i?  O  C  =  3ií:.^5r-¿^^. 

Del  Movimiento  por  superficies  curvas. 

^24;      Si  un  cuerpo  sin  pesantez  ,  y  sin  resorte  anda    7  5 
tn  virtud  de  una  impulsión  primitiva  ,  los  lados  succesivos 
/ÍB  y  BC  &c.  de  un  polygono  qualquiera  ,  al  pasar  de  un 
lado  á  otro  perderá  una  parte  de  su  velocidad  que  se  de- 
terminará del  modo  siguiente» 

Imaginemos  que  se  mueva  actualmente  desde  A  ácia 
B  y  y  que  al  llegar  á  B  sea  tal  su  velocidad  que  en  un  tiem*- 
po  determinado  ^  de  un  segundo  por  egemplo,  anduviese  la 
linea  BF  en  AB  prolongada  y  si  estuviera  libre.  Después 
de  tirada  en  el  punto  B  la  BE  perpendicular  á  BCj  ima- 
ginaremos el  paralelogramo  rectángulo  BDFE ,  cuya  dia* 
gonal  sea  J5F,  y  cuyos  lados  estén  en  las  lineas  BCy  BE^ 
y  en  lugar  de  figurarnos  que  tiene  el  cuerpo  la  velocidad 
BF  y  nos  figuraremos  que  tiene  juntas  las  dos  velocidades 
BD  y  BE ;  pero  como  el  lado  BC  le  estorva  el  que  siga 
la  dirección  de  la  velocidad  BE ,  es  evidente  que  su  ve« 
loddad  estará  reducida  á  BD, 

Si 
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Flg.  SI  desde  el  punto  jff  como  centro ,  y  con  el  tiéxoS^ 

Imaginamos  trazado  el  arco  FI  i  será  la  velocidad  perdida 
DI  que  es  la  diferencia  que  vá  de  BF  i  BD ;  y  como 
DI  es  el  seno  verso  del  arco  FI ,  ó  del  ángulo  FBC  que 
fórman  ios  dos  lados  contiguos  J^B ,  BC  i  se  sigue  que 
mientras  estos  dos  lados  formaren  un  ángulo  fínito  ,  el  cuet-' 
po  perderá  una  porción  fíníta  de  su  velocidad  ,  al  pasar  de 
un  lado  á  otro. 

3  4  tf  Pero  si  el  ángulo  que  forman  dichos  dos  lados 
ñiere  Infinitamente  pequeño  ,  la  velocidad  perdida  no  solo 
no  será  una  cantidad  fínita ,  pero  ni  aun  ínñnitamente  pe- 
queña de  primer  grado  i  no  seta  mas  que  ínfínltamentc  pC' 
<)ucña  de  segundo*  grad 

7  ^'  Lo  probaremos ,  Pcrso  de  un 

ángulo  infinitamente  {  te  pequeño 

de  segunda  orden.  "Pái  q^e  si  fue- 

re CD  un  arco  quatqi  ndicular  al 

diámetro víC,  será  (I  ►:  5Cí  lue- 

go si  CD ,  y  por  consiguiente  BD  fuese  infinitamente  pe- 
queña ,  BC  que  es  el  seno  verso  de  CD  ,  será  infinitamente 
menor  que  BD  ,  por  caber  en  BD  tantas  veces  ,  quantas' 
cabe  BD  en  la  cantidad  infinitamente  mayor  ^B.  Luego 
será  BC  infinitamente  pequeña  de  segunda  orden. 

77.  247       De  donde  inferiremos  que  si  un  cuerpo  sin  pe- 

atntes  se  mueve  á  lo  largo  de  la  superficie  curvaK&Cy  ten^' 
drá  en  todas  partes  una  misma  velocidad. 

Poique  si  coDsidciamos-diclu  curva  como  un  poly- 


:eiana  Ijo. 
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geno  de  una  infinidad  de  lados  5  como  estos  lados  forman  Flg. 
unos  con  otros  ángulos  infinitamente  pequeños,  la  velocidad 
que  se  pierde  al  pasar  de  un  lado  á  otro  ,  es  un  infinita- 
fliente  pequeño  de  segunda  orden  respecto  de  la  velocidad 
primitiva.  Luego  la  suma  de  las  velocidades  perdidas  des- 
pués de  haber  andado  una  infinidad  de  dichos  lados  y  esto 
es  después  de  andado  un  arco  qiialquiera  ABC  y  no  puede 
ser  mas  que  una  cantidad  infinitamente  pequeña  dé  prime- 
ra orden.  Por  consiguiente  no  mengua  sensiblemente  la 
velocidad, 

248  Consideremos  ahora  el  movimiento  de  los  cuer:« 
pos  pesados  á  lo  largo  de  las  superficies  curvas  ,  ciñéndo- 
nos  por  ahora  al  que  se  hace  en  un  plano  vertical. 

Sea  y  pues,  AMB  la  sección  de  la  superficie  curva  he***   7  8 
cha  con  un  plano  vertical ,  y  el  rastro  que  deja  el  cuerpo 
en  dicha  superficie.   Consideremos  la  curva  como  un  poly- 
gono  de  una  infinidad  de  lados  y  é  imaginemos  que  el  cuer-* 
po  acaba  de  andar  el  pequeño  lado  mM.  Como  al  pasar  al 
lado  Mm  no  pierde  (    247)  nada  de  su  velocidad  y  an- 
daría Mm  con  la  velocidad  que  tenia  en  JIf ,  si  no  obrase 
en  él  la  gravedad.  Pero  como  obra  esta  fuerza  acia  la  ver- 
tical Mq  solicita  otra  vez  el  cuerpo  á  que  baje  ,  del  mismo 
modo  que  lo  haría  en  un  plano  de  igual  inclinación.  Lue-í- 
go  si  imaginamos  que  la  velocidad  Mq  que  procura  dar  la 
pesantez  en  un  instante,  esté  resuelta  en  dos  ;  es  á  saber,  en 
MS  perpendicular  á  Mm  ,.y  en  Mí  dirigida  acia  Mmy  solo 
esta  acelerará  la  velocidad  de  M.  Si  tiramos  la  vertical  mr, 
•  •  /  y 
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f  íg*  y  compáramos  los  triángulos  semejantes  Mqt  y  Mmf ,  sacS-« 
remos ^w  :  mr  ::  MqiMty  luego  Mt=i^^. 

Imaginemos  que  los  diferentes  puntos  de  la  curva  qual-* 
quiera  yíB  se  refieren  al  cge  vertical  qualquiera  BZ.  Lia-* 
memos  BP  ,  jtj  PM^y  y  el  arco  BMy  s.  Será  Pp  ó  mr 
ziz  —  dxi  Mm  zzz  —  ds.  Llevan  ( IIL  3  3  tf  )  estas  canti- 
dades el  signo  — ,  porque  x  y  s  van  menguando  al  paso 
que  crece  el  tiempo  t.  Sea  p  la  velocidad  que  imprime  U 
pesantez  en  un  cuerpo  libre  en  un  segundo ;  pdt  será  la 
que  le  comunicará  en  el  instante  df.  Será  ,  pues  y  la  velo« 
cidad  Mq  z=:  pdt.  Llamemos  v  la  velocidad  que  tiene  el 
cuerpo  al  llegar  á  My  ¿t»  espresará  el  aumento  de  esta  ve-* 
locidad  en  el  tiempo  dt^  $  tendremos  y  pues  y  dv  =  M^.  Subs-* 
tituyendo  estos  valores  en  la  equacion  Mt  =  ^^  >  saldrá 
dv=pdtx^z=:pdtx'^.  Pero  (  57  )  dtzzz^i 
luego  después  de  hecha  la  reducción  correspondiente ,  vdv 
=r:  —  pdx.  La  integral  de  esta  equacion  es  ^  =  í^  —  P^x 

ó   WZIZ2C —  2px. 

Para  determinar  la  constante  C ,  supongamos  que  el 
punto  ^  desde  donde  empezó  á  caer  el  cuerpo  ,  esté  mas 
alto  que  la  orizontal  que  pasase  por  B  y  la  cantidad  BZ 
\ — 'A.  Es ,  pues ,  preciso  que  quando  v  era  cero  ,  x  fuese 
z=z  by  luego  o  =  iC —  2pby  luego  C-^zpbh  luego  wzr: 
\2pb —  2px=:2p(b  —  jc)=2pxPZ.  Pero  (  54  ) 
si  un  cuerpo  pesado  cayese  libremente  de  la  altura  ZP ,  el 
quadrado  de  la  velocidad  que  tendría  en  P  ,  sería  2p  x  PZy 
luego  quando  un  cuerpo  baja  á  lo  largo  de  una  lima  curva 

lue^ 
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quaJqmera  y  tiene  en  qualqtdera  de  sus  puntos  la  misma  velo^  Fig« 
cidad  que  si  hubiese  caido  libremente  desde  una  altura  igual. 
Por  consiguiente  la  velocidad  que  adquiere  succesiva* 
mente  un  cuerpo  que  cae ,  á  impulsos  de  su  pesantez  ^  en 
la  concavidad  de  una  linea  curva  ^  es  de  todo  punto  inde« 
pendiente  de  la  naturaleza  de  dicha  curva* 

249      Luego  si  un  cuerpo  cayese  á  lo  largo  del  arco 
AD  y  tendrá  en  el  punto  D  la  misma  velocidad  que  si  hu-   7  9* 
biese  caido  á  lo  largo  de  FD  y  siendo  AF  orizontal  y  y  CD 
srertical.  Por  la  misma  razón  y  si  cayese  4i  lo  largo  del  arco 
BD  y  tendrá  en  el  punto  D  la  misma  velocidad  que  si  hu« 
biera  caido  á  lo  largo  de  ED.  Si  dejáramos  caer  un  cuer- 
po succesivamente  desde  el  punto  F  y  y  desde  el  punto  Ey 
tendría  al  llegar  á  D  velnridades  que  serian  (41)  como 
las  raices  quadradas  de  las  alturas  >  y  si  ABD  fÍ2ese  un  arco 
de  círculo ,  tendremos  (1. 5  2  3)  y/DF :  VDE ::  AD  :  BD, 
siendo  AD  y  BD  las  cuerdas  de  los  arcos  ABD  y  BD; 
luego  las  velocidades  adquiridas  cayendo  á  lo  largo  de  los 
¡ircos  qualesquiera  ABD  y  BD  y  cuya  tangente  en  el  punto 
mas  bajo  es  orizontal  y  son  entre  sí^como  las  cuerdas  de  di- 
chos arcos.  Por  consiguiente  sí  quisiéramos  que  un  mobil 
adquiriera  una  velocidad  dui^a  ,  tripla  ,  &c.  de  la  que  ten- 
dria  en  el  punto  D  otro  mobil  que  cayese  á  lo  largo  del 
arco  BD  y  se  conseguiría  con  hacer  caer  el  primero  á  lo 
largo  del  arco  ABD  y  axyjL  cuerda  fuese  dupla  ^  tripla ^  &c 
¡de  la  cuerda  BD. 

lY  si  quisiéramos  gue  a%u!riera  un  mobil  una  velo 

ci- 
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Fig«  cidad  determinada  como  de  4  pies  por  segundo ;  se  con"* 
seguiría  con  determinar  (54)  de  qué  altura  debería 
caer  un  cuerpo  para  adquirir  una  velocidad  de  4  pies  por 
segundo  ,  y  tomando  en  la  vertical  DC  una  linea  DF  igual 
4  dicha  altura  y  en  un  punto  C  de  la  DCy  tomado  mas  allá, 
se  ataría  un  hilo  tan  largo  como  DC^  y  colgando  en  dicho 
punto  el  mobil ,  se  le  arrimaría  al  punto  j4  donde  la  per- 
pendicular F^  corta  el  arco  DA  y  partiendo  el  mobil  del 
punto  yí  tendría  en  D  la  velocidad  de  4  pies  por  segundo. 
250      Luego  si  después  de  llegado  el  cuerpo  al  pun- 

17.  ^*  to  B  que  es  el  mas  bajo  ,  y  cuya  tangente  supondremos  que 
sea  orizontal ,  encuentra  la  concavidad  de  la  misma  ú  otra 
curva  qualquiera  que  toque  la  primera  enB,  subirá  en  esca 
á  una  altura  igual  á  la  altura  de  que  cayó. 

Porque  si  suponemos  que  el  cuerpo  M  esté  actualmea* 
te  cnB,  donde  ^m  o  ,  -su  velocidad  será  tal  ^  que  tendré^ 
mos  tw  zr  ipbyó  W'z:i  ipby  llamando  ^  esta  velocidad 
para  distinguirla  dé  la  otra.  Supongamos  que  con  dicha  ve« 
locidad  suba  á  lo  largo  de  una  curva  qualquiera  BM^y  dls^ 
curriendo  como  antes  hallaremos  que  su  velocidad  en  un 
punto  qualquiera  M'  se  determinará  por  la  equacion  — dt/ 
z::zpdt  ^^,  llamando  v  su  velocidad  ,  /  el  arco  AM^^  y 
reparando  que  v  mengua  al  paso  que  ty  iyX  crecen.  Subs- 
tituyendo, pues,  en  lugar  de  dt  sü  valor  ^y  tendremos 
vdv  =r  —  pdx 5  é  integrando yVv^:z2C  —  2px  ;  pero 
quando  jt  =  o  ,  la  velocidad  v^  es  ^5  luego  V^zn  2C5  y 
como  V^'zz_%ph ^  tendremos  2C=:  2pby  luego  tfv' ziz. 

%pb 
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tph  «—  %px.  Pero  quando  el  cuerpo  dejare  de  subir  y  será  FIg« 
v^zr:  o  ,  y  por  consiguiente  zpb  —  tpx  =  o  ,  que  dá 
x:zzbh  luego  el  punto  donde  el  cuerpo  habrá  llegado  en 
la  curva  qualqulera  BA  estará  á  la  misma  altura  que  el 
punto  A. 

251  Por  lo  que  mira  al  tiempo  <pie  tardará  el  cuer- 
po en  andar  un  arco  qualqulera  AM  ó  AB  de  la  curva» 
una  vez  que  dtz=i^  ,  tendremos  dt  =  —=±^^ ;  por 
manera  que  será  menester  sacar  de  la  equacion  de  la  curva 
el  valor  de  dsenx  y  dx y  y  substituyéndole  en  este  valor  de 
d^,  se  hallará  el  valor  de  t  por  medio  de  la  integración» 

De¡  Movimiento  de  Oscilación ^ y  de  los  Péndulos.* 

252  Acabamos  de  ver  (  250  )  como  un  cuerpo 
pesado  después  de  haber  bajado  á  lo  largo  del  arco  qual- 
qulera de  curva  AB  y  ha  de  subir  (  prescindiendo  de  la  re«* 
siítencia  del  ayre  y  del  rozamiento )  á  la  misma  altura  en 
la  curva  qualqulera  BA^  que  tuviese  en  el  punto  B  la  mis« 
ma  tangente  orizontal  que  BA.  Luego  si  dicho  cuerpo  vol*- 
viese  después  á  caer  andaría  en  dirección  contraria  todo  el 
camino  A'BA  y  é  iría  y  vendría  sin  cesar.  Este  es  el  movi^ 
miento  que  se  llama  Movimiento  de  Oscilación.  Acabamos 
de  manifestar  lo  que  se  ha  de  practicar  en  general  para  de^ 
terminar  quanto  dura  cada  oscilación  que  ha  de  ser  paten- 
temente el  duplo  del  tiempo  que  dura  la  calda  por  el  arco 
AB  y  si  fuese  BA  el  mismo  que  BA. 

jQuando  la  curva  á  lo  largo  de  la  qual  baja  el  cuerpo,   8  o'« 

es 
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f  ig.  es  un  circulo  ,  y  se  hacen  las  oscilaciones  en  ircos  peque- 
ños 9  tienen  la  propiedad  singular  é  ^importante  que  su  du« 
ración  no  pende  de  la  longitud  del  arco  AB  ^  por  manera 
que  quando  el  arco  AB  es  pequeño  y  como  de  quatro  ó  cin- 
co grados  á  lo  mas  ,  el  mobil  siempre  llegará  á  £  en  el  mis- 
mo  tiempo  9  yá  salga  del  punto  ^,  ya  de  otro  punto  qualquie* 
ra  O  que  esté  entre  Ay  B.  Vamos  á  probar  esta  propiedad. 
Guardaremos  las  mismas  denominaciones  que  antes  ^  y^ 
llamaremos  a  el  radio  BC  del  círculo  BAD ;  por  la  natura-* 
lezádel  círculo  seraje  =  \/(2tfáP —  sx).  De  aquí  es  fácil  In- 
ferir que  el  arco  ds  ,  ó  V(dx^  -+-4^*)  ^^^^  vc^^^^*  ^^^^ 
por  ^r  el  arco  J?Jf  pequeño  ,  de  modo  que  x  es  pequeña  res* 
pecto  de  a  ,  ^trixx  despreciable  en  comparación  de  2ax,y 
sacaremos  ds  izz  -?—•  Si  substituimos  este  valor  de  ds  en  el 

áedt  (    Í5I    )»  sacaremos  dt  =  yir^x^L-^^,)  >  <V^^ 

—  -^dx 
se  puede  reducir  á  dt  =  y^^T^^^JT^ » ó  ''í= V'y 

'.  Pero  así  como  ;^^;i::35)  espresa  el  ele- 


mentó  de  un  arco  de  círculo  cuyo  diámetro  es  2  tf  ^  tambíeci 

^dx 

espresa el  elemento  de  un  arco  de  circulo  cuyo 

V(fix — xx) 

diámetro  sea  ¿,  y  la  abscisa  x.  Y  como  la  linea  BZ  es 

í ,  si  sobre  BZ  como  diámetro  trazamos  el  semicírculo 

BM^Z ,  será  M^m  dicho  elemento  j  de  modo  que  tendré- 

mos =:  Mm=:d(BM)  5  luego  — ■ 

\/(¿,x-^xx)  ^     Víi^X'-XX) 
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-=:  ^£^.  Substituyendo  este  val<nr  en  el  de  i2í ,  sile  dt  =:  Et^ 
y/±  X  r=ií¿?^)  j  é  integrando,  í  =  C  —  v^^  x  ^.  Ya  no 
£üta  sino  determinar  la  constante  C.  Con  esta  mira  consi- 
deraremos que  quando  f  ==:  o  ,  esto  es  quando  ei  cuerpo  sale 
del  punto  ui,  el  arco  BM'  es  la  semicircunferencia  BM'Zí 
luego  o  ==  C  —  V—  X  -j-  ,  y  Cis  v-  x  — y— j  lu^ 
í  =  V'fx2^-.í/fx2fl,ó/  =  v/^x^.   Esta 
es  la  espresion  del  tiempo  que  se  gasta  en  andar  el  arcoi 
qualquíera  AM ,  cuyo  tiempo  supondremos  valuado  en 
segundos.    Pero  quando  el  arco  ^M  11^  á  ser  el  arco 
^B  y  esto  es  y  al  cabo  de  la  semioscUacion ,  el  arco  ZM^ 
es  ZM'B  >  luego  si  llamamos  \^T  lo  que  dura  la  semios*- 
Cilacion ,  tendremos  ^Tz=Vyx  ^,   óT=Vj-x 
^Y^.  Pero  si  representa    i  :  ^.la  razón  entre  el  diá- 
metro y  y  la  circunferencia  de  un  círculo  y  tendremos 
I  :  c  \\b\  íZM'B  ,  y  por  lo  mismo  i£^^  :;:^  ^  5   juego 
T  =:  Vj  x€  yóTzizc  Vj*    Este  es  el  valor  del  tiempo 
que  dura  una  oscilación  entera.  Y  como  en  esta  cantidad 
no  entra  b  y  que  determina  de  qué  altura  Ha  bajado  el  cuer«- 
po  y  Y  por  consiguiente  la  estension  del  camino  AB  y  he-* 
mos  de  inferir  que  el  tiempo  T  de  ningún  modo  pende  de 
la  longitud  del  arco  y  mientras  este  fuere  pequeño.  Luego 
las  oscilaciones  que  se  hacen  en  arcos  pequeños  de  círculo, 
son  sensiblemente  isócronas ,  esto  es ,  de  igual  duración. 

Esta  propiedad  se  verifica  igualmente  en  los  arcos  pe- 
queños de  todas  las  curvas  y  cuyo  radio  de  la  e voluta  en  el 
punto  mas  bajo  no  es  nulo.  Porque  dichos  arcos  se  confun- 
Tom.ir.  M  den 
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Hg^  den  ¿OQ  los  arcos  dol  drculo  que  mide  (111.441?  )  su  cuz« 
vatu]:a.. 

.253  Lo  que  acabamos  de  decir  se  aplica  como  de 
Si.  suyo  á  los  péndulos.  Llámase  en  general  Péndulo  un  hiló 
ó  varilla  que  tiene  uno  ó  muchos  cuerpos  colgados  ó  ata* 
dos  á  un  punto  fijo  C.  Se  llama  Péndula  simple  quando  no 
cuelga  del  hilo  ó  varilla  sin  pesantez  mas  que  una  sola  ma« 
sa ,  siendo  al  mismo  tiempo  dicha  masa  de  un  diámetro  muy 
pequeño  respecto  de  la  longitud  del  péndulo.  Por  ahora  no 
hablamos  mas  cpc  dd  péndulo  simple. 

Quando  se  aparta  el  péndulo  de  la  situación  vertical 
CB  y  el  impulso  de  la  pesantez  en  la  masa  puesta  en  A^ 
que  obra  acia  la  vertical  AM ,  no  se  gasta  todo  en  movet 
el  cuerpo ,  piurte  de  él  la  consume  el  punto  C.  Hemos,  pues^ 
de  concebir  el  impulso  AM  como  resuelto  en  otros  dos  y  el 
uno  AN  dirigido  acia  CAN  que  se  pierde  j  el  otro  AP  que 
le  dá  al  cuerpo  el  movimiento  á  lo  largo  del  arco  AB,  Pe- 
ro como  el  radio  CA  es  perpendicular  al  arco ,  se  echa  de 
ver  que  aquí  se  resuelve  el  movimiento  del  mismo  modo  que 
si  el  cuerpo  cayera  iiaturalmente  á  lo  largo  del  arco  AB, 
cuyo  radio  es  lá  longitud  CA  del  péndulo.  Lucg(>  todo 
quanto  acabamos  de  decir  se  aplica  con  efecto  inmedia* 
tamente  4,  los  péndulos  5  traheremos  algunas  xronsecuen- 
das  que  resultan  del  cálculo  precedente  aplicado  á  los 

péndulos. 

254      Hemos  hallado  (151)  que  una  oscilación  dura 
el  tiempo  T  =:  ^A.  Luego  si  Uamamos  2^  el  tiempo  que 

du- 
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dura  lá  oscilación  de  otro  péndulo  cuya  longitud  sea  a'^y  Fíg. 
cuya  gravedad  fuese  diferente  ^  y  tal  que  pudiera  darle  la  veí^ 
locidad  p  en  ún  segundo  ,  sería  T^tn  c\/y.  Luego  T :  T^;: 
c\/^  :  c\/y  :•  Vj  :  Vy  >  quiero  decir  ,  que  si  dos  péndulos 
de  diferente  longitud  son  solicitados  de  distintas  gravedad- 
des  y  las  duraciones  de  tas  oscilaciones  sari  como  las  raices 
fuadrádas  de  las  longitudes  de  los  péndulos  y  divididas  par 
Jas  raices  cuadradas  de  las  cantidades  que  espresan  dichas 
gravedades. 

15^'  Como  es  siempre  una  misma  la  gravedad  en  un 
iiüsmo  lugar  y  hemos  de  decir  que  las  duraciones  de  las  os^ 
citaciones  son  como  las  raices  quadradas  de  las  longitudes 
de  los  péndulos. 

(  %%6  Pero s! un  mismo  péndulo  fuera  solicitado su¿- 
cesivamcnte  de  dos.  gravedades  diferentes ,  como  entona 
ees  a  sería  =  a',  tendríanlos  Ti  T^i:  V^  '  V-y  ::  \/ap\ 
\/ap  ::  \/p  iVpi  quiero  decir  que  las  duraciones  de  las  os=- 
citaciones  serian  en  razón  inversa  de  las  raices  quadradas 
de  las  gravedades^ 

r  257  '  Sea  n  el  número  de  vibraciones  que  hace  el  pérf« 
dulo  tf  en  un  tiempo  dado  y  pongo  por  caso  en  una  hora  y  ó 
3500^',  será  T'=z~^¿  Por  la  misma  razón  ^  si  representa 
f¿  ei  número  de  vUiraciones'  que  hace  en  el  mismo  tiempo 
d  péndulo.^,  tendremos  T*  =  -^^5  luego  T:  tv.  í^: 
^^  ::  nx  n  5  esto  es  ,  que  los  números  de  vibraciones  qufc 
hacen  en  ún  mi^o  tiempo  dos  péndulos  de  difereme  k>n^ 
gltud  i  ^  en  razón  inyersa .  de '  las  dnraciones  4^'  cada  /vj- 
-      »  M  2  bra- 
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Flg.  bracíon.  Luego  una  vez  que  T:T'::  V—  :  v'-p-,  serán:»':^ 
V-r :  Vj  9  y  quiere  decir  que  los  números  de  vibraciones 
que  hacen  en  un  mismo  tiempo  dos  péndulos  de  diferente  lon^ 
giPudj  solicitados  de  diferentes  gravedades  y  están  en  razón 
inversa  de  las  raices  quadradas  de  las  longitudes  de  los  pén^ 
dulos  divididas  por  las  raices  quadradas  de  las  gravedades. 
De  suerte  que  si  fueren  unas  mismas  las  pesanteces  y  los  nú* 
meros  de  vibraciones  serán  recíprocamente  como  las  raices 
quadradas  de  las  longitudes  de  los  péndulos  ;  y  si  las  loar 
gitudes  fueren  las  mismas  y  los  números  de  las  vibraciones 
serán  directamente  como  las  raices  quadradas  de  las  grl^ 
yedades. 

258  Luego  si  un  mismo  péndulo  llevado  á  diíereri** 
tes  parages  de  la  tierra  nó  hiciese  en  cada  uno  uñ  mismo 
número  de  vibraciones  en  un  mismo  tiempo  y  habremos  do 
inferir  que  la  pesantez  no  será  la  misma  en  ambos  parages5 
y  el  número  de  las  vibraciones  hechas  en  un  mismo  tiempo 
en  cada  lugar  manifestará  la  diminución  ó  aumento  de  la 
pesantez*  Por  este  medio  se  ha  comprobado  que  la  pesantez 
vá  menguando  acia  el  equador  $  y  que  vá  creciendo  desde 
el  equador  á  los  polos  $  muy  en  breve  daremos  la  razón. 

2  5  p  £1  principio  sentado  (2  5  7)  de  que  los  números 
de  vibraciones  hechas  en  un  mismo  tiempo  por  dos  péndulos 
diferentes^  solicitados  de  una  misma  pesantez,  son  recíproca^ 
mente  proporcionales  á  las  raices  quadradas  de  las  longitud- 
des  de  los  péndulos  y  puede  servir  para  determinar  la  lon-p 
gkod  del  péndulo  que  señala  los  segundos  en  un  lugai^  qual- 

quie- 
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quiera.  Después  dé  haber  colgado  de  un  hilo  de  metal  muy  Fíg. 
sutil  y  un  truerpo  que  en  un  volumen  pequeño  tenga  mucha 
materia  y  como  una  bala  de  plomo  ,  de  cobre  ^  de  oro^  &c. 
se  le  darán  al  espresado  hilo  tres  pies  de  largo  por  lo  me« 
nos ,  medidos  con  el  mayor  cuidado ;  se  hará  oscilar  este 
péndulo  apartándole  poco  de  la  vertical ,  y  se  contará  el 
número  de  oscitaciones  que  hiciere  en  un  tiempo  determl« 
nado  y  bien  medido  ,  que  supondremos  de  una  hora  >  de»« 
pues  se  hará  esta  proporción  :  3^00^  numero  de  oscila^ 
clones  que  ha  de  hacer  el  péndulo  que  se  busca. ,  es  al  nú- 
mero de  oscilaciones  observado ,  como  la  raiz  quadrada  de 
la  longitud  del  péndulo  de  observación ,  es  á  un  quarto 
término,  que  será  la  raiz  quadrada  de  la  longitud  del  pén^ 
dulo  que  ha  de  señalar  los  segundos;  quadrándo,se  hallará 
su  longitud.  Por  este  camino  se  ha  averiguado  que  el  pén- 
dulo simple  que  hace  isus  oscilaciones  en  un  segundo  en  la 
latitud  de  París,  ha  de  tener  3^  o^  8^ ,  5  7  de  largo.  Esta 
medida  se  ha  determinado  después  de  muchos  esperimen-* 
tos  hechos  con  el  mayor  cuidado. 

.25o  Es  fácil  d&terminar  ahora  de  qué  altura  debe 
caer  en  el  primer  segundo  de  su  calda  un  cuerpo  al  qual 
no  opone  el  ayre  una  resistencia  sensible  en  dicho  tiempo* 
Porque  la  equacion  Tz±:c  Vy  9  dá  p  zz:  ^,  en  cuyo  va-^ 
lor  p  representa  la  velocidad  que  adquiere  un  cuerpo  pesa^ 
do  en  el  primer  segundo  de  su  caída  y  y  que  es  (  3  8  ) 
dupla  de  la  altura  de  que  caería  en  dicho  tiempo  >  a  es  la 
longitud  del  péndulo  que  hace  sus  oscilaciones  en  el  tiem« 
Tonulf^.  M  3  pa 
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líg.  po  r  >  por  manera  que  si  en  lugar  de  T  substituimos  un  se- 
gundo >  a  habrá  de  ser  de  3^  o^  8^ ,  j  7  ,  ó  440^,  y  7* 
.  Finalmente  c  es  la  razón  que  hay  entre  la  circunferencia  y 
el  diámetro ,  y  vale  por  consiguiente  j~- }  luego  p  =z  (nf  )* 
X  440  >  57  9  cuya  cantidad  vale  4348^  25  145  que 
reducida  á  pies  es  de  30^^  19619  ^  luego  el  espacio 
andado  por  un  cuerpo  pesado  ,  en  el  primer  segundo  de  su 
caída  y  es  I  5  ,  op  8  op  ^  I9  mismo  que  ofrecimos  (50) 
probar. 

261  SI  llamamos  t  el  tiempo  que  necesitaría  un 
tuerpo  pesado  que  cae  libremente  ^  para  andar  el  diámetro 
BDóiayStii    (    52   )     24=Ci^5  luego\/f  =:^. 

^^'  Substituyendo  este  valor  en  la  equacion  r  =  ^i/-^  ,  será 
r=:  ~ct,  ó  -j-r  =  -jCt ,  que  dá  -^T :  t  v.^c:  i  i  y  está 
diciendo  que  la  duración  de  la  caída  por  el  arco  pequeño 
AB  es  al  tiempo  de  la  caída  por  el  diámetro  ^  como  la  quar- 
ta  parte  de  la  circunferencia  es  al  diámetro.  Pero  la  quarta 
parte  de  la  circunferencia  es  menor  que  el  diámetro  >  lue- 
go un  cuerpo  gasta  para  caer  por  un  arco  pequeño  de  círcu^ 
lo  9  cuya  tangente  inferior  es  orizontal  ,  menos  tiempo  del 

« 

que  gastaría  para  caer  á  lo  largo  de  dicho  diámetro.  Y  como 
el  tiempo  de  la  caída  por  el  diámetro  es  el  mismo  que  el 
de  la  caída  por  una  cuerda  qualquiera  AB  (  208  )  ;  se 
echa  de  ver  que  un  cuerpo  llegará  en  menos  tiempo  de  A 
i  B  quando  cayese  por  el  arco  AB  y  que  si  cayera  por  la 
linea  recta  AB.  Luego  aunque  la  linea  recta  sea  el  camino 
mas  corto ,  no  es  siempre  el  que  se  anda  en  menos  tiempo. 

Del 
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Del  ^Movimiento  curvilineo  en  general. 


Fíg. 


2^2  Ya  que  un  cuerpo  que  ha  empezado  á  moverse^ 
debe  y  prescindiendo  de  todo  obstáculo  ^  perseverar  en  un 
estado  de  movimiento ,  ccmi  la  misma  velocidad  y  dirección; 
se  infiere  que  un  cuerpo  no  puede  andar  una  linea  curva^ 
á  no  ser  que  sobrevenga  una  fuerza  ú  obstáculo  que  mude 
á  cada  instante  la  dirección  de  su  movimiento. 

Si  la  fuerza  que  obra  en  el  mobil  acia  una  dirección 
diferente  de  la  que  sigue  y  obra  en  intervalos  de  tiempo  fíni* 

tos,  y  comunica  cada  intervalo  de  tiempo  una  velocidad  fini- 

« 

ta,  el  cuerpo  describirá  un  polygono.  Por  egemj^o  y  si  quan- 
do  el  cuerpo  que  ancla  la  linea  AB  ha  llegado  á  B  y  recibe  g  ^- 
un  impulso  en  virtud  del  qual  pueda  andar  BE  en  el  mis* 
mo  tiempo  $  en  lugar  de  andar  BD  =  AB  ^como  hubiera 
hecho  si  no  se  lo  estorvára  la  nueva  fuerza  y  andará  la  dia* 
gonal  BC  del  paralelogramo  BECD.  Y  si  después  de  lle- 
gado á  C  j  donde  tiene  propensión  para  andar  CG  que 
es  igual  á  BC  y  y  está  con  ella  en  una  misma  linea  rec« 
ta  y  obra  en  él  una  nueva  fuerza  acia  CH  y  é  intenta  ha- 
cer que  ande  CH  en  el  mismo  tiempo  y  andará  realmen- 
te la  diagonal  CF  del  paralelogramo  CHFG ,  y  así  pro- 
siguiendo 5  por  manera  que  en  virtud  de  los  estorvos  que 
habrá  encontrado  andará  los  lados  AB  y  BC  y  CF  del  po- 
lygono. 

263  Pero  si  en  el  supuesto  de  haber  recibido  al  prín* 
cipio  una  velocidad  finita  y  la  fuerza  que  le  desvía  obra  sin 

M  4  ce- 
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Fíg.   cesar  >  ó  ,  lo  que  es  lo  propio ,  obra  por  intervalos  de  tiem- 
po infinitamente  pequeños  5  entonces  los  lados  BC ,  CF  an- 
dados cada,  instante  ,  serán  infinitamente  pequeños  >  y  como 
las  lineas  BE  y  CH  que  señalan  los  impulsos  infinitamente 
pequeños  de  la  fuerza  que  hace  variar  el  movimiento ,  han 
de  ser  infinitamente  pequeñas  en  comparación  de  las  BCy 
CF  que  espresan  la  velocidad  actual  del  mobil  $  los  ángu- 
los BCE  yCFH\  ó  sus  iguales  Z>5C,  GCF  serán  infini- 
tamente -  pequeños  ;  luego  el  camino  del  mobil  será  una 
linea  curva*  Por  donde  se  echa  de  ver  ,  que  para  que  un 
cuerpo  ande  una  linea  curva  no  basta  que  la  fuerza  obre 
cada  instante  infinitamente  pequeño  >  es  también  preciso 
que  la  acción  que  egercería  en  su  propia  dirección  ,  á  cada 
instante  y  sea  Infinitamente  pequeña.  Tal  es  el  impulso  que 
la  pesantez  comunica  cada  Instante. 

264  No  Importa  que  la  fuerza  que  obra  en  el  mobit 
sea  una  fuerza  activa ,  qual  es  la  gravedad  >  ó  uiu  fuerza 
pasiva ,  qual  es  la  resistencia  de  un  punto  fijo  ^  ó  de  un  flui- 
do en  reposo  ,  ó  de  otro  obstáculo  qualquiera;  siempre  está 
i  nuestro  arbitrio  considerar  el  movimiento  como  una  serie 
Jde  movimientos  compuestos ,  conforme  lo  hemos  hecho  en 
el  egemplo  propuesto  s  ó  podemos  considerarle  como  una 
jserie  de  movimientos  resueltos  del  modo  que  vamos  á  de- 
.  clarar. 
[8  3 .  Por  egemplo ,  quando  el  mobil ,  después  de  haber  lle- 

gado á  B  y  está  para  recibir  el  impulso  de  la  fiíerza  BEy 

podemos  (75)  Imaginar  que  el  movimiento  BD ,  que 

hu- 
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hubiera  tenido  sin  el  nuevo  Impulso ,  está  resuelto  en  un  Flgt 
movimiento  BC  que  ha  de  tener  realmente ,  y  en  otro  mo* 
vimiento  BI  que  no  ha  de  causar  efecto  alguno  \  y  que 
por  lo  mismo  ha  de  ser  igual  y  opuesto  al  impulso  BE. 
Asimismo  ,  quando  el  cuerpo  hubiere  llegado  á  C ,  imagina* 
remos  el  movimiento  CG  que  hubiera  tenido  sin  la  fuerza 
CHy  como  resuelto  en  un  movimiento  CF  que  tendrá  real- 
mente ,  y  un  movimiento  CK  igual  y  directamente  opuesto 
^l  impulso  CH. 

No  hay  caso  ninguno  en  que  no  se  pueda  considerar 
el  movimiento  <lel  uno  de  estos  dos  modos.  Pero  si  se  le 
quiere  considerar  de  un  modo  mas  conforme  á  la  naturale- 
za  y  se  habrá  de  preferir  el  primer  modo^  quando  la  fuerza 
^r  cuya  acción  varía  el  movimiento  es  una  fuerza  activa 
como  la  pesantez.  Y  por  el  contrario  y  quando  dicha  fuerza 
-fuese  tma  resistencia  como  la  de  un  punto  fijo ,  &c.  mejor 
será  considerarle  del  segundo  moda 

%6%  Un  cuerpo  que  se  mueve  en  linea  curva  ,  se 
puede  9  pues  i  considerar  cada  instante  como  que  se  mue« 
ve  en  la  tangente  del  punto  en  que  está  $  y  si  la  fuerza  que 
le  desvía  cada  instante  ^  dejara  de  obrar  ^  proseguiría  mo^ 
'  viéndose  en  la  mism^  tangente. 

%66  Llamamos  en  general  Fuerza  central  la  fiíerza 
ijue  cada  instante  desvía  el  cuerpo  ,  obligándole  á  que 
trace  una  linea  curva.  Quando  consideramos  el  movimien- 
to respecto  de  un  punto  fíjo^  y  le  impele  la  fuerza  acia  él, 
se  llama  Fuerza  centrípeta  j  jr  por  el  contrario^  se  llama  Fuer- 

za 
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Tig.  za  centrífuga  ^  quando  le  impele  para  apartarle  ¿c{  mismo 
punto. 

2^7  Ya  que  un  cuerpo  que  traza  una  linea  curva, 
Idejana  de  trazarla ,  y  proseguiría  su  movimiento  eo  la  tan-> 
gente  y  si  dejara  de  obrar  lá  fuerza  central  >  se  echa  de  ver 
que  respecto  de  un  punto  fijo  qualquiera  A  tomado  á  la 
parte  de  la  concavidad  y  él  mobil  M  en  virtud  de  su  mo- 
vimiento en  la  curva  ,  tiene  en  realidad  una  fuerza  centrí- 
fuga 9  porque  yá  que  procura  moverse  acia  MT ,  hace  fuer- 
za para  apartarse  del  punto  A  y  acia  el  qual  no  se  puede 
arrimar  sino  en  virtud  de  la  fuerza  central. 

Del  Movimiento  en  el  Circuía, 

'^  5  •  2  'tf  8  Para  que  un  cuerpo  A  libre  y  sín  pesantez ,  ím-» 
pelido  acia  una  dirección  qualquiera  PA  y  pueda  andar  un 
círculo  en  virtud  de  la  velocidad  adquirida  y  y  de  una  fueti- 
za constantemente  dirigida  al  punto  fijo  Ci  es  menester  pri- 
mero que  la  dirección  PA  sea  perpendicular  á  la  linea  AC 
que  vá  desde  el  punto  A  de  donde  sale  el  cuerpo  al  punto 
C.  Pero  no  basta  esta  condición  y  es  también  preciso  que 
sea  de  cierta  cantidad  la  velocidad  comunicada* 

Supongamos  que  la  línea  iníini(amente  pequeña  AB 
sea  el  espacio  que  hubiera  andado  en  un  instante ,  si  no  fue- 
ra por  el  impulso  de  la  fuerza  central  y  y  que  (263  ) 
la  linea  infinitamente  mas  pequeña  AD  represente  el  es- 
pacio que  la  fuerza  central  obrando  sin  discontinuar  le 
haría  andar  en  el  mismo  instante.  Por  ser  AB  infinitamen- 
te 
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te  pequeña ,  podemos  mirar  la  fuerza  central  como  que  obra  Fig. 
en  el  mobil y  paralelamente  á  AD  ;  luego  si  tiramos  Bb  pa-  ^  5. 
tálela  i  ADy  es  preciso  que  la  velocidad  AB  sea  tal  que 
la  cantidad  Bb  y  que  representa  lo  que  el  cuerpo  se  hubiera 
apartado ,  sea  igual  á  la  ADy  que  representa  lo  que  la  fuer* 
za  central  le  puede  arrimar.  Veamos  y  pues ,  cómo  podre^ 
mos  determinar  en  virtud  de  esta  condición  la  relación  en-* 
tre  la  fuerza  central  y  la  velocidad  comunicada* 

Prolonguemos  el  radio  AC  hasta  que  encuentre  en  E 
la  circunferencia»  Por  la  naturaleza  del  círculo  será  (Db^" 
zzz  AD  X  DE.  Pero  por  ser  AB  infinitamente  pequeña, 
hemos  de  mirar  DE  como  igual  á  AE  6  2  CA  ^  luego  será 
(Db)''  =  CABy'^ADx2CA. 

Llamemos  ^  la  velocidad  comunicada  ^  tendremos 
(  57  )  AB=zrdt.  Luego  ^*ífe^  =:  (-4S)*=  ^15 X 
[2CA. 

Llamemos  g  la  velocidad  que  la  fuerza  central  co- 
municaría en  un  segundo  de  tiempo  á  un  mobil  impelida 
de  sola  su  acción  repetida  igualmente  cada  instante.  En- 
tonces (  3  p  )  el  espacio  que  hará  andar  en  el,  instante 
*  ,  será  ^.  Tendremos ,  pues ,  AD  =z  ^  5  luego  f^^dí^ 
=:í^x  2CAy6  r*=:gxCA. 

Llamando  b  la  altura  de  que  debería  caer  un  cuerpo 
pesado  para  adquirir  la  velocidad  ^  $  y  jy  la  velocidad  que 
la  pesantez  Imprime  en  uti  segundo  y  tendremos  f^'^  =: 
'^P^  (  54  )^  Luego  2pb ^z  gxCA y  de  donde  saca- 
remos g  :px:  2b X  CA ::  b ;  \CA >  quiero  decir  ,  que  para 

que 
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Fig.  que  un  cuerpo  libre  y  sin  pesantez  ande  una  circunferen- 
.8  5 .  cia  de  circulo  de  un  radio  determinado  y  en  virtud  de  una 
fuerza  dirigida  á  su  centro  ,  y  de  una  velocidad  primitiva^ 
mente  comunicada  $  es  menester  que  la  fuerza,  central  sea 
á  la  pesantez  ,  como  la  altura  de  que  un  cuerpo  pesado  de-> 
bería  caer  para  adquirir  la  velocidad  comunicada  ^  es  á  U 
4mit$id  del  radio*  Así,,  si  la  velocidad  comunicada  >  y  la 
fuerza  central  no  tuviesen  una  con  otra  la  razón  necesa^ 
ria  para  esto ,  no  podrá  el  cuerpo  andar  una  circunferencia 
de  círculo.  Pero  si  tuviesen  dicha  razón ,  el  cuerpo  traza- 
rá el  arco  Ab. 

169  Ya  que  la  fiíerza  central  se  dirige  al  centro  C, 
es  perpendicular  al  arco  >  luego  no  conspira ,  ni  para  au>* 
mentar  >  ni  para  disminuir  la  velocidad  del  cuerpo.  Luego 
quando  el  cuerpo  hubiese  llegado  al  punto  ¿,  estará  respec- 
ta de  la  fuerza  central  en  las  mismas  circunstancias  que  en 
el  punto  A.  De  donde  inferiremos  que  si  un  cuerpo  traza 
una  circunferencia  d^  círculo  en  virtud  de  una  fuerza  dirigid 
da  al  centro  ^  y  de  una  velocidad  comunicada  $  su  velocidad 
será  uniforme  ,  y  la  fuerza  central  constante. 
18  ^,  270  Si  el  cuerpo  no  estuviese  libre  5  si ,  por  egem- 
pío,  el  cuerpo  A  está  detenido  en  el  punto  fijo  C,  por  me- 
dio de  un  hilo  inestensible  ó  de  una  varilla  $  .entonces  si 
se  le  dá  un  impulso  acia  una  dirección  qualquiera  que  se  di* 
rija  á  apartarle  del  centro  ,  trazará  por  precisión  la  circun- 
ferencia cuyo  radio  fuese  CA  5  declaremos  cómo  se  hace 
este  movimiento.  Sea  el  <iue  fiíere  el  punto  A  donde  haya 

lie- 
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llegado  el  cuerpo  ,  hace  fuerza  para  moverse  (  2  tf  j  )  Flg^ 
por  la  tangente  AB.  Y  como  no  puede  seguir  este  movi- 
miento, es  preciso  (  174  )  que  este  se  resuelva  en> 
otros  dos  j  el  uno  Ab  en  la  circunferencia  y  que  será  el  que 
se  verificará  i  el  otro  AD  que  es  el  que  perderá  >  es  ,  pues, 
preciso  que  este  último  se  dirija  acia  CAD  y  porque  parar 
destruirle  no  hay  mas  que  la  resistencia  del  punto  fijo.  Lum 
go  el  movimiento  se  hará  cómo  en  el  caso  antecedente, 
con  sola  la  diferencia  de  que  la  fuerza  central ,  en  vez  de 
ser  centrípeta ,  será  centríñiga.  Por  consiguiente  quanto  he* 
mos  dicho  del  primer  caso  se  aplica  á  esto  $  quiero  decir 
I.  que  el  movimiento  será  uniforme.  2.  que  la  fuerza 
centrífuga  será  la  misma  en  cada  punto  de  la  circunferen- 
cia y  Ó  que  el  hilo  se  mantendrá  tirante  constantemente  en 
virtud  de  una  misma  fuerza.  3.^  que  la  fuerza  centrífuga 
será  á  la  pesantez  como  la  altura  de  la  qual  debería  caer 
un  cuerpo  pesado  para  adquirir  la  velocidad  actual  del  mo^ 
bil  A  y  es  i  la  mitad  del  radio  CA. 

Supongamos  ,  por  egemplo ,  que  un  cuerpo  de  una  li^ 
bra  circule  al  estremo  de  una  cuerda  de  5  pies  con  una 
velocidad  de  3  o  ,  2  pies  por  segundo.  Como  la  altura 
correspondiente  á  esta  velocidad  es  de  15,  i  ,  la  fiíerza 
centrífuga  de  dicho  cuerpo  será  á  su  pesantez  como  15,1: 
4- ::  3  0,2  :  5  ::  ^,04  :  i  ;  luego  dicho  peso  de  una  libra 
tiene  tirante  la  cuerda  con  la  misma  fuerza  que  un  peso  in- 
mobil  de  6  libras  ^ ;  porque  las  fuerzas  ó  cantidades  de 
movimiento  que  el  cuerpo  A  puede  tener  en  virtud  de  su 

gra- 


ipa  .    ELEMENTOS^. 

Hgf  gravedad  ,  y  de  su  fuerza  centrífuga ,  ton  entre  sí  como  laü 
velocidades  g  y  p  que  dichas  dos  fuerzas  pueden  producir 
en  un  mismo  tiempo. 

271      Ya  se  nos  hará  fácil  comparar  una  con  otra  las 

fuerzas  centrífugas  de  dos  mobiles  qualesquiera  que  andan? 

unas  circunferencias  qualesquiera  con  velocidades  dadas  ,  ó 

en:  tiempos  dados.  > 

/  *     Con  efecto,  de  la  equacion  f^^zzigx  CA  que  halla-' 


r« 


mos  antes  ,  se  saca  ¿r  =  73-  Ya  que  g  representa  la  velo-^ 


cidad  que  la  fuerza  central  comunica  en  un  segundo  de 
tiempo  al  mobil ,  si  le  impeliera  ^n  interrupción  é  iguala 
mente  cada  instante  ,  será  gdt  la  velocidad  que  prodií- 
ciría  en  un  instante  ,  y  ^  x  gdt  será  Ja  cantidad  de  mo-> 
yimiento  que  produciría  cada  instante  en  el  mobil )  lue<» 
go  esta  cantidad  de  movimiento  será  ^^j^  f  substitu- 
yendo en  lugar  de  g  su  valor.  Luego  si  llamamos  F  la 
fuerza  centrífuga  absoluta ,  ó  dicha  cantidad  de  movi- 
miento del  cuerpo  A ,  tendremos  F  1=  \^  ■■■  y  ó  F:=z 
^^  ,  con  llamar  R  el  radio  Cj4.  Luego  respecto  de 
Otra  masa  A^  que  con  una  velocidad  /^  andaría  una 
circunferencia  cuyo  radio  fuese  R\  tendríamos  F^  =: 
^^^  llamando  F' su  fuerza  centrífuga.  Luego  F:í^:: 
Aj¿2Jí  :  a2^^  :;  dp  :  l^;!  ,  que  significa  en  general 
que  las  fuerzas  censrífugas  de  dos  cuerpos  son  entre  sí  co^ 
mo  las  masas  multiplicadas  por  los  quadrados  de  las  velo- 
cidades y  y  divididas  por  los  radios  de  las  circunferencias 

que  andan. 

Lia- 


_« 
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Taya  Llamemos  <?  y  /  dichas  circunferencias; 7  y  SK  Fíg,: 
ios  tiempos  que  gastan  los  dos  móbiles  en  dar  una  vuelta 
entera.  Una  vez  que  sus  movimientos  son  uniformes  ,  ten- 
dremos ^ns  4  j  y  ^^=  F  C  I P  >  Y  como  en  el  su- 
puesto de  ser  I  :  ^  la  razón  del  radio  á  la  circunferencia  es 
Ci=zcR,Y  (^=  ^^'5  será  rz=:  ^  ,  y  y^z=  ^';  y  substi^ 
tüyeñdo  estos  valores  en  lugar  át  V  "^  V  en  la  propor*^ 
cion  que  sacamos  poco  há ,  tendremos  F\  F^  ::  ^^r- 1 
^^^  ::  Y?  :  $r '  l^^go  las  fuerzas  centrífugas  son  como  Jas 
masas  multiplicadas  par  ¡os  radios  y  y  divididas  por  los  qua^ 
arados  de  los  tiempos  de  las  revoluciones. 

2  7  3  De  la  razón  que  hemos  <  2  58  )  sentado 
entre  la  gravedad  ^  y  la  fuerza  centrífuga  y  y  del  egemplo 
propuesto  (  2  7  o  )  se  infiere  que  quando  un  cuerpo  sop- 
lido ,  ó  muchos  cuerpos  sólidos  atados  unos  con  otros  dan 
vueltas  al  rededor  de  un  punto  fijo  y  las  partes  de  dichos 
cuerpos  tienen  una  propensión  á  separarse  y  apartándose 
del  centro ,  y  que  esta  propensión  puede  ser  mucho  mayor 
que  su  peso.  Y  lo  que  acabamos  de  demostrar  (272) 
manifiesta  que  si  concluyen  sus  revoluciones  á  un  tiempo^ 
sus  fuerzas  centrífugas  son  proporcionales  á  las  masas  muí-- 
tiplicadas  por  los  radios ;  por  manera  que  las  partes  igua- 
les hacen  tanta  mas  fuerza  para  separarse  quanto  mas  apar- 
tadas están  del  centro  de  rotación. 

Luego  si  un  fluido  pesado  ó  no  pesado  circula  y  sus 
partes  hacen  continuamente  fuerza  para  escaparse  y  alejarse 
del  centro  C^  de  forma  que  si  el  fluido  está  dentro  de  un    87. 

va- 
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Hg.  vaso  y  y  se  le  hace  un  agugero  á  qualquiera  dístaacia.  cie( 
centro  ^  se  saldrá  dicho  fluido. 

274      Una  masa  fluida  de  figura  esférica ,  y  cuyas 
partes  no  se  hallasen  solicitadas  por  mas  fuerzas  que  por 
una  propensión  acia  un  punto  fijo  C,  que  fuese  el  centro  de 
dicha  masa ,  guardaría  constantemente  esta  figura ,  si  dl« 
cha  propensión  ó  pesantez  acia  el  punto  C  fuese  siempre  una 
á  distancias  ¡guales  de  C ;  en  esto  no  hay  duda.  Pero  si  dicha 
masa  tuviere  al  mismo  tiempo  un  movimiento  de  rotación  al 
rededor  de  una  recta  qualquiera  AB ,  yá  no  podrá  guardac 
mas  su  figura.  Porque  como  entonces  una  partecilla  qual- 
quiera M  trazará  un  círculo  cuyo  radio  será  PM ,  tendrá 
una  cierta  fuerza  centrífuga  que  la  impele  para  que  se  apar-? 
te  del  centro  P  con  una  íiierza  proporcionada  á  su  distancia 
PM  (   272    )•   Luego  si  Mm  representa  este  impulso  ,  y 
representa  MO  el  impulso  de  la  pesantez  ó  la  propensión  acia 
C ,  é  imaginamos  el  paralelogramo  mMOR  1  será  MR  la 
dirección  acia  la  qual  es  impelida  para  moverse  la  partí* 
cula  My  Y  como  permanece  una  misma  la  fuerza  MO  res- 
pecto de  cada  partícula  puesta  en  la  superficie  ,  siendo  así 
que  la  fuerza  Mm  varía  y  mengua  al  paso  que  nos  apar- 
tamos del  círculo  máximo  ó  equador  representado  por  EQ, 
es  evidente  que  las  fuerzas  absolutas  MR  ^  que  solicitan 
verdaderamente  dichas  partículas  ^  son  todas  diferentes  ^  y 
dirigidas,  acia  distintos  puntos.   Es ,  pues  y  preciso  que  la 
masa  pierda  su  figura  esférica.  Pero  tome  la  que  tomare,  ha 
de  ser  tal^  conforme  probaremos  en  otro  lugar  y  que  la  fuer- 
za 
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za  absoluta  MR  que  solicita  cada  partícula  de  la  superfi-  Fig. 
cíe,  sea  perpendicular  á  la  nueva  superficie  5  luego  la  nueva  87. 
figura  TFNX  que  adquirirá  la  masa ,  ha  de  ser  tal .  que 
MR  la  sea  perpendicular  5  luego  dicha  masa  ha  de  ser  apla^ 
nada  acia  los  polos  X  y  V^  y  por  el  contrario  prolongada 
en  la  dirección  del  equador  que  en  lugar  de  ser  EQ^ ,  lie* 
gara  á  ser  TN. 

Este  es  cabalmente  el  caso  en  que  se  halla  la  tierra^ 
que  y  ora  fuese  primitivamente  fluida ,  ora  fuese  en  parte 
fluida  y  y  en  parte  sólida ,  ha  tenido  por  precisión  al  prin« 
dpio  una  figura  aplanada  >  sin  esto  ,  en  virtud  de  las  fuerzan 
centrífugas  de  las  diferentes  partes  ,  hubiera  sucedido  un 
trastorno  general  hasta  que  todo  hubiese  tomado  la  figura 
aplanada  conveniente  al  movimiento  de  rotación. 

AK)  es  la  verdadera  dirección  de  la  pesantez  ,  no  de 
aquella  cuyos  efectos  percibimos  ,  sino  de  aquella  que  ten- 
dría lugar  á  no  ser  la  rotación  de  la  tierra.  MR  es  la  gra- 
vedad cuyos  efectos  se  nos  manifiestan  ,  y  esta  es  la  di- 
Teccion  que  siguen  los  cuerpos  pesados  que  caen  cerca  de 
la  ¡superficie  de  la  tierra  acia  M.  Por  consiguiente  la  pe- 
sante^' actual  no  impele  los  cuerpos  acia  el  centro  de  la  tier* 
ra«  ^ro  cpníio  de  las  observaciones  resulta  que  es  poco 
aplanada  la  tierra  respecto  del  radio  del  equador  ^  el  punto  aS* 
tiísta  poco  del  punto  C 

Como  el  ángulo  mMO  es  necesariamente  obtuso,  es  fa« 
cil  hacerse  cargo^r  que  MR  es  siempre  menor  que  MO^ 
y  tanto  menor  quanto  el  punto  M  está  mas  inmediato  al 
<      TomdV^.  N  equa- 
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f  ig«  cquador  s  por  manera  que  la  pesantez  vá  menguando  ^tsát 
los  polos  hasta  el  equador.  Luego  la  longitud  (  2  ;  8  ) 
del  péndulo  que  señala  los  segundos ,  no  es  una  misma  en 
todos  los  lugares  de  la  tierra ;  es  preciso  que  mengue  al 
paso  que  nos  acercamos  al  equador. 

En  los  polos  donde  la  fuerza  centrífuga  es  nula^  obra 
la  pesantez  del  mismo  modo  que  si  se  mantuviera  inmo- 
bil  la  tierra.  £n  el  equador  y  donde  la  fuerza  centrifuga  es 
directamente  contraria  á  la  pesantez  primitiva  ,  la  pesantez 
es  menor  de  todo  el  valor  de  la  fuerza  centrífuga.  £n  los 
países  intermedios  ,  la  diminución  de  la  pesantez  es  menor 
por  dos  causas  >  la  primer^  y  porque  como  la  fuerza  cenr 
trífuga  no  es  directamente  contraria  á  la  dirección  de  la 
pesantez  primitiva  ,  no  destruye  sino  una  parte  tanto  menor 
quanto  mayor  es  el  arco  MT  s  la  segunda  y  porque  la  fuer«^ 
za  centrífuga  mengua  á  proporción  que  el  punto  M  está 
mas  lejos  del  equador. 

275  Lo  que  hemos  dicho  tocante  al  modo  de  me^ 
dlr  la  fuerza  centrífuga  en  el  círculo  y  se  aplica  Igualmen- 
te á  la  fuerza  centrífuga  de  un  cuerpo  que  se  mueve  en 
una  curva  qualquiera  :  no  hay  mas  diferencia  sino  en  que  lá 
fuerza  centrífuga  varía  de  un  punto  á  otro  $  pero  siempre 
está  cifrado  su  valor  en  la  equacion  %pb  :=zg  x  R,  sien- 
do R  el  radio  de  la  evoluta ,  esto  es  el  radio  del  círculo 
que  mide  la  curvatura  de  la  curva  en  cada  punto. 


Del 
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Fig. 
Del  Movimiento  de  los  Proyectiles  o  Cuerpos  arrojados. 

2j6  Llamamos  Movimiento  de  los  Proyectiles  el  que 
tx>man  los  cuerpos  que  después  de  arrojados  con  una  fuerza 
qualquiera  ,  quedan  entregados  á  la  acción  de  la  pesantez^ 
y  á  la  resbtencia  del  fluido  que  llena  el  espacio  ,  ó  el  me-^ 
dio  en  que  se  mueven  ^  quando  el  medio  está  lleno  de  al- 
gun  fluido.  Veamos  primero  quál  sería  la  curva  que  anda- 
rían los  proyectiles  si  el  medio  en  que  se  mueven  no  les 
opusiera  ninguna  resistencia. 

277  SuponganK)s  ,  pues ,  que  en  el  punto  A  se  haya  8  8. 
arrojado  un  mobil  acia  la  dirección  AZ  ^  y  con  una  velo- 
cidad qualquiera.  Si  no  obrara  la  pesantez  y  se  movería  uni^ 
formemente  en  la  recta  AZ.  Pero  como  la  pesantez  obra 
en  él  sin  cesar  ,  no  se  mantendrá  en  la  recta  AZ  sino  un 
instante  infinitamente  pequeño  ,  y  andará  en  lugar  de  AZ 
una  linea  curva  ABC  y  de  la  qual  será  AZ  tangente  en  el 
punto  A  y  pues  AZ  es  una  de  las  direcciones  instantáneas 
del  mobil. 

Para  determinar  la  naturaleza  de  esta  linea  curva  y  su- 
pongo que  AE  es  la  velocidad  comunicada ,  ó  el  número 
de  pies  que  el  mobil  andaría  por  segundo ,  si  tuviera  siem- 
pre dicha  velocidad  5  y  al  salir  del  punto  A ,  imagino  esta 
velocidad  formada  de  otras  dos  y  la  una  AD  orizontal  y  y 
la  otra  AF  vertical.  Es  evidente  que  la  dirección  de  la  pe- 
santez por  ser  vertical  ó  perpendicular  á  AD ,  no  puede ,  ni 
aumentar,  ni  disminuir  la  velocidad \/ÍI?  j  que  por  consi- 

N  2  guien-' 
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Fig.  guíente  en  qualquiera  porte  que  se  halle  el  mobil  en  el  dis- 
curso de  su  movimiento  ^  guardará  constantemente  una  mis- 
ma velocidad  paralelamente  al  orizonte.  Por  loque  mira  á 
la  velocidad  AFy  quando  el  mobil ,  en  virtud  de  su.  velo- 
cidad constante  paralelamente  al  orizonte ,  hubiere  abanza- 
do  una  cantidad  igual  á  AP  ^  no  estará  elevado  á  la  altura 
BN  á  que  hubiera  llegado  sin  el  impulso  de  la  pesantez, 
y  se  hallará  en  un  punto  qualquiera  Jlf  mas  bajo^  en  la  mis- 
ma linea  vertical  PN  >  porque  siendo  su  velocidad  en  la 
dirección  vertical  directamente  contraria  á  la  de  la  pesan- 
tez ,  el  espacio  que  andaría  en  virtud  de  dicha  velocidad' 
vertical  ^  ha  de  menguar  todo  lo  que  el  impulso  de  la  pe- 
santez haría  andar  á  un  mobil  en  el  mismo  tiempo* 

Llamemos^  pues, /^ la  velocidad  comunicada  en  la  di- 
rección AZ  y  6  el  número  de  pies  que  andaría  uniforme*- 
mente  el  mobil ,  por  segundo  ,  en  virtud  de  dicha  veloci- 
dad ;  y  ^  el  tiempo  ó  número  de  segundos  ó  partes  de  se- 
gundo que  gastaría  en  venir  desden  al  punto  qualquiera  N. 
Tendremos  AN  zzzl^t  {    20   ). 

Sea  p  la  velocidad  que  la  gravedad  comunica  en  un 
segundo  de  tiempo  5  ^  será  el  espacio  que  un  cuerpo  pe- 
sado andará  en  el  número  t  de  segundos  (39)-  Luego 
si  M  es  ei  punto  donde  el  cuerpo  llega  realmente  al  cabo 
del  tiempo  /  ,  tendremos  NM^z:  \pt^* 

Tiremos  por  el  punto  A  la  vertical  AXi  y  por  el  pun- 
to M  la  linea  MQ  paralela  á  la  tangente  AZ  5  llamemos 
AQ, ,  xy  y  QM  que  es  igual  á  AN,y!  Tendremos,  pues, 

X 
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jc^rrr  —pt'^ ,  éyzn  Vt.  Si  de  esta  última  equaclon  sacamos   FJg. 
el  valor  de  t ,  para  substituirle  en  la  primera  y  tendremos 

X  =  -^7-^  ^  í^  ^  ^'^^^  (   y  4  )  17  es  u 

altura  de  que  habría  de  caer  un  cuerpo  pesado  para  adquirir 
la  velocidad  i^s  luego  si  llamamos  b  esta  altura  ,  tendremos 

~  =:  i&,  y  por  consiguiente  -¡—  =r  4*5  luego  ^bx  z:zyy. 

^  Tp 

Luego  cada  punto  M  de  la  cutvzAMC  tiene  la  propiedad  de 
que  el  quadrado  de  la  ordenada  y^  6  QM  paralela  á  la  tan*, 
gente  AZ ,  es  igual  al  producto  de  la  abscisa  AQ  por  una 
linea  constante  /^b  ;  luego  la  curva  AMC  es  una  parábols^ 
cuyo  diámetro  es  la  linea  vertical  AX ,  y  el  parámetro  et 
íqüádruplo  de  la  altura  correspondiente  á  la  velocidad  de 
proyección ,  y  cuyas  ordenadas  forman  con  dicho  diáme- 
tro el  ángulo  AQM ,  que  es  el  complemento  del  ángulo  de 
proyección  ZAC  >  luego  dada  la  velocidad ,  y  el  ángu^ 
lo  4c  proyección  ,  será  facU  trazar  la  curva  por  lo  dn 
eho-f  111.70  > 

27S  Consideremos  ahora  algunas  de  las  propleda^  ggf^ 
ctes  xb  ''dicha  curva  considerada  como  el  rastro  de  los  pro- 
yectiles^ r  y  &on  esta  mira  refiramos  sus  diferentes  puntos  Jff- 
á  la  lliiea  orízontal  .^^ ,  tirando  3ÍP  perpendicular  á  AC. 
-  Llamemos  ^P^^^Pilf^jf;ii,  el  ángulo  de  proyección 
ZAC.  El  triángulo  rectángulo  APNdztí  1  :AN  ::scí\  NAPí 
PN  :r  eos  NAP :  AP  5  luego  PN-^.Vt  sena,  y  AP=z 
yt  eos  41 5  luego  ^a  gue  MN^=i\pt^y  conforme  proba- 
TomJF.  N  \  mos 
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Fí g.  mos  antes ,  tendremos  PM  z=z  l^t  sen  a  —  \pt\  Será ,  pues, 
»zziVt  eos  tf ,  é j^  =  Vt  sen  a  —  ^P***  ^^  sacamos  de  la 
primera  el  valor  de  í  ^  y  le  substituimos  en  la  segunda, 
tendremos ,  después  de  egecutadas  las  reducciones  correspon- 

dientes ,  y  substituyendo  en  lugar  de  7—  su    valor   ¡Lb^ 

tP 

[^by  cos^a  =  j^bx  sen  a  cosa  —  xx  ,  de  cuya  equacioa 

sacaremos  las  propiedades  siguientes. 

27P  Como  la  velocidad  comunicada  al  mobil  no 
puede  ser  mas  que  de  un  valor  determinado ,  la  acción  de 
U  gravedad  destruirá  al  cabo  de  cierto  tiempo  su  efecto  en 
Ja  dirección  vertical ;  por  manera  que  llegará  el  caso  en  que 
el  cuerpo  dege  de  subir  ,  y  empiece  á  bajar  $  pero  como  su 
velocidad  actual  no  está  alterada ,  quando  hubiese  llegado 
a  punto  mas  alto  B ,  trazará  el  segundo  ramo  BC  de  la 
misma  curva ,  y  volverá  á  encontrar  la  orizontal  en  otro 
punto  C.  Para  conocer  la  distancia  ^C  que  se  llama  la  Am^ 
plitud  de  la  Proyección^  se  viene  á  los  ojos  que  bastará  sii-^ 
poner  jf  =1  o.  Tendremos,  pues  ,  ^.bx  sen  a  eos  a  -i—  xs 
=  o  $  que  díxzzz  o  ^Y  X  =z  j^bscna  cosa.  £1  primer 
valor  de  x  indica  el  punto  ^ ,  y  el  segundo  es  el  valor  de 
AC ,  que  determinaremos  con  prolongar  Xj4  hasta  qoe'  AJÍ 
=  /^b ,  bajando  desde  el  punto  K  la  AZ  perpendicular  i 
jíZ  ,  y  desde  el  punto  L  IzLC  perpendicular  á  ACi  en- 
tonces tendremos  ACz=:  /{b  sen  ^  eos  o.  .  '  \ 

280      Si  respecto  de  una  misma  velocidad  de  proyec-^ 

clon  quisiéramos  averiguar  quál  es  el  ángulo  que  dá  la  ma^ 

yor 


DE    DINÁMICA.  199 

yot  amplitud ;  diferenciaríamos  (IIL  401)  el  valor  de  AC  Fig, 
mirando  a  como  variable  y  é  igualaríamos  la  diferencial  con 
cero }  tendríamos  ,  pues ,  ^bda  cos*¿i  —  /^bda  sen*  azuOy 
de  donde  sacaríamos  ^3-7  =:  i  ,  ó  tang^azi:  i  ;  luego 
tang  a  ::=:  I  ;  esto  quiere  decir  que  la  tangente  del  ángulo 
de  proyección  es  entonces  igual  al  radio  ^  y  es  por  consi« 
guíente  dicho  ángulo  de  4  j  .^  Luego  la  m^yor  amplitud  se 
verifica  quando  el  ángulo  de  proyección  es  de  45.^ 

281  £n  el  mismo  caso  tendremos  sen  n  z=  eos  <i  =r 
V\  5  luego  el  valor  de  AC  será  entonces  4*  x  -j- ,  ó  ibi 
4üego  la  mayor  amplitud  es  dupla  de  la  altura  de  que  ba-^ 
bría  de  caer  un  cuerpo  pesado  para  adquirir  la  velocidad 
de  proyección. 

Esto  puede  servir  para  apreciar  la  fuerza  de  la  pólvo^ 
ta  y  disparando  de  modo  que  la  puntería  forme  un  ángulo 
de  4^^  9  y  midiendo  la  amplitud ^  se  sacará  el  valor  de  b 
que  servirá  para  determinar  la  velocidad  que  la  pólvora 
puede  ¿omunicar  al  proyectil  $  y  tomando  el  duplo  de  di- 
cha amplitud  sacaremos  al  mismo  tiempo  el  parámetro  del 
diámetro  AX  que  sirve  para  construir  la  curva  ,  y  deter*^ 
minar  los  ángulos  de  proyección  ,  conforme  veremos  dentro 
de  poco. 

282  SI  quisiéramos  averiguar  donde  está  el  punto 
mas  alto  de  la  curva  ,  igualaríamos  con  cero  la  diferencial 
de  y  sacada  en  el  supuesto  de  no  haber  mas  variable  que 
».  Hallaríamos  y  pues  y  ^bdx  sen  a  eos  a  — ixdx  =  o  ^  de 
donde  se  saca  xziz  ibstna  eos  a  $  luego  una  vez  que  he* 

N  4  mos 
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Flg.  mos  hallado  ACzn  j^b  sen  a  cosa  ^^  si  imaginamos  la  per* 
pcndicular  BD  ,  tendremos  AD  :iz  \AC.  Y  sí  en  lugar  de 
X  substituimos  su  valor  2  i&  sen  a  eos  a  ^  en  la  equacion » sal- 
/drá  BD  zzz  b  scn*tf  5  esto  determina  el  vértice  del  cge  5  por- 
«que  siendo  ¿{y  =  o  en  el  punto  £  >  la  tangente  en  B  será 
.paralela  á  AC ,  ó  perpendicular  á  BD. 

Üp.  283  Determinemos  ahora  la  dirección  AZ  que  se  le 
ha  de  dar  al  mobil  para  que  cayga  en  un  punto  dado  Mi 
•esto  es  y  qué  inclinación  se  le  ha  de  dar  ,  por  egemplo  ,  á 
jun  mortero  para  que  cayga  la  bomba  ea  un  punto  dado  Jl£ 
Imaginaremos  la  perpendicutar  MP  ^y  hemos  de  con- 
sldetar  la  distancia  ^P-^y  cl  ángulo  MAP  coma  conocidos. 
Llamemos  ,  pues  ,  *,  el  ángulo  MAP ,  y  tf  la  distancia  APi 
tendremos  MP  =^737{.  Lucga  respecto  del  punta  ^  será 
s=zcéy=z  '-~y  Substituyendo  estos  valores  en  la  equa.- 
cion  ác  xéy,  sacaremos  ^b  scab  cos^a  =  4/^  sen  a  eos  a 

cosA *  eos  ¿ ,  ó  4*  cosíi  (sen  a  eos  ¿  —  sen*  eos  ») 

^iccosbyó  (II.J78)  4*  eos  tf  sen(tf — *)=:ffeosA 
9  2b  sen(ia  —  b):=i  zb sctib-^r-ecosb  -y  kieg»  final- 
mente ^4  scn(a d  —  *)  =  ^^ir  -*-  tf »  9."e  dá  la  cons- 


eos  b 

isuccion  siguiente.. 

Tiraremos  á  la  AM  la  perpendicular  indefinita  AE, 
'desde  el  medio  D  de  -rfA^rz:  4 i&^  tiraremos  á  -^A"  la  perpen- 
dicular D-B  que  cortará  AE  en  un  punía  E ,  desde  el  qual 
tomo  centro,  y  con  el  radio  EA  trazaremos  el  arco  ANN  Ki 
y  después  de  prolongada  PM  liasta  que  encuentre  dicho 

arco  en  los  puntos  iV,  ¿NT^,  si  tiramos  ANZ ,  AN^Z^  es- 
tas 


tas  tinéis  serán  las  dos  direcciones  por  las  quales  un  mo-  Ffg. 
bil  arrojada  con  una  velocidad  correspondiente  á  la  altura 
b  >  podrá  llegar  igualmente  al  punto  M^ 

Porque  bien  se  echa  de  ver  que  el  ángulo  EAT>  del 
triángulo  rectángulo ^I>£?  es  igual  á  MAW.  Luego  ya  que 
AD  =  %b ,  tendremos  £!)'=:  —y-  \  y  por  ser  AF  =  (t, 
^^ED^AJ^r(^EIz=z^:^^oy  luego ?í^^iS=0 
=:  EL  Pero  en  el  mismo  triángulo  AVE  tenemos  AE  =: 
:^3  5  hiego  AE  sen(xii  — ¿^)=:  El.  Imaginemos  el  arca 
KNA  prolongado  hasta  que  encuentre  en  G  la  vertical 
GE  >  y  por  los  puncos  N  y  N^  tiremos  las  perpendicula- 
res NL  y  N^Z\  Del  triángulo  NEL  sacaremos  NE  :  NL 
ó  AE  :EI::  1 :  sen  NEG  j  luego  AE  sen  NEG  =:  Eli 
luego  también  tendremos  sen  ( 2  a  —  ^)  =  sen  NEG  y  y 
. ^íí  —  *=  ÍNTJEG :=NEj4 -h ¿>  luega 4  =: ^NEA^^ K 
f  ero  por  estar  en  la  circunferencia  et  vértice  del  ángulo 
ÑAMy  y  ser -^-^' tangente,  es  NAMziz  ^NEA\  por  otra 
•parte  el  ángulo  MAP  =zb  >  luego  a  =:  NAM  -t-  ilfcíP 
,r=  ^^P  ^  luego  el  punto  iVT  resuelve  la  cuestión» 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  el  punto  N  la.  re^ 
suelve  también  ,  porque  en  el  triángulo  N'EII  se  verifica 
•que  N'E  :  N' L^  &  AE  :  El  m  iiscnNEL^  ó  ::i  : 
sen  N^EG  >  luego*  AE  sen  2^EG  =  El ;  luego  también 
scn(a£i — *)=:seniV^JBG,y  la — b=zN^EG=zN^EA 
H-  b ;  lucga  az=z  \N^EA  h-  *  =:  iV^^ilf  -+-  MAP^ 

2  8L4.     Por  consiguiente  con  una  misma  fuerza  de^  pro* 

yec- 
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Flg.  yeccion  siempre  se  podrá  dar  en  un  mismo  bUnco  üí  por  dos 
direcciones  diferentes  y  con  tal  que  ^P  no  sea  mayor  que 
DR.  La  dirección  ^N  es  mas  ventajosa  quando  se  quie« 
ren  hundir  con  la  bomba  edificios  ú  otras  cosas.  La  direc- 
ción ^N  es  de  preferir  quando  no  se  lleva  otra  mira  que 
la  de  derribar  >  á  fin  de  que  el  proyectil ,  después  de  haber 
dado  en  el  blanco  pueda  levantarse  ,  y  hacer  mas  estrago  á 
alguna  distancia. 

285  Concluiremos  este  asunto  del  movimiento  de 
los  cuerpos  arrojados  en  un  medio  sin  resistencia ,  con  ob- 
servar y  que  pues  la  gravedad  desvía  los  cuerpos  de  la  di-* 
lección  en  la  qual  se  les  impele  ,  y  los  arrima  á  la  superficie 
de  la  tierra  ^  quando  dirigimos  la  puntería  á  algún  objeto 
que  quererlos  alcanzar  arrojándole  otro  cuerpo  ,  siempre  se 
ha  de  dirigir  la  puntería  mas  arriba  y  y  tanto  mas  arriba» 
quanto  mayor  fuere  la  distancia  >  y  menor  la  fuerza  de  im^ 
pulsión.  Este  es  el  motivo  por  que  en  las  armas  de  fíiego  la 
mira  forma  un  ángulo  con  el  ege  de  la  pieza  >  por  mane-» 
ra  que  dichas  dos  lineas  se  encontrarían  prolongadas  mas 
allá  de  la  boca  respecto  de  la  culata.  £1  proyectil  ó  bala 
arrojada  en  la  dirección  del  ege ,  sale  acia  una  dirección 
que  forma  con  el  orizonte  un  ángulo  mayor  que  el  que 
forma  la  mira  y  y  sucede  lo  propio  que  si  se  dirigiera  la 
puntería  á  la  dirección  del  ege,  pero  mas  arriba  del  objeto. 

285  También  puede  suceder  que  bien  que  al  pare* 
cer  no  se  le  haya  dado  Impulso  alguno  á  un  cuerpo  y  y  pa- 
rezca que  le  abandonamos  á  su  sola  gravedad ,  no  obstante 

tra- 
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firaza  Hicho  cuerpo  la  linea  curva  común  á  todos  los  pro»  Fíg« 
yectiles.  Por  cgemplo  ,  un  cuerpo  que  cae  desde  el  mástil 
de  un  navio  que  navega  ^  traza  realmente  una  linea  curva»  Si 
se  mira  el  punto  del  navio  dónde  cae  y  estará  tan  apartada 
del  palo  quanto  lo  estaba  el  punto  de  donde  cayó  el  mo« 
bíl  %  esto  maniñesta  que  respecto  del  mástil  el  mobil  lia 
trazado  una  linea  recta  paralela  al  palo  5  pero  respecto  de 
un  espectador  puesto  fuera  del  navio  ha  trazado  en  realí^ 
dad;  una  par¿9x>lá  ^pOr  lómenos  si  prescindimos  de  la  re* 
sistencia  del  ayre&  Porqte  quando  se  le  ha  entregado  á  su 
pesantez  ,  tenia  la  mi3ma  velocidad  que  el  navio  y  pues  se 
movía  con  él.  Se  hallaba  >  pues  >  en  et  misma  caso  ^  que  si 
catando  inmobil  la  embarcadoíi  >  se  le  hubiera  arrojada  con 
tina  velocidad  igual  á  la' del  navio  ^  y  áciii  la  misma  direc<^ 
clon.  Con  esto  se  petcibe  la  razón  por  qué  sin  embarga 
de  lo  dicho  traza  respecta  del  mobll  una  linea  recta  paralela 
al  palo  y  por(^ue  coma  tiene  acia  la  dirección  de  este  la  misma 
velocidad  >  há  de  permanecer  siempre  á  la  misma  distancia 
tid  palo.  .        . 

De  otros  Movimientos  curviUneos^ 
' .  '287  '  Hentos  supuesto  que  las  fuerzas  que  obraban  em 
d  píóyeétil^esttbimeh  el  misma  plano  que  la  dirección 
idel  impulso  primiciVó..  Mientras  las  fuerzas  están  en  un  mís- 
«fíio  plano  y  se  pueden  siempre  reducir  á  una  sola  y  sea  el 
;que  fhesé  ía  número  (  75  )•  Pera  es  mas  acomodado 
reducirlas  á  dos  (tai)  paralelas  á  dos  lineas  dadas  de 
posición.  £1  cgemplo  que  vamos  á  proponer  bastará  para 

en* 


po 
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F%.   enseñar  cómo  podrá  egecutarse  esta  redacción  en  todos  los' 
casos.  ; 

2  S  S  Supongamos  ,  pnes  y  que  lía  sido  arrojado  utt 
proyectil  en  una  dirección  qualquiera  ,  y  con  una  velocidad 
qualquiera.  Que  e»  cada  punto  m  del  camino  que  sigue ,  se 
halle  solicitado  de  tres  fuerzas  ,  la  una  acia  la  curva ,  la  se-* 
gunda  dirigida  ¿cia  un  punto  fijo  C>  y  la  tercera  perpendi-^ 
düar  á  mCh  todas  tres  en  un  mismo  plana 

Concibamos  que  Mm  es  el  arco  infinitamente  pequeSo 
que  el  cuerpo  acaba  de  trazar  en  el  instante  dt ;  que  me  áí^ 
rígida  acia  mM  sea  la  velocidad  que  la  primera  fuerza  pue^^ 
de  comunicar  en  d  instante  dt  3  mk  la  que  la  segunda  pue^ 
de  comunicar  en  el  mismo  instante  i  y  finalmente  mg  l^ 
que  puede  "comunicar  la  tercera.  Llamemos  P  ,  P^,  P''^ estas 
tres  fuerzas ;  quiero  decir  las  velocidades  que  engendrarían 
jen  un  segundo  de  tiempo  y  si  en  cada  instante  de  la  dura-^ 
Clon  de  dicho  segundo  /obrasen  del  mismo  modo  queén  m¿ 
Entonces  Pdt ,  P^rfr  ,  F^^dt  setán  las  velocidades  que  én^ 
gendran  en  el  instante  dt  y  y  tendremos  por  lo  mismo'  mi¿i 
Pdt  y  mk  =:  P^di  y  mg  =:  P^^dt. 

Concibamos  que  después  de  tirada  i  arbitrio  por  et 
i{mnto  C  la  linea  CA,  tracemos  al  rededor-  de  las  lineal 
wc  y  mky  mg  como  diagonales  y  los  paralelográmps  que  se  vé» 
en  la  figura  y  esto  es  que  tengan  uno  de  sus  lados  cornil 
guos  paralelo ,  y  el  otro  perpendicular  i  AC^  Podremos 
resolver  cada  una  de  estas  tres  velocidades  en  otras  dos ,  1t 
una  paralela  y  y  la  otra  perpendicular  á  AC.  Y  las  fiíerza^ 

que 
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que  solicitan  el  cuerpo,  ó  las  velocidades  que  intentan  co-  Fig. 
municarle  ,  se  reducirán  á  dos  ,  la  una  paralela  á  AC^  que 
$erá  =  oj^-t-  mb-r-  pul'y  i^  otra  perpendicular  á  ACy  que 
será  :=zmeM-mb  —  md  ^  que  intenta  arrimar  el  cuerpo  á 
jíC.  La  velocidad  del  mobil  paralelamente  á  AC ,  ad^ui-^ 
rirá  ,  pues  ,  el  incremento  mf-^mb  —  f»i>  y  la  velocidad 
para  subir  mas  arriba  de  AC  >  padecerá  La  diminución  mt 
H^  ffib  — -  #»/!• 

Pero  al  paso  que  el  mobil  adelanta  en  la  dirección  Mm^ 
traza  paralelamente  á  AC  la  linea  Mr  y  y  perpendicularmente 
.á  AC  la  linea  rm.  Luego  si  después  de  tomado  á  arbitrio  d 
punto  fijo  A,  llamamos , ^P,  ;i;  s  PM^y  5  serán  ^  y  ^  res- 
pectivamente la  velocidad  paralela  á  ^C,  y  la  velocidad 
perpendicular  á  ^C  Luego  por  la  misma  razón  quando 
el  cuerpo  anduviere  mtj/,  las  velocidades  correspondientes 
serán  í  ^  <^)  ,  y  gl  ^  <^),  tendremos,  pues  ,  d(^¿) 
:;=:mf'^mb — «wf,  y  — d(^^  =z  me -^  mb — mrL 

Y  si  comparamos  los  triángulos  semejantes  mek ,  wpCf 
los  triángulos  semejantes  mi&^ ,  mpC.,  y  los  triángulos  seme- 
jantes mbc ,  mrM^y  llamamos  AQ^  Ch  y  CM  ó  Cm ,  :e 
tendremos  ekomfz^ ^=^P^dt ,mez=i^ P^dt , ot¿  =  ^í ^^¿í, 
gbómn  —  ^P^'dtytnb zzz^Pdt ybc  ó  w¿=  gP¿  Lue- 
go finalmente  d(g)  =  ^P'dt  ^  ^  P'^dt  ~  '^Pdtyy 
^d(^¿)=:'jP'dt^'¿Pdt-^':^P'd$.  Esta'ssonlas 
clos  equaciones  que  determinarán  todas  las  circunstancias  del 
movimiento  del  cuerpo  una  vez  que  conozcamos  P  y  P yPJ^ 
Lo.  probaremos  con  algunos  egemjplos» 

Sí 
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Fig.  2  S  9  Si  el  punto  C  está  á  una  distancia  infinita  ,  z 
wrá  infinita  ,  é  z=zy  ;  por  lo  que  mira  Á  c  —  x  se  ha  dd 
descartar  como  nula  respecto  de  zé  j^.  Tendremos ,  pués^ 

d(¿)  =  P''rfr— íípá^,  y—  d(^¿)z=zP'dt-^i¡.Pdt, 

cuyas  dos  equaclones  servirán  para  determinar  el  movi« 
miento  ^  quando  las  dos  fuerzas  P  y  P^^  son  constantemen^ 
te  paralelas  á  dos  rectas  dadas  de  posición. 

2  p  o  Si  el  punto  C  estando  á  una  distancia  finita  ^  su^ 
ponemos  P  y  P^^=:  o  ,  entonces  serán  —  ^(^)  =  ^^  >  Y. 
d(^^  r=  iírríL.^  las  equaclones  que  determinarán  el  mo- 
vimiento de  un  cuerpo  que  arrojado  en  un  medio  librtf 
fuese  impelido  acia  un  punto  fijo  C  por  una  fíierza  qual-r 
iquiera  P/  Paremos  un  rato  la  consideración  en  las  circuns^ 
tancias  de  este  movimiento. 

Si  después  de  multiplicada  la  primera  de  estas  dos 
equaclones  por  ¿?—  jt  ,  la  restamos  de  la  segunda  multipli- 
cada por  jr ,  sacaremos  (c — ^)dQr)'^yd(^)=o  ,  cuya 

Integral  es  (c  —  x)^  -t- j^2r==  ^• 

Y  si  después  de  multiplicar  la  primera  por  ^ ,  la  su* 
mamos  con  la  segunda  multiplicada    por  — ~,   sacate- 

«>o«  - 1  <jr)  -  '¿  <ír')  =  ?afi=«=^.  P«o  z  = 

Vfyy  H-  (c  —  jp)*l ,  y  por  consiguiente  j;ú[j;  —  dx(c  — x) 

fuese  una  función  de  «  ,  tendremos  Cr —  —■  —  ^^  = 
S.P'dZy  no  habiendo  en  esta  última  cantidad  mas  que  una 
variable. 

Con  la  mira  de  simplificar  el  cálculo  ,  llamaremos  r 

el 
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el  ángulo  MCA  y  tendremos  j^  rr?  «  sen  r ,  c —  x=zzcqs  r,  Flg. 
y  las  dos  integrales  se  transformarán  en  ^  =:  C,  y  C^— 
Si—  :r=  »y.P  ¿í«.  Substituyendo  en  la  segunda  el  valor 
de  dt  sacado  de  la  primera  ^.tendremos  después  de  egecuta- 
das  ias' reducciones  correspondiente^,  dr  = 


él*' 


u 


j^.  Luego  mientras  fuere  P'  una. 


iuncion  de  %  y  siempre  se  podrá  constn^  la  cui;vá  á  lo  me- 
nos por  las  quadraturas. 

2  p  I      Veamos  ahora  quáles  son    las  propiedades  de 
este  movimientQp 

En  la  equacion  ^'"  =  C ,  ó  zjdr  r=  Cdt ,  zdr  repre- 
senta el  .arco  MS  trazado  cop  el  radio  CMy  luego  -^  es  la 
superficie  del  sector  MCm  $  tendremos  y  pues  y  z^dr  zzi 
zMCm  5  y  por  consiguiente  7,  MCm  =::  Cdt  j  luego  2  ACM 
=  Ct  y  quiero  decir ,  que  el  sector  ACM  proporcional  al 
arco  AM  a^d^do  en  el  tiempo  t  es  proporcional  al  tiempo. 

2  p  a  Si  desde  el  centro  C  de  las  fuerzas  se  tira  á 
la  tangente  en  M  la  p€3:pendici;ilar  CTy  tendremos  Mm :  Ms: : 
Cil/ :  CTy  6Mm:=z^z=:^}  luego  ~  ,  ó  la  velocidad 
vzzz^y  esto  quiere  decir  que  las  velocidades  éh  los  d^e- 
rentes  puntos  M  de  la  curva  y  son  en  razón  inversa  de  las 
perpendiculares  bajadas  desde  el  centro  C  de  las  fuerzas  á 
dichas  tangentes. 

2p3  De  la  misma  equacion  z^drzzzCdt  se  saca  ~ 
:=  ^.  Pero  ¿*  espresa  la  velocidad  angular  ó  la  velocidad 

con 
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f  Ig.  cotí  que  es  trazado  el  ángtiló  drh  luego  Ja  velocidad  angu^ 
iar  es  recíprocamente  proporcional  al  quadrado  de  la  dis^ 
tanda. 

2p4  Supongamos  que  sea  A  el  punto  de  donde  sa- 
lió el  cuerpo ,  y  que  haya  sido  arrojado  perpendicularmen- 
te  á  AC  cotí  una  velocidad  ¿f.  Sea /el  valor  ácACy  y  lia- 
memos  en  general  di  el  arco  pequeño  andado  en  la  curva 
en  un  instante.  Es  evidente  \  que  en  el  punto  A ,  el  arcío 
Ms  llega  á  ser  di  ,  y  que  z*  II¿ga  á  ser  f.  La  cquacion 
z^dr  =:  Cdt ,  ó  zxzdr=z Cdt ,  será  , pues  , / x  dsz=.Cdf^ 
luego  ^  =r  ^  5  pero  ^  es  entonces  g  5  luego  g=zjr,  ó  C 
zzzgf.  Y  por  consiguiente  la  equacion  z^drz^  Cdt  se  trans-» 
•forma  en  «Vr  zn  gfdt.   •    .   ' 

2  ^  y  Apliquemos  ahora  lo  dicho  á  un  caso  particu- 
lar  ,  y  supongamos  que  la  fuerza  central  obra  en  razón  in- 
versa  de  los  quadrados  de  las  distancias  \  quieto  decir  ^  qiie 
si  k  representa  ,  por  egemplo ,  la  •  velocidad  que  la  fuerza 
cenrral  puede  comunicar .  cóntitíuanido  igualmente  por  espa- 
ció  de  un  segundo  el  impulso  con  que  obra  á  una  distan- 
cia  conocida  AC  o  /,  la  que  puede  producir  en  el  mismo 
tiempo  por  la  acción  de  qu¿  es  capaz  én  M  y  se  determínala 
por  la  proporción  zz:  Jfv.k  \^.  • 

Tendremos  ,  pues  ,  P^zzz^ ,  y  por  lo  mismo  S.  P^dz 
zzz  —  —  ,  á  cuya  cantidad  no  añadimos  ninguna  constan- 
te ,  porque  la  constante  yá  se  añadió  en  la  integración  que 
cgecutamos  antes  para  sacar  la  equacion  de  la  curVa.  Subs- 
tituycndo ,  pues,  este  valor  ,  y  el  de  C  en  él  de  ¿ír,  que  ha- 
lla- 
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llamos  antes ,  sacaremos  dr  =  [^    v.^g,     ^^  ^ pr.       Fíg. 

Antes  de  pasar  adelante  »  determinemos  C.  Volvamos 
con  esta  mira  á  la  equacion  C —  ''^*'^2^^*-  =:  S.P'dx ,  ó 
Cf —  ^  =  —  ^*.  La  constante  C  ha  de  ser  tal  que  en 
el  punto  A  tengamos  ^  =áf ;  tendremos ,  pues ,  C' —  ^ = 
— /* ,  ó  Cf=:  f^^. 

Luego  la  equacion  de  la  curva  se  transforma  en  dr  r^ 

^ ^  que  se  puede  escribir  de  éste  mo« 


do  dr  =: ^ ü .  Luego  si  para 

víd^y  -  (h  -  m  ,     , 

abreviar , hacemos^i—  zuq^y  \  —  -^zzzqyy úcnáoy 
una  nueva  variable  ,  y  q  una  constante  y  tendremos  dr  =: 
V(i— yy)  >  integrando  ,  sacaremos  (  III.  tf  j  5  )  y=:  sen 
(r  -H  C^^)  =  sen  r  eos  C/'-*-  sen  C^^  eos  r. 

Para  determinar  la  constante  C  ,  repararemos  que  quatí« 
3o  z  =/,  ha  de  ser  r  =  o  5  pero  quando  sí  zz:/,  la  equa^ 
don  A  -  f  =  ^y  dáy=  ¿r  -  ¿^Uuego  i.-  i= 
sen  Cy^9  esto  es  ^  substituyendo  en  lugar  de  q  su  valor,  sen  &^ 
Tzz —  15  luego  eos  C^^=:  o.  Por  consiguiente  la  equacion 
se  transformará  en  ^  z±:  —  eos  r  r=:  -\  —  i ;  luego  —  zrz 
^-f-  í  eos  r  ,  ó  finalmente  -J-  =^  h-  (j  —  jO  ^^^  ^' 
cuya  equacion  pertenece  en  general  á  una  sección  cónica^ 
cuyo  focus  es  C  y  -^  el  vértice ,  como  es  fácil  compro- 
barlo ,  restituyendo  en  lugar  de  eos  r  su  valor  í=2f  ^  y  ¿ji 
lugar  de  « ,  su  valor  V\]xy  •+-((?  —  4f)*1,    En  particular 

TomJl^.  O  per- 
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Fig^t  pertenece  á  la  elipse  quan^o  -7  es  mayor  que  —  5  al  círcu» ' 
lo  si  —  =:  j  5  á  la  parábola  si  —  ==  ^.  Finalmente  perte- 
nece á  una  hypérbola  quando  ^  es  menor  que  ^. 

296  Hemos  considerado  en  particular  el  caso  en  que 
la  fuerza  central  obra  en  razón  inversa  de  los  quadrados  de 
las  distancias,  porque  así  obra  en  los  cuerpos  celestes,  confor* 
me  lo  probaremos  en  otro  lugar.  Manifiestan  las  observacio- 
nes, y  el  cálculo  que  todas  las  partes  de  la  materia  tienen  una 
pcopensioiü  ó  tendencia  á  unirse  unas  con  otras.  £su  tenden- 
cia ,  cuya  causa  ignoramos  ,  puede  compararse  con  la  que 
tienen  los  cuerpos  terrestres  áciá  el  centro  de  la  tierra  >  esto 
es,  con  la  pesantez  que  no  es  probablemente  mas  que  un 
casd  particular  de  esta  tendencia  general ,  conocida  con  el 
nomtbre  de  Atracción  y  mientras  se  averigua  su  causa.  Co* 
mo  la  masa  del  Sol  es  sin  comparación  mucho  mayor  que 
la  de  qualquiera  de  los  planetas  ,  su  acción  en  estas  es  mur 
cho  mayor  que  la  acción  de  unos  planetas  en  otros ;  por  ma* 
ñera  que  en  la  valuación  de  las  principales  circunstancíai 
de  sus  movimientos  ,  basta  atender  á  la  acción  del  Sol.  Pera 
la  ley  de  esta  fuerza  de  atracción  es  tal ,  que  cada  partícu« 
la  del  cuerpo  atrayente.  obra  en  razón  inversa  del  quadra*- 
do  de  la  distancia  i  y  que  quando  el  cuerpo  es  esférico ,  la 
suma  de  las  acciones  de  cada  una  de  sus  partes  se  reduce 
á  una  sola  que  pasa  por  su  centro  de  masa ,  y  obra  tam*^ 
-bien  en  razón  inversa  del  quadrado  de  las  distancias.  De 
donde  se  inñére ,  igualmente  que  de  lo  probado  poco  ha^ 
que  los  planetas  describen  al  rededor  del  Sol  una  de  las  sec-» 

ció- 
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dones  cónicas.   Y  como  consta  por  las  observaciones  que  Fíg* 
vuelven  periódicamente  á  unos  mismos  puntos  ,  y  que  var 
ría  la  distancia  de  un  mismo  planeta  respecto  del  Sol ,  he- 
mos de  inferir ,  que  el  camino  de  los  planetas  ^  y  lo  propio 
digo  de  ios  cometas ,  es  una  elipse.  - 

297      Como  las  direcciones  de  la  pesantez  concurren 

-  -     •     ■  • 

ál  centro  de  la  tíerra^  con  muy  corta  diferencia /y  lape-^ 
sañtez  varía  á  diferentes  distancias  del  centro  de  la  tierra, 
muy  poco  mas  ó  menos  ^  en  razón  inversa  de  los  quadra^ 
dos  de  las  distancias  y  se  echa  de  ver  que  la  curva  que  tra* 
íATí  los  proyec01es  no  es  sino  sensijbUmente  ana  parábola, 
y  que  hablan^ío  con  rigor  es  una  elipse  que  tiene  el  uno 
de  sus  focus  en  el  centro  de  la  tierra. 

4p8  -Si  en  la  equadon  i- =± ^ -4- (4- — *  ¿)  eos  r 
hacemos'  ff  =:  o  ,  y  r  =:  18  ó^. ,  para  hallar  tos  puntÓ9 
donde  lá  linea  AC  encuentra  ta  curva .  sacáremos  —  nr:  4,; 
ó  «  rr/;  y  si  llamamos  %  el  segundo  valor  de  «,  -^  izr 
•~7"^F^^^^35^ríaí  luego  «-H«,  o  clege  ma-  gx 
yoc  i/^i9ique  liamapemos  41 ,  «5  sr  2^^-  Pero  hemos  vis^ 
tp  ^(  HI.:8tf  :)rqao'.»i  llamamos  b  elege  menor,  es^=i 

^Cx  C5  =/«/=  ,j^  ,  luego  *  =  ;^^^^. 

%$9      Sentado  esto  ,  llamemos  i  :  /  la  razón  entte  el 

Rameólo  y  Ü  drpunfiaeflclai'Pbr  Itf  dteho  (III. 57  7  )  «é^ 

lá  —■  la  supcríície  de  una  elipse ,  cuyos  dos  eges  serian  ¿  5? 

i.  Luego  la  superficie  déla  cliipse  cuyos  dos  eges-  acabamos 

•y    .                               */W    .   .        -  ,  ": 

de  determinar,  será ■         .  Pero  heñios  visto (zp  i) 

*-  ^  o  2  que 


212  ELEMENTOS 

Flg.  que  en  general  2  ACMz=.  Ct  :=.fgjt  j  luego  si  llamamos  T 

2kpgc' 
el  tiempo  de  una  revolución  entera ,  será _    = 

/¿rr,ór=— /        ,  óTjV2k=iJ- -i 

(2*/— ár»)i  (2kf—g'')i 

0 

esto  es,  2y\/2*  :=  ^^(^^{1*^)^  =  c'ah  Llamemos  ahora 
a'  el  cgc  mayor  de  otra  elipse  ,  cuyo  vértice  diste /'^  del  fb- 
cus  ,  y  que  esté  trazada  en  virtud  de  una  fuerza  de  \m^ 
pulsión  qualquiera  combinada  con  la  misma  fuerza,  central 
dirigida  al  punto  C>  y  modificada  en  razón  inversa  del 
quadrado  de  la  distancia*  Si  llamamos  k^  la  cantidad  cor^» 
respondiente  á  *,  tendremos  k^zzz^j  6/ y/k^=:f\/k. 
Luego  una  vez  que  si  llamamos  T  el  tiempo  de  la  revolu- 
ción , también  tenemos  7^1/2*^=  c^a)^  5  por  ser/VAf 
z=:fS/k  ,  también  tendremos  T^JV2kz=z'c'(//)i  i  luqgo  Tz 
T'v.  c^  :  {ú!^  5  y  quiere  decir ,  que  las  duraciones  de  las 
revoluciones  son  como  las  nuces  quadradas  de  los  cubos  de 
los  eges  mayores.  Luego  se  puede  y  con  obsctvar  los  ticmr 
pos  periódicos  de  los  planetas  ^  conocer  la  razón  que  hay; 
entre  los  eges  mayores  de  sus  órbitas. 

300  Finalmente ,  si  en  la  equacion  C^—  _ 
S.  Pdz  hallada  antes ,  substituimos  en  lugar,  de  jf-  la  velo- 
cidad t; ,  y  en  lugar  de  C'  y  •$•.  P^dz  sus  valores  «^-^ ,  y 
i2. ,  tendremos  v=:  V(g^ —  a/fe  H-  ^).  De  donde  in- 
feriremos con  hacer  <fo  =  o ,  que  la  mayor  y  menor  ve- 
locidad se  verifican  en  los  dos  estremos  opuestos  del  ege 

ma« 
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mayor,  pues  hallaremos  ^  =  o ,  que  por  medio  de  la  equa-  Fig, 
cion  de  la  curva  dará  —  ir  sen  r  =  o  ,  cuya  condición  se 
verifica  quando  r=:o,yrr=i8o**. 

301  No  siempre  sucede  lo  propio  quando  la  fuer- 
za central  no  obra  en  razón  inversa  del  quadrado  de  la  dls^ 
rancia.  £1  punto  de  la  mayor  velocidad  que  se  llama  el  Pe< 
ribelio  9  y  el  de  la  menor  velocidad  que  llamamos  el  jípbe^ 
fío  y  no  son  siempre  fijos  »  ni  directamente  opuestos. 

302  Hasta  aquí  no  hemos  considerado  mas  que  un   9  ^«t 
cuerpo.  Supot^amos  ahora  que  dos  cuerpos  My  M  arroja* 

dos  á  ios  puntos  B  y  D  acia  direcciones  qualesquiera ,  se 

atraygan  uno  á  otro  en  razón  de  sus  masas  y  y  en  razón  de 

una  fímcion  qualqulera  de  su  distancia  MM!   Determina* 

remos  las  curvas  que  trazan  y  y  las  circunstancias  de  sus 

movimientos  y  suponiendo  primero  que  todo  se  hace  en  un 
mismo  plano. 

Sea  MQ  la  velocidad  que  la  acción  de  la  masa  M^  - 
comunicaría  áMcnun  instante  y  y  M^Q!  la  que  M  comu« 
nicaríaá  jM'  on  el  mismo  instante.  Será  ,  pues  y  M^Q^  :::z 
^,  X  MQ.  Tomemos  á  arbitrio  la  linea  AP  >  y  desde  los 
puntos  My  M^  bagemos  las  perpendiculares  MP ,  M^P!  Rc^ 
solvamos  las  velocidades  MQ ,  M^¿  en  velocidades  MR, 
M!b1  paralelas  á  PM  y  y  en  velocidades  MS ,  M^S'  para- 
lelas íAP  5  y  llamemos -^P,  jr5P-af,j^  5  AP'y  /h  P'M\yi 
AC  y  T  }  CM y  Zy  C'B^ y  d.  Supongamos  á  mas  de  esto  que 
P  espresa  la  velocidad  que  causaría  en  un  segundo  de  tiem- 
po la  fíierza  con  que  M'  obra  en  M  en  su  situación  actual, 
TomJF.  O  j  sí 
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Flg.   si  dicha  fuerza  obrase  igualmente  mientras  <Íara  él  segun- 
do 5  tendremos  MQ  =  Pdt ,  M'q!z=  j^Pdt ,  MR  =  5zí, 

porque  los  triángulos  semejantes  MPC,  M'p'C  din  -2-  r=^, 
y  í=r  ==  ^  ,  tendremos  ilí'li'=  ^^^i' ,  y  M^S'  = 
j^  ""T^^— .  Luego  discurriendo  del  mismo  modo  que  en  los 
egemplos  antecedentes,  tendremos ^*  =: —  ^(¿^)  •  •  «(-^^ 

Si  en  las  cquaciones  (C)  y  (D)  substituimos  d  valor  de 

^ ,  y  de  Sí—Í^,  sacados  de  las  equaciones  (/T)  y  (5) ,  ten- 
dremo,  _  S  <fi)  =  _  <a) ,  y  _  «  ¿( J)  =  ^19, 

é  integrando  C  x  m'=:^ —^  .y  dxM'=:^  ^ 
^•^.  Pero  como  ^  >  ^  son  las  velocidades  de  los  cuerpos 
paralelamente  á  -^P ,  la  suma  de  los  productos  ^—  ,  ^~-  ha 
de  ser  (  1  5 1  )  =  (ifcf -+-  Af')^  >  llamando  ¿[  la  velocidad 
del  centro  común  de  gravedad  paralelamente  á  AP.  Será, 
pues ,  C'x  iüf  ^=r  (M-H-M^^g  ;  por  la  misma  razón  la  equa«- 
cion  5^  —  ^  =  C  X  ;if',  en  la  qual  ^  y  ^  espresan 
las  velocidades  opuestas  de  M  y  M^  paralelamente  á  P3T, 
manifiesta  que  si  llamamos  g^  la  velocidad  del  centro  de  gra- 
vedad paralelamente  á  PM^  tendremos  C  x  M^  =  (ilf  H« 
M'^h  luego  gy  ¿  son  cantidades  constantes.  Luego  el 
centro  de  gravedad  se  mueve  uniformemente  ^  y  en  linea 
recta  y  cuya  consecuencia  concuerda  con  lo  dicho  (175)» 
Supongamos ,  pues  ,  para  abreviar,  que  tomemos  la  li- 
nea de  las  X  en  el  camino  del  centro  de  gravedad  que  es 

fa- 
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fecil  de  determinar  (  i  5 1  ),^  por  las  velocidades  primi-  Fig. 
tivamente  comunicadas.  Entonces  será  ¿f  =:  o ,  y  gdt  =: 
dr.  Hagamos  x  —  rzzzqi  tendremos  dx  —  drzzzdq  j  y; 
por  consiguiente  <í)  =  <¿^)=<¿r-H^)  =:<J)* 
Substituyendo  en  la  equacion  (J?)^  tendremos  ^^zz:— ¿^íf)» 
cuya  equacion  determinará  con  la  equacion  (A)  ^  ó  ^^  =? 
—  rf(^)  la  curva  >  y  el  movimiento  de  M  respecto  del 
punco  mobll  C  Por  consiguiente  imitando  lo  que  practica^ 
mos  (  2  p  o  )  ,  resuremos  la  primera  de  estas  dos  últi^ 
mas  equaciones  ,  multiplicada  por  j^  >  de  la  s^unda  multi^ 
pilcada  por  q  ,  y  sacaremos  yd(^^  —  í^(^)  ^^  ^  >  ^^7* 
Integral  es  -^  —  "^  ~  ^-^^  También  sumaremos  la  pri- 
mera ^  multiplicada  por  ^f  con  la  segunda  ^  multiplicada  por 
í  ,  y  sacaremos  Íííif52^  =  ~  g  <^)  -  J  <|)  ,  ó 
porque ^¿4 -4- ytfy  =  «i»  (pues qq-irsytrz z») ,  P¿í8  = 

--  í-f  <^)  —  ^  <?•)  >  «:«ya  intcgcal  «*  'S'.P'fe  =  C"  — 

Supongamos  ahora  el  ángulo  ACMuz  x^^y  tendremos   g^^ 
y-^mzs^  x"y  q:zz. —  z  eos  x/^  Si  substituimos  en  lugar 
de  q  éyc$U}s  valores  ,  saldrá  z^dx^^zn  C^^dt ,  y  S.  Pdz  i= 
C'"—  í^^^^'í^.  Substituyendo  en  esta  el  valor  de  dt ,  sa- 
cado xie  la  antecedente  ,  sacaremos  después  de  hechas  todas 


las  reducciones  •  da¿^—^  "  p^ 

to  como  el  punto  C  es  constantemente  el  centro  común  de 
gravedad  de  My  M\  tendremos  MM'z=i^í^=~^  xx.  Luqga 

P  4  %^ 
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Fíg.  yá  que,  ségun  suponemos,  ^  es  una  fimcion  de  MM\  P  será 
una  función  de  z.  Luego  nuestra  equacion  final  está  toda 
separada. 

Si  comparamos  esta  equacion  con  la  que  hallamos 
(  ^90  )  para  el  caso  en  que  el  uno  de  los  puntos  atra- 
yentes  estuviese  fijo ,  se  echa  de  ver  que  aquí  el  cuerpo  M 
se  mueve  al  rededor  del  punto  mobil  C ,  como  si  este  pun- 
to estuviera  fijo  ,  y  atragese  también  proporcionalmente  á 
una  fimcion  de  la  distancia  MC ,  pues  MC  tiene  una  la*^ 
zon  constante  con  MM! 

La  equacion  C^^df  :=z  «*rf/^dará  dt  espresada  en  «  y 
dz.  La  misma  equacion  dá  Ui  velocidad  angular  al  rededor 
de  C>  es  á  saber ,  -¿-  =  —  >  cuya  espresion  es  de  todo  pun- 
to parecida  á  la  que  hallamos  (  293  ).  Finalmente  la 
equacion  S.  Pdz  =  C'^'~  ¿ílgr^'  ,  ó  J.  Pife  =  C"'  — 
,  llamando  s  el  arco  de  la  curva  que  M  traza  al  rede«« 
dor  de  C ,  dá  la  velocidad  en  dicha  curva ,  espresada  tam^ 
bien  del  mismo  modo  que  se  hallaría  arriba  (  290  )• 
Pero  como  esta  velocidad  es  conocida ,  y  lo  es  también  la 
de  C  por  la  equacion  gdt  ::=:dryó  ^zizg  ,  será  facU  ha- 
llar la  velocidad  absoluta  de  M. 

Finalmente  una  vez  conocidas  la  curva  que  traza  M 
ál  rededor  de  C ,  y  la  velocidad  de  C,  es  fiícil  sacar  la  po- 
sición de  M  al  cabo  de  un  tiempo  qualquiera  /«  Lo  que  aca- 
bamos de  decir  de  M  manifiesta  lo  que  se  debe  decir  de  M. 
30^  Si  suponemos  que  los  dos  cuerpos  se  atrahen 
en  razón  inversa  del  quadrado  de  sa  distancia  ^  y  llamamos 
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k  la  veíocidaií  que  comunicaría  i  M  en  un  s^urida  dé  Fig«. 
tiempo  la  acción  continua  de  ilf^^  quai  sería  á  la  distancia 
/,  tendremos  P  =  ^¿¡ñ^  =  ^^jr  ^  ^y  de  donde  será 
fácil  inferir,  discurriendo  como  antes  (  2^5  )  ^  que  ca- 
da cuerpo  traza  al  rededor  de  C  una  elipse  cuyo  fbcus  está 
en  C  ^  y  cuyos  eges  se  determinarán  con  ñcilidad. 

304  Si  ta  ley  que  sigue  la  acción  de  unos  cuerpo» 
en  otros  no  fuese  dada  inmediatamente ,  no  habria  incon- 
veniente ninguno  en  discurrir  como  si  lo  fuera.  Las  condi» 
clones  de  la  cuestión  siempre  subministrarían  tantas  equx^ 
clones  quantas  fuesen  menester  así  pan  determinar  las  cir* 
ctmstancias  del  movimiento  y  como  para  eliminar  la  letra  ó 
las  letras  que  representasen  lá  ley  de  dichas  acciones.  Su^  ^  ^ 
pongamos  ,  por  egemplo  ,  que  dos  cuerpos  M  y  M\  sin  pe- 
santez, atados  con  un  hilo  ,  tracen  las  curvas  B3fyDM^y 
en  virtud  de  impulsos  primitivos  dirigidos  en  un  mismo 
plano  ,  y  de  la  resistencia  que  el  uno  hace  al  otro  por  ra!- 
zon  de  la  inestensibiiidad  del  hilo.. 

En  ei  instante  que  c&chos  cuerpos  llegan  i  My  M^ 
Imaginaremos  (  174)  que  las  velocidades  MHy  M'h! 
que  tendrían  si  llegasen  á  ser  libres  y  se  resuelven  en  ve- 
locidades Mny  M^rl  en  la  dirección  de  las  curvas ,  y  en 
.velocidades  MN ,.  M^N^  que  sean  destruidas  Será  ,  pues^ 
preciso  que  MN ^  M  N  sean,  directamente  opuestas,  y 
<iue  (   5y    )  M%MNz=zM!y.l\ÍNÍ 

Ahora  bien ,  ya  que  MN  ha  de  ser  Igual  y  directa» 
mente  opuesta,  á  U  velocidad  (^e  la  acción  de  iKf^  intenta 

dar 
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lig.  dar  i  ^  en  la  díreccloo  del  hilo  ;  si  tUmanH»  P  la  veloci- 
dad que  esta  acción  continuada  unifornieinente  por  espacio 
de  un  segundo  causaría  en  Jf ,  tendremos  MN:zz  Pdt,  y 
esta  velocidad  Pdt ,  dirigida  desde  M  áda  JT ,  será  la  que 
hará  variar  el  nwvimienio  de  M  i  luego  tendremos  también 
M'n'-^  ^  Pát  f  y  como  esa  ha  de  ser  igual  i  la  veloci- 
dad que  M  causaría  en  M  en  la  dirección  del  hilo ,  en  el 
Instante  ^ ,  es  la  velocidad  que  hace  variar  el  movimiento 
de  JH.  Luego  si  usando  de  las  mismas  denominaciones  que 
antes  (  302  ) ,  resolvemos  tamicen  las  velocidades  Pdt, 
y  j¡.  Pdt  dirigidas  desde  3f  ácia  iKf'jy  desde  ilf'ácia  M,  pa- 
rará el  cálculo  en  unas  equaclones  que  serán  de  todo  punto 
las  nüsmas.  Y  si  reparamos,  fuera  de  esto,  que  *  es  constan- 
te,  y  que  por  lo  mismo  dx^  o  ,  tendremos  quanto  nece- 
sltajitús  para  determinar  el  movimiento  ,  y  eliminat  P.  De 
estas  equaclones  ,  manejándolas  como  arriba  (  302  ), 
Inferiremos  Relímente  que  los  dos  cuerpos  andan  uniforme- 
mente al  rededor  de  su  centro  común  de  gravedad ,  circun- 
ferencias de  círculo ,  mientras  dicho  centro  se  mueve  tam- 
bién uniformemente. 

94.  30;  Si  suponemos  que  los  cuerpos  sean  pesaiios, 
imaginaremos  que  las  velocidades  MH ,  'M'H'  que  ten- 
drían en  las  direcciones  de  las  ungenteá  ,  si  llegasen  i  ser 
libres  y  y  no  obrase  en  ellos  la  gravedad ,  estén  combina- 
das (  70  )  con  las  velocidades  Mk\  M' lé  que  U 
antcz  intenta  darles  en  un  instante ,  y  que  Ms  y  ^  s 
n  las  velocidades  que  entonces  tendrían.  Después  imagí- 
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Daremos  (    174)  <iue  dichas  velocidades  estén  resueltas  Fig. 
en  velocidades  Mn  ,  ñfn  á  lo  largo  de  las  curvas ,  y  en  ve- 
locidades MN ,  M'n'  que  se  pierdan.  Tendremos ,  pues, 
M  X  MN  =  M^x  M'N'y  estando  dirigidas  MN  y  M'n' 
en  la  dirección  del  hilo. 

Ahora  bien,  sea  ó  no  la  pesantez  deilf^  la  misma  quelá 
de  M^  M^  le  comunica  á  ilf  en  la  dirección  del  hib ,  pen> 
acia  un  punto  contrario  ,  una  velocidad  igual  á  MN  y  que 
junta  con  la  velocidad  Mk  es  causa  de  que  en  vez  de  venir 
á  H  y  viene  á  n.  Así  las  velocidades  que  hacen  variar  el  mo- 
vimiento de  My  son  la  velocidad  MN  dirigida  acia  una  par- 
te opuesta ,  y  la  velocidad  Mk.  Por  la  misma  razón  las  ve-^ 
locídades  que  hacen  variar  el  movimiento  de  M^,  son  la  ve- 
locidad M^N^  dirigida  acia  una  parte  opuesta  ^  y  la  velocí* 
dad  M^k.    Pero  discurriendo  como  antes  (    3^4   )    ^^^^ 
dremos  MN  z=zPdtj  y  MIn'zzz  g  Pdt.  Luego  si  resolve- 
mos las  velocidades  en  las  direcciones  NMy  Mk  ^  y  las  ve^ 
locidades  acia  N^M'  y  M^k^  en  velocidades  paralelas  i  las 
X  y  Si  las  j^  $  igualaremos  con  ^(^}  1^  suma  ó  la  diferen- 
cia de  las  velocidades  paralelas  á  las  x  ^y  con  ^(^^  la 
suma  ó  la   diferencia  de  las  velocidades  paralelas  á  las 
y ,  por  lo  tocante  al  cuerpo  M.  Y  practicando  lo  pro- 
pio respecto  de  Ai  ,  si  para  simplificar  mas  las  opera- 
ciones y  suponemos  que  la  pesantez  sea  paralela  á  las  j^^  ten- 
dremos y  con  llamar  p  la  velocidad  que  la  pesantez  dá  en  uir. 
segundo  ,  las  equaciones  siguientes  —  ~  pdt  —  pdt  zr 
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?j'g-  K¥)  >  ^  ^  P  ^''^  =  K^y  Repararemos  á  mas  de 


esto ,  que  ^  =  -^ ,  y  —^  =  ^ ,  y  que  «  h-/  es  cons- 
tante. 

Substituyendo  en  las  dos  ultimas  equaciones  del  movi- 
miento ,  estos  dos  valores ,  y  los  de  —  ,  y  Pdt  (j^^^  que 
dan  las  dos  primeras  equaciones  y  sacaremos  pdt  -f-  %pdt 

ma  inferiremos  que  el  movimiento  del  centro  de  gravedad 
paralelamente  á  las  jr ,  es  uniforme.  La  antecedente  que  es 
lo  propio  que  iM^M^)pdí  z=i  mU(^£) — Md(^^ ,  está  di- 
ciendo que  el  centro  de  gravedad  obedece  á  la  pesantez  del 
mismo  modo  que  si  fuera  un  cuerpo  libre.  Luego  (274) 
d  centro  de  gravedad  traza  una  parábola  F  QF,  del  misma 
modo  que  si  fuera  un  proyectil  arrojado  con  la  velocidad 
que  el  centro  de  gravedad  ha  tenido  al  principio  ,  y  acia  la 
misma  dirección.  Y  como  las  distancias  de  los  dos  cuerpos  á 
dicho  centro  de  gravedad  son  constantes ,  trazarán  por  con« 
siguiente  al  rededor  del  mismo  centro  de  gravedad  circun-» 
arénelas  de  círculo ,  y  los  trazarán  uniformemente. 

305  Si  fuera  mayor  el  número  de  los  cuerpos  >  si  fue* 
p  ^;  sen  tres ,  por  egemplo ,  sin  pesantez ,  y  atados  con  los  dos  hi- 
los MM^y  MM'^i  nos  figuraríamos  (174)  que  en  el  instante 
que  los  cuerpos  ilf,  M' y  M^'  llegan  á  My  il/,  M^'  las  velo- 
cidades MHy  M'líy  M^'H'^  que  tendrían  en  las  direccio- 
nes de  las  tangentes  y  si  llegasen  á  ser  libres  y  se  resuelven 
cada  una  en  otras  dos  y  la  una  en  la  dirección  de  la  curva  y  y 
ia  otra  que  se  ha  de  perder.  La  dirección  de  esta  última  ha 

de 
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3c  estar  respecto  de  cada  una  de  los  dos  cuerpos  ifcK  y  M^[  Flg. 
en  la  dirección  del  hilo  y  respecto  del  cuerpo  ilf  se  ha  de 
resolver  en  otras  dos  que  estén  en  direcciones  de  los  hilos 
Ml^Mj  M^'M  5  por  manera  que  si  M^'N^^  M^N^^  Mo ,  Mq 
son  estas  segundas  velocidades  ,  hemos  de  tener  My.  Mq  :=: 
ilf^x  M^N\  yMx  Mo=  M^^xM^^N/^  Y  así,  si  llamamos 
Pía  velocidad  que  engendraría  enJKfen  un  segundo  de  tiem* 
po  la  acción  de  M^  continuada  uniformemente ,  y  P^  la  que 
M^^  engendraría  igualmente  en  M ,  tendremos  Mq  rz:  Pdt, 
Mo  =  P'df  y  M'n'  =%Pdt,  M''N''z=i-^  í>'df. 

Si  imaginamos  después  que  cada  una  de  las  velocida- 
des qMy  oMy  M'n\  M'^N'^  se  resuelva  en  otras  dos  ,  la 
una  paralela  á  APj  la  otra  paralela  á  PM  ^  y  llamamos 
AP  ,x^PM,si  AP\  x'i  P'm'Js  AP\  x'^s  P'M^'.y^^ 
AC.rs  A&y  /;  CM,z^  CM\  %'s  c'M,  a/^  C' M'\  é\ 
será  fiícil  hallar ,  imitando  las  resoluciones  antecedentes, 
la  espresion  de  la  velocidad  paralelamente  á  AP  y  á  PM^ 
así  respecto  de  Mf  y  como  respecto  de  M"^  y  las  igualare- 
mos con  d(i^)  ,  <S^).  <^)  ,  <^)  respectivamente.  Por 
lo  que  mira  á  Tlf ,  la  variación  de  la  velocidad  paralela* 
mente  á  APy  y  paralelamente  á  PMy  resultará  de  otras  dos 
que  se  originarán  de  la  resolución  de  Mq  y  Mo\  por  lo 
qual ,  lo  que  aquí  hemos  de  igualar  con  á(s^),  y  con  d(^ 
es  la  suma  ó  la  diferencia  de  los  dos  conatos  paralelos  á  AP 
y  de  los  dos  conatos  paralelos  á  PM^  según  obraren  ácia  una 
misma  dirección  ,  ó  ácia  direcciones  contrarias.  De  aquí  se 
sacarán  seis  equaciones.  Observaremos  también  qiie  tos  trian- 

gu. 
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Fíg,  gulos  MPC ,  M'T?'C'  son  semejantes ,  y  que  lo  son  tam¿» 
bien  los  triángulos  MPC'^  MVCÍ  Finalmente  las  dís^ 
tandas  MM\  MM^'  son  constantes.  Estas  condiciones  en? 
cierran  quanto  se  necesita  para  averiguar  el  movimiento  y  y, 
las  curvas  trazadas. 

Si  los  cuerpos  fuesen  pesados  se  practicaría  lo  mismo 
que  antes  (  30^  ) .  Esto  manifiesta  lo  que  se  habría  dfc 
hacer  si  fuese  mayor  el  número  de  los  cuerpos. 

307  Si  las  direcciones  de  los  impulsos  primitivos  que 
los  cuerpos  han  recibido  no  estuvieran  en  un  mismo  plano, 
ó  si  las  direcciones  de  las  fuerzas  que  hacen  variar  los  mo* 
vimiencos  no  estuvieran  todas  en  un  mismo  plano  >  en  este 
caso  después  de  resuelta  la  velocidad  que  cada  cuerpo  ín^ 
tenta  tener  ,  en  otras  dos ,  la  una  que  tendrá  realmente  ,  y. 
la  otra  que  será  aniquilada  >  se  resolverá  esta  última  en  otras 
tantas  como  fueren  menester  ^  á  fin  de  que  se  verifique  d 
equilibrio  en  virtud  de  estas  últimas  velocidades  5  después 
para  sacar  las  equaciones  de  las  curvas  ,  y  del  movimiento^ 
se  resolverán  estas  últimas  velocidades  suponiéndolas  dirtr** 
gidas  acia  rumbos  opuestos ,  en  otras  tres  paralelas  á  tre$ 
rectas  que  se  podrán  suponer  perpendiculares  entre  sí ,  y 
que  consideraremos  como  las  ordenadas  x^y^z^x  ^y^z  &c. 
de  las  curvas,  Y  formando  respecto  de  cada  cuerpo  una  su^ 
ma  de  todas  las  que  obraren  paralelamente  á  una  de  dicha» 
lineas ,;  la  igualaremos  con  ¿(57^)  ,  ó  á(^)  &c. 

308  Si  aplicamos  esto  á  la  cuestión  que  resolvi- 
mos (  3  o  z  )  suponiendo  que  los  ipapftlSQS  ptioutivos  ha- 
yan 
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yan  tenido  sus  direcciones  en  distintos  planos ,  echáremos  Figv 
de  ver  que  el  movimiento  del  centro  de  gravedad  es  uni* 
forme.  Que  respecto  de  un  plano  qualqulera  el  movimien- 
to se  hace  de  un  modo  totalmente  parecido  á  lo  que  sena 
Si.  los  dos  cuerpos  se  moviesen  en  dicho  plano  s  y  que  hay 
un  plano  respecto  del  qual  los  dos  cuerpos  suben  ó  bajan 
ambos  igualmente.  Este  plano  es  fócil  de  determinar  con 
Imaginar  primero  cada  una  de  las  velocidades  comunicadas 
lesuéitas  en  otras  dos  y  la  una  en  dicho  plano  y  la  otra, 
perpendicular  al  plano  5  hecho  esto  ,  si  suponemos  estas  dos 
últimas  iguales ,  determinaremos  la  posición  del  espresado 
plano  respecto  de  un  plano  conocido  al  qual  se  hubieren 
referido  las  direcciones  de  las  velocidades  comunicadas.! 
Así  y  en  el  caso  actual  el  movimiento  se  hace  conio  en  el 
primer  caso ,  con  la  diferencia  de  que  el  plano  en  que  se: 
mueven  los  dos  cuerpos  está  transportado  paralelo  á  sí  mis*»: 
mo  9  y  perpendicularmente  y  con  una  velocidad  uniforme.  \ 
309  Si  la  causa  que  hace  variar  el  movimiento  y  en 
Tez  de  ser  la  acción  de  los  cuerpos  unos  en  otros  y  fuese  la 
resistencia  de  algún  obstáculo  inmobil  y  como  quando  un. 
cuerpo  anda  una  superficie  curva ,  así  en  virtud  de  su  pe« 
santez  y  como  de  un  movimiento  primitivamente  comuni- 
cado y  se  obrará  en  virtud  de  los  mismos  principios  y  del  mpr 
do  siguiente. 

Sea  ab  la  linea  que  intenta  trazar  en  el  instanüe  dty   p'g. 
quando  ha  llegado  á  un  punto  qualquiera  a  de  la  superfi- 
cie curva  ^  y  6c  la  velocidad  que  le  daua  la  pesantez  en 

di- 
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Flg.  dicho  instante  ;  ac  será  la  linea  que  trazaría  s!  no  fiíera  por 
la  resistencia  de  la  superficie.  Es  ,  piies ,  preciso  que  ac  se 
resuelva  en  otras  dos  velocidades  ,  la  una  af  en  la  dirección 
de  la  superficie  curva ,  y  la  otra  aq  que  no  surta  efecto. 
Luego  aq  ó  su  paralela  1/  ha  de  ser  perpendicular  á  la  su* 
perficic  curva. 

Concibamos  que  pase  por  a  un  plano  orlzontal  que 
corte  la  superficie  del  sólido  en  la  dirección  nr  >  y  por  / 
un  plano  vertical  que  corte  la  misma  superficie  en  la  direc 
clon  /r  ,  y  el  plano  orlzontal  en  la  dirección  ri.  Sea  ai  per- 
pendicular á  rijY  ab  la  proyección  de  af  en  el  plano  orl- 
zontal ari.  Desde  el  punto  c  tírese  cd  perpendicular  al  pla-^ 
no  vertical  rfgi ,  y  ce  perpendicular  á  la  vertical  hf^  ñmU 
mente  desde  d  tírese  dfy  de.  Una  vez  que  el  cuerpo ,  que 
hubiera  venido  á  ¿  si  el  movimiento  que  tenia  en  a  ño  hu- 
biese variado ,  viene  al  contrario  á/,  así  por  la  velocidad 
be  de  la  pesantez  ,  como  por  la  resistencia  cf  de  la  super- 
ficie ,  serán  por  consiguiente  be  y  cf  las  dos  velocidades 
que  hacen  variar  su  movimiento.  Imaginemos  lá  velocidad 
cf  resuelta  en  otras  dos ,  la  una  en  la  dirección  ce  y  y  la 
otra  igual  y  paralela  á  efh  la  variación  que  produce  la  ve- 
locidad vertical  será  be  —  e/;  tendremos  \  pues  ^pdt  —  ef 
:::::::  ¿(^  ,  óef:zzpdt  —  ^(^)>  Humando  z  la  distancia 
vertical  á  que  está  el  cuerpo  de  un  plano  orlzontal  fijo  co- 
Icicado  mas  arriba  del  mismo  cuerpo. 

Resolvamos  la  velocidad  ce  en  otras  dos  y  la  una  en  la 
dirección  ed  y  y  la  otra  igual  y  paralela  á  de  i  será  cd  la 

va- 


i 
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variación  de  la  velocidad  paralelamente  &  ^/,'y  será  jpor  Fig. 
consiguiente  ed  =r  ^(¿f }  >  llamando  x  la  distancia  á  que  es- 
tará el  cuerpo  de  un  plano  vertical  paralelo  á  ffgi.  Final- 
mente de  es  la  variación  de  la  velocidad  paralela  á  r;  ^  y 
por  lo  mismo  tendremos  de  zzz  —  ^C^)  llamando  y  la  dis- 
tancia á  que  el  cuerpo  está  de  un  plano  vertical  paralelo 
á  aig  y  que  suponemos  mas  allá  de  g  respecto  de  f.  Pero  es 
fácil  demostrar  que  los  triángulos  defy  rfb  son  semejanteSj 
y  que  también  lo  son  los  triángulos  cde  y  air. 

Sentado  esto  ,  tenemos  ai  =:dx  yig::=dz  y  gf=:  dy. 
Sea  irzzzdy^  será  áy  la  diferencia  de  y  tomada  en  el  su-* 
puesto  de  ser  %  constante.  Tendremos  ,  pues,  — ^(^f)  • 

dx.  Luego—  é'Xá^)  -H  ^<|)  =  íd^t  —  dzd(^¿) ,  y; 

dxd(^¿)  =  -  4y'd(iy 

Si  después  de  divididas  estas  dos  equaclones  por  dt, 
las  sumamos  una  con  otra  ,  sacaremos  ^  ^(sr)  "*"  ^  ^(^) 
-^  í  <S-)  =pdz,é  integrando  íííl±^l±¿l  =  ^4  h-  Cj 
Ó  con  llamar  ds  el  arco  pequeño  ^fy^r  — 1>«  -+-C  Pero 
^  es  la  velocidad  ;  luego  si  suponemos  que  al  principio  del 
movimiento  el  cuerpo  no  recibió  impulso  ninguno,  tendré- 
^^^  db"  =^/^í^2rr=  ip«>y  quiere  decir  ,  que  sea  la 
que  fuere  la  superficie  curva  ,  la  velocidad  es  la  misma  que 
si  el  cuerpo  hubiese  caido  libremente  de  una  altura  igual. 

Hallada  ya  la  equacion  de  la  superficie  curva ,  será 

fácil  hallar  z  y  dz  cnx  y  dx,yydy  5  y  la  de  rfy^en  x,y 

y  dx.  Substituyendo  en  la  equacion  ■—•  =:  2/>«  -H  aC,  y 

Tom.ir.  P  en 
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ríg.  en  la  cquacion  dxd(^  =:  —  dyd(^^  ,  y  substituyendo 
en  esca  en  lugar  de  dt  su  valor  sacado  de  la  primera  y  ten- 
dremos una  equacion  cnXydXy  ddx  ^y^dy^  ddy  ,  que  des« 
pues  de  Integrada  dará  la  proyección  de  la  curva  ^n  el  pla« 
no  orlzontal.  Y  para  facilitar  la  Integración  y  se  podrá  su- 
poner constante  la  diferencial  que  se  quisiere. 

310  SI  el  Impulso  primitivo  hubiese  sido  orissontal, 
y  quisiéremos  saber  quál  debería  ser  la  superficie  curva 
para  que  prosiguiera  el  cuerpo  moviéndose  orlzontalmente^ 
en  este  supuesto  será  dz:zz  o  y  y  dy  z=:dy  *y  con  lo  qual 
ks  dos  equaclones  del  movimiento  quedan  reducidas  á-  esta 
única  dxd(jf\  zir —  dy  ¿(57)  ,  que  después  de  dividida  por 
dt  y  é  integrada  dá  ájc*  -f-  ¿(y*  =  2  Cdt^  ,  y  tsti  diciendo 
que  la  velocidad  es  constante.  Pero  para  que  c$tc  movi- 
miento se  verifique  ,  es  preciso  que  la  fuerza  centrífuga  ,  y 
la  gravedad  se  reduzcan  á  una  sola  fuerza  perpendicular  á 

la  superficie  curva. 
fg «^  Supongamos,  pues  ,  que  ab represente  la  fuerza  centrí- 

fuga ^  ad  y\z  pesantez  j  que  ae  sea  la  sección  de  la  curva 
hecha  por  un  plano  vertical  perpendicular  ala  superficie?  sea 
^r=  dz\  afzzidy"*^  Y  S^^  velocidad  que  la  fuerza  centrí- 
fuga comunicaría  en  un  segundo  ,  con  su  impulso  repetido 
uniformemente.  Tendremos  dz  :  dy'^w  g  :  p.  Pero  sabe- 
mos (  275  )  que  áf :  P  ••  *  •  t^  >  siendo  R  el  radio  de 
la  evoluta  en  la  rebanada  orlzontal ,  que  el  cuerpo  trazas 
luego  bi^Ri:  dz'\  dy^\  ó  rf/^rz:  ^  ,  siendo  b  la  altura  de 
la  qual  debería  caer  el  cuerpo  para  adquirir  su  velocidad  ac- 
tual. 
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tual.  Se  echa  ,  pues  ,  de  ver  que  hay  una  infinidad  de  su-    Fíg, 
perficics  curvas  en  que  se  puede  verificar  este  movimiento. 
Si  la  superficie  curva  fuese  un  sólido  de  resolución ,  será 
R  una  cantidad  constante  respecto  de  cada  rebanada^  y; 
será  zzzyJ^  Tendremos  ,  pues ,  -^  =z  j^. 

311  Si  la  curva  generatriz  fuese  un  arculo  ,  ó  si  I^ 
superficie  curva  fuese  la  de  una  esfera  ,  cuyo  radio  fuese  a\ 
tendremos  dy'^\  dz  \\  Qg  ly^^  siendo  Q  el  centro.  La  equa-^ 
cion  -^  r=  ^  ,  se  transformará  en  ^  =:  ¿  ;  luego  b  =: 
T  ^'W^  í  y  q^il^re  decir  ,  que  para  que  un  cuerpo  colgado 
de  un  hilo  en  un  punto  qualquiera  Q  pueda  hacer  oscila- 
ciones cónicas ,  es  preciso  que  la  altura  correspondiente  á 
la  velocidad  de  impulsión  sea  la  mitad  de  la  tercera  pro- 
porcional  á  la  altura  >  y  á  la  mitad  de  la  base  del  cono. 

De  la  equacion  dx^  -H  dy^zzz  iCdt^  hallada  antes  ,  ó 
•^r"  =  2  C ,  llamando  /  un  arco  qualquiera  de  la  circun- 
ferencia cuyo  radio  es y^,  sacaremos  2C=z  2pby  6  Cz=z 
pb  j  luego  j^  zn  \/2pb  y  y  t=:  -^^^  Luego  si  llamamos  T 
el  tiempo  de  una  revolución  ,  y  suponemos  que  sea  i  :  c 
la  razón  del  diámetro  á  la  circunferencia  ^  sacaremos  Tzn 
^^^  >  ó  substituyendo  en  lugar  de  b  su  valor,  T  z=z  icy/^* 
Quiero  decir  ,  una  vez  que  Qg  es  la  altura  del  cono  ,  que 
la  duración  de  las  oscilaciones  cónicas  es  siempre  la  mis- 
ma y  mientras  es  la  misma  la  altura  del  cono  y  sea  el  que 
fuere  el  radio  y  ó  la  longitud  del  péndulo. 

Si  suponemos  que  la  altura  Q^  discrepe  poco  del  ra^ 
dio  y  que  llamaremos  a  y  sacaremos  con  muy  corta  diferen- 

P  2.  cia 
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Pig.  cia  r=:  ^c\^y  >  cuya  cspresion  es  cabalmente  3apla  de  U  i 

que  sacamos  (252)  respecto  de  las  oscilacioiies  muy 
pequeñas  en  un  plano  vertical.  Luego  quando  las  oscila^ 
clones  cónicas  son  pequeñas  ,  son  todas  de  igual  duración, 
y  la  duración  de  cada  una  es  dupla  de  la  que  se  haría  en  un 
plano  vertical. 

312  Si  nos  importara  averiguar  qual  es  el  sólido  de 
revolución  en  el  qual  el  tiempo  de  una  revolución  al  rededor 
del  ege  fuese  siempre  el  mismo ,  suponiendo»  k  velocidad 
comunicada  qual  es  menester  para  que  el  moblL  pueda  mo- 
verse en  una  zona  orizontal ;  observaríamos  que  Ta  equa- 
icion  ^z=z^áíb=i^.  Substituyendo  este  valor  en  el 

5ie  r,  sacaremos  T  =1:  Tyy^wv  q^^  hemos   de  suponer 

^ual  á  una  constante  L  Luego  ^—^  =:  ^c^j/^J' ,  y  por 
consiguiente  dz^zz:  ^7^  >  luego  «  =:  ^^^jr-  >  cuya  cqua- 
clon  está  diciendo  que  la  curva  generatriz,  es  una  parábo- 
la ,  cuyo  parámetro  es  ^  5  cuyo  vértice  está  en  el  punto 
mas  baja ,  porque  caminamos  en  el  supuesto  tácito  de  que 
¿/'  y  7¿  crecen  á  un  tiempo* 

313  Si  fuese  la  superficie  la  de  un  sólida  de  revo- 
lución cuyo  ege  es  vertical^  seraje  nz  \/(2ráf —  xx)^  sien- 
do r  la  ordenada  de  la  curva  generatriz ,  y  por  consiguiente 
una  fundón  de  z  dada  por  la  equacion  de  dicha  curva* 

De  esta  equacion  diferenciada  ,  suponiendo  % ,  y  pot 

lo  mismo  r   constante  ,    sacaremos  cLy  =  ^^^^ ¿j^  — 

^-^.   SI  substituimos  este  valor  de  dy'  en  la  equacion 
^  dxi 


DE  DINÁMICA.  ¡229 

dxd(jf\  =  —  4y^^(^)  que  hallamos  antes ,  sacaremos  Fíg. 
yd(^\  zz:  —  (r  —  x)  d(^  ,  de  cuya  cquacion  la  integral 

^^Ct)  -+•  C^— ^)  i  =  <^y  ^yd^  -*-  (r  —x)dy=:&dt. 
Pero  es  fecil  reparar  que  ydx  -+-  (r  —  xyiy  representa  el 
duplo  del  sector  trazado  al  rededor  del  ege  y  en  el  tiempo 
dt  y  en  la  proyección  orizontal  3  luego  sea  la  que  fuere  esta 
proyección  y  el  sector  trazado  será  proporcional  al  tiempo. 
La  equacion  ydx  -H  (r  —  x)dy  zzz  &dt ,  y  la  cqua- 
cion íí2it^fíz¿íl  zzzpz-^  C  servirán  para  determinar  to- 
das las  circunstancias  del  movimiento  de  un  cuerpo  por 
la  superficie  de  un  sólido  de  revolución ;  y  bien  se  vé  que 
siempre  se  sacará  con  facilidad  la  equacion  de  la  proyec- 
ción y  en  diferencias  primeras* 

Del  Movimiento  de  Rotación  y  y  de  ¡os  Centros  de  Percusión 

y  Oscilación. 

5  14  Sean  ilf,  M\  M^^un^s  masas  qualesquiera  sin  p8* 
pesantez  y  y  consideradas  como  puntos^  que  están  én  el  mis- 
mo plano  que  el  punto  C,  con  el  qual  están  atadas ,  están- 
dolo  también  unas  con  otras  y  de  modo  que  no  puedan  mu- 
dar sus  distancias  recíprocas  ,  y  solo  puedan  girar  al  rede- 
dor de  C  9  ó  de  un  ege  que  pase  por  C  perpendicular  á  su 
plano.  Supongamos  que  dichas  masas  reciban  en  su  plano 
impulsos  en  las  direcciones  Mm ,  M^n/y  M'^tnl'y  tales  que  si 
estuvieran  libres^  tuvieran  velocidades  iguales  á estas  lineas. 
Vamos  á  determinar  el  movimiento  que  adquirirán. 

En  virtud  del  principio  sentado  (    174   )   resolve- 

Tom.IV.  P  3  re- 
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Rg,  remos  cada  una  de  las  velocidades  Mm ,  3f  V,  M^^ní^  en 
otras  dos  tales  que  la  una  pueda  obrar  ,  y  la  otra  sea  tal, 
que  si  las  masas  M ^M j  Ml^no  hubiesen  tenido  mas  que 
esta  velocidad  y  se  hubiesen  mantenido  en  equilibrio. 

Es  evidente  i.^  que  como  las  velocidades  que  estos 
cuerpos  pueden  adquirir  y  no  pueden  ser  mas  que  velocida-* 
des  de  rotación  al  rededor  de  C ,  han  de  ser  perpendicula- 
res á  los  radios  CM^  CM! ^  CM^  2  .^  Que  para  que  se  ve- 
rifiquen estas  velocidades  ^  esto  es  no  se  turben  unas  á  otras, 
han  de  ser  prc^porcionales  á  las  distancias  CM^  CM\  CMJ^ 
Sentado  esto  y  resuelvo  las  velocidades  comunicadas 
Mm ,  M'nly  M"n/'  en  velocidades  Msy  M^s\  M''s"y  que 
%an  las  que  pueden  surtir  efecto  y  y  en  velocidades  Mj, 
M^4y  M^^(¿\  con  las  quales  puedan  equilibrarse  las  masas  al 
rededor  de  C  Tendremos,  pues  ,  Ms :  M^s  ::  CM :  CM^\ 
Ms  :  iJíW.  CM :  CM^'y  y  (95)  con  tirar  las  per- 
pendiculares Ct  y  Ct\  Cll^  á  las  direcciones  prolongadas  de 
las  velocidades  Mq  &c.  ilf  x  ilf^  x  Cf  H-  Af^x  M'^y.  Ct' 
—  M''y^  M"^'  y.Ct"z=i  o.  Pero  de  la  propiedad  de  los 
paralelogramos  (  p  o  )  se  saca  MxMqxCt  '^  Mx 
Ms  X  CM=z  M  X  Mm  x  CT ,  después  de  bajadas  las  CT, 
CTÍCT  "^  perpendiculares  á  las  direcciones  Mm ,  Mm' y  Mm"j 
esto  cs^Mx  MqxCtzTiMx  Mm  x CT — Mx  MsxCM. 
Por  la  misma  razón  tendremos  M'  x  M'q  xCi  :rzM  x 
MWx  CT^—  M'  X  M's'  X  CM'y  y  M"x  M'Yx  Ct''  = 
M"x  M"m"xCT"^  M"x  M"J'x  CM."  . 

Si  sumamos  una  con  otra  las  dos  primeras  de  las  tres 

úl- 
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iil timas  cquaciones  ,  y  restamos  la  tercera  ,  y  tenemos  pre-  Fíg, 
senté  la  condición  del  equilibrio  representada  por  la  equa* 
don  de  los  momentos  dada  poco  ha  y  sacaremos  o  :=zMx 
MmxCT-^  M'x  M!m  x  Cf—^  M^^  x  ilí  V  x  CT^^— 
MxMsx  CM—M^x  M^sx  CM^-^M^'x  M^^s^'x  CMJ^ 
Pero  las  proporciones  que  sacamos  poco  ha  dan  M  s  :iz 
iíí^^  ,  JIf  V=:  ^^.  Substituyendo  estos  valores ,  y^ 
egecutando  las  reducciones  y  transposiciones  cotrespoa-* 
idientes ,  sacaremos 

'"•^ AÍ(^)»-t-Aí'(CAí')»-f-M*(CAr')'  ^  ^ 

Pero  el  numerador  de  esta  fracción  que  espresa  la  suma  "^  ' 
de  los  momentos  de  las  fuerzas  M  x  Mm  ,  M^  x  Mm  &c* 
^^  (  P  5  )  Ig^^l  ^1  momento  de  su  derivada  ;  luego  si 
llamamos  R  esta  derivada  ^  y  D  la  distancia  á  que  está  del 
punto  C  >  tendremos  esta  suma  de  momentos ^  '^zlKxD.  A 
mas  de  esto  ,  como  el  denominador  es  la  suma  de  los  pro* 
ductos  de  cada  masa  multiplicada  por  el  quadrado  de  su  dis- 
tancia al  punto  C  5  si  I»  representa  en  general  una  qualquie* 
ra  de  dichas  masas  ^  y  r  su  distancia  del  punto  Cs  podremos 
representar  la  suma  de  dichos  productos  por  esta  espresion 
abreviada  Smít  ,  en  la  qual  S.  significa  suma  \  por  uianera 
que  si  llamamos  v  la  velocidad  Ms ,  tendremos  Ms  ovz:z  . 

3  I  j;      Aunque  hemos  supuesto  que  todas  las  fuerzas  7 

P4  to- 

*    Tomando  siempre  con  agnos  contrarios  los  fflotnentos  ele  las  fuerzas 
4ae  intentan  hacer  prar  en  direcdones  contrarias. 
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Ffg.  todas  las  partes  del  systema  están  en  un  mismo  plano  y  se 
echa  de  ver  ,  y  después  lo  probaremos ,  que  lo  mismo  suce- 
dería aun  quando  estuviesen  en  planos  paralelos  unos  á  otros 
y  perpendiculares  al  ege  de  rotación  y  con  tal  que  todas  las 
partes  del  systema  se  hallasen  precisadas  á  dar  la  vuelta  al 
rededor  de  una  recta  ó  ege  fijo. 

315  Y  como  todo  cuerpo  sólido ,  sea  la  que  fuere  su 
figura  y  se  puede  considerar  como  el  conjunto  de  muchos 
puntos  sólidos  unidos  unos  con  otros  y  podemos  afirmar  en 
general^  que 

S9*  Quando  un  cuerpo  L  de  qualquier  figura  impelido  de 

tales  y  tantas  fuerzas  como  se  quisieren  y  no  puede  adquirir 
mas  que  un  movimiento  de  rotación  al  rededor  de  un  ege  fijo 
CAB  (  que  esté  dentro  ajuera  de  dicho  cuerpo)  $  la  velocidad 
de  rotación  que  adquirirá  uno  qualquiera  de  sus  puntos ,  se 
bailará  con  dividir  la  suma  de  todos  los  momentos  de  todas 
las  dichas  fuerzas  y  ó  el  momento  de  su  derivada  y  por  la  suma 
de  los  productos  de  cada  parte  de  dicho  cuerpo  multipücada 
por  el  quadrado  de  su  distancia  al  ege  de  rotación  y  y  con  muí" 
tiplicar  el  cociente  por  la  distancia  que  hubiere  entre  el  punto 
ct{ya  velocidad  se  buscare  y  y  el  espresado  ege. 

roo.  317  Sea  G  el  centro  de  gravedad  del  cuerpo  L  5  con- 
cibamos que  mientras  el  punto  M  girando  anda  en  un  ins- 
tante el  arco  infinitamente  pequeño  Msy  el  centro  de  grave- 
dad G  ande  el  arco  Gg  ,  perpendicular  á  CG  5  y  tiremos 
por  el  punto  g  ,  la  linea  gk  paralela  é  igual  á  CG.  En  vez 

de  figurarnos  que  el  cuerpo  gira  al  rededor  de  C ,  podemos 

ima- 
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imaginar  que  se  mueve  paralelo  á  sí  mismo  con  una  ve-  Fíg. 
locidad  igual  i  Gg  y  y  que  al  mismo  tiempo  sus  partes 
giran  al  rededor  det  punto  mobit  G  con  una  velocidad  tal 
que  si  tomamos  gk  =  GCy  el  punto  k  trace  el  arco  kC  zir 
Gg  5  porque  el  punto  C  del  cuerpo  L  se  mantiene  igualmen-* 
te  inmobil  en  estos  supuestosi.  Pero  como  e!  cuerpo  está  en* 
tonces  libre  >  la  derivada  de  todos  los  movimientos  de  rota* 
clon  al  rededor  del  punto  mobil  G  es  nula  (  176  ),  Lúe* 
go  la  derivada  de  todos  los  movimientos  que  actualmente 
impelen  al  cuerpo  no  se  distingue  de  la  fuerza  que  tendría 
el  cuerpo  L  impelido  déla  velocidad  Ggh  quiero  decir,  que 
dicha  fuerza  ha  de  ser  perpendicular  á  CG  y  é  igual  á  L  x 
Gg  y  siendo  L  la  masa  del  cuerpo^  Y  como  las  partes  del 
¡cuerpo  andan  arcos  semejantes  ^  será  CM :  CG  ::  Ms :  Gg\. 
luego  Gg  =  ^¿^-  >  luego  la  fuerza  derivada  de  todos  loi 
movimientos  de  rotación  al  rededor  deC,  es^^~^. 

Pero  aunque  esta  derivada  es  la  misma  que  s!  estando 
Ubre  el  cuerpo  ^  el  centro  de  gravedad  hubiese  adquirido  la 
velocidad  Gg  y  sin  embargo  se  echa  de  ver  que  no  pasa  por 
6  i  y  pasa  por  algún  punta  R  de  la  CG  mas  distante  de  Gs 
porque  como  los  puntos  mas  distantes  tienen  mayor  fuerz^^ 
la  derivada  ha  de  pasar  del  mismo  lado  que  el  centro  de 
gravedad  respcao  de  C,  y  mas  lejos  que  el  mismo  centro  de 
gravedad.  Llameólos  y  pues  y  DÍ  la  distancia  CR  á  que  pasa 
dicha  derivada  ,  y  será  ^^^^^^  x  l/  su  momento. 

Pero  si  en  el  instante  que  las  fuerzas  que  consideramos 
antes  (   314  y  llegan  á  obrar  en  tas  partes  det  cuerpo^ 

se 


2  34  .      ELEMENTOS  ^ 

fig*  se  les  opone  i  la  distancia  2)  una  fuerza  Igual  á  la  que  aca^ 
bamos  Ue  determinar  >  quiero  decir  igual  al  esfuerzo  total 
que  causan  en  dicho  cuerpo  >  es  evidente  que  iiabrá  equili* 
brío  5  pero  en  este  casQ  (  ^  y  )  el  momento  ^^^^^-^^ 
X  Z/  ha  de  ser  igual  al  momento  R  x  D  y  luego  ya 
que  (314)  RxD=^S.mrr  y  tcndvtmo$^^^^^^ 
=:^S.mrr,y  por  consiguiente  Lf=z  ¿^. 

Resulta ,  pues ,  de  todo  lo  que  acabamos  de  declarar, 

318  Si  muchas  fuerzas  ,  ci^o  número  y  direcciones 
^ean  las  que  fiaren  ,  estando  en  planos  á  los  quales  sea  per-* 
pendicular  el  ege  de  rotación  ,  obran  en  el  cuerpo  ,  y  no  pue^ 
den  hacerle  girar  mas  que  al  rededor  de  dicho  ege.  i^  la 
fuerza  que  comunicaren  á  dicho  cuerpo  será  igual  á  la  masa 
4el  mismo  cuerpo  multiplicada  por  la  velocidad  que  adquirí'^ 
rá  su  centro  de  gravedad  y  cuya  velocidad  se  determina  por 
lo  dicho  (  3  1  6  ).  t^^  Dicha  fuerza  será  perpendicular 
al  plano  que  pasa  por  el  ege  yy  por  el  centro  de  gravedad. 
[3*^  Su  distancia  al  ege  será  siempre  la  misma  y  sean  las 
que  fueren  las  fuerzas  y  sus  direcciones  5  y  será  igual  á  la 
suma  de  los  productos  de  cada  partícula  del  cuerpo  >  multi^ 
plicada  por  el  quadrado  de  su  distancia  al  ege  :  igual  diga 
Á  dicha  suma  dividida  por  la  masa  del  cuerpo »  multiplica^ 
da  por  la  distancia  á  que  estuviere  del  mismo  ege  el  centra 
de  gravedad. 

319  En  el  supuesto  de  que  represente  v  la  velocidad 
con  que  un  punto  determinado  ilf  del  cuerpo  L  intenta  gi- 
rar 
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rár  en  virtud  del  Impulsa  de  quantas  fuerzas  se  quisiesen^  Fig. 
ó  de  su  resultante  R  5  si  llamamos  r  la  distancia  de  una  par- 
tícula qualquiera  al  ege  de  rotación  ^  y  m  la  masa  de  dicha 
pardcula  5  será  —  su  velocidad  de  rotación  >  y  ^  la:  fuer- 
za que  adquirirá ,  y  por  consiguiente  la  resistencia  que  opon- 
drá iRtti  virtud  de  su  inercia  Ci4yxi2  )s  luego  ^ 
será  el  momento  de  dicha  resistencia  i.  luega  la  suma  de  los 
momentos  de  las  resistencias  que  laspaxtecillasdeA  oponen 
al  movimiento  de  rotación  que  R  les  comunica  ^  csS^^^ 
6  ^  S.  mrr  ,  porque  son  idénticas  estas  dos  espresiones  una. 
vez  que  íx  y  CM  no  varían  y  sea  la  que  fuere  la.  partecilta: 
m  que  se  considera. 

Se  echa ,  pues^  de  ver  que>  todo-  la  demás  siendo  íguaf^ 
el  conato  con  que  las  partes  de  un  cuerpo  se  resisten  al 
movimiento  de  rotación  que  se  las  comunica  y  es  tanta  ma<^ 
yor  ,  quanto  mayor  es  S.mrr.. 

De  aquí  en  adelante  llamaremos  —^  S.  mrr  et  Momento' 
de  Inercia  del  cuerpo  ^  y  S.mrr  el  Esponentc  del  Mámenta^ 
de  Inercia.. 

320  Dentro  de  poca  diremos  como  se  dietermrna  eí 
esponente  del  momento  de  inercia  en  um  cuerpo  qualquiera; 
pero  después  de  determinado  este  esponente  respecto  de  un: 
ege  qualquiera  y  se  determina  con  facilidad  su  valor  respecta 
de  otro  ege,  sea  el  que  fuere  > paralelo  aí primero..  Cómese- 
nos ofrecerá  quizíocasion  de  considerar  el  momento  de  Iner- 
cia respecta  de  diferentes  eges  paralelos  ^  declararemos*  pri- 
mero cómo  se  puede  inferir  respecto  de  un  ege  qualquferai 

el 
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Fig,   el  valor  de  su  esponente ,  del  valor  que  tendría  respecto  de 
otro  egc  paralelo  al  primero. 
II  o  I .  Sea,  pues ,  ^B  un  ege  qualquiera  5  A^B^  otro  ege  pa- 

ralelo al  primero  ,  y  que  pase  por  el  centro  de  gravedad  del 
cuerpo  $  sea  m  una  partícula  qualquiera  de  dicho  cuerpo  ,  y 
concibamos  que  por  m  pase  un  plano  mCC^  perpendicular  á 
los  dos  eges  j^B^  A'bI  \  después  de  tiradas  las  mC ,  mCf  ^ 
y  la  linea  mP  perpendicular  á  CC^^  las  lineas  mC^  mC^  se- 
rán perpendiculares  á  AB  y  A^B. 

Sentado  esto,  por  lo  dicho  (II.213)  tendremos(i»C)'' 
e=(fwC>  -+-  (S^df-^-tCC'  X  C^P.  .Luego  S.m(mCyz=: 
S.m  X  (fwC^)*-H  S.w(C&)'''+'  J.  a  m.  CClC^P.  Pero  como  la 
distancia  CV^  es  siempre  una  misma  sea  la  que  fuere  la  par- 
tícula f»  de  que  se  trata,  S.fn(CC'y'  no  es  mas  que  (CC')**r.«r, 
o  (CC V  ^  L  ,  llamando  L  la  masa  del  cuerpo.  Por  la  mis- 
ma razón  S.imxCC^x  c'P  no  es  mas  que  %CC  Sm.C  Ps 
pero  S.m.  dP  es  la  suma  de  los  productos  de  las  partículas 
respecto  de  un  plano  que  pasa  por  j^Bfy  esto  es,  por  el  cen- 
tro de  gravedad,  y  ha  de  ser  (  117  )  =:  o  5  tendremos, 
pues ,  S.m.imCy'  =  S.m.(fnC^y-^  L  x  {CC'y-.  Luego  ú  co- 
nocemos el  espoliante  S.m.(mC/)*  del  momento  de  inercia  res^ 
pecto  de  un  ege  que  pasa  por  el  centro  de  gravedad ,  cono-' 
ceremos  el  esponente  de  dicho ,  momento  respecto  de  otro  ege 
qualqui:ra  paralelo  al  primero ,  evadiéndole  i  este  el  pro- 
ducto de  la  masa  por  el  quadtado  de  la  distancia  que  hubiere 
entre  los  dos  eges. 

En  virtud  de  esto ,  y  de  la  espresion  de  la  velocidad 

de 
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Üc  rotación  que  hallamos  (  3  1 4  ) ,  se  echa  de  ver  que  Fig. 
entre  todos  los  eges  al  rededor  de  los  quales  se  le  puede  hacer 
dar  vueltas  á  un  cuerpo  en  virtud  de  una  fuerza  ó  impresión 
cualquiera  y.  los  que  pasaren  por  el  centro  de  gravedad  serán 
aquellos  al  rededor  de  los  quales  la  velocidad  de  rotación  será 
¡a  mc^or  h  porque  el  esponente  del  momento  de  inercia  res^ 
pecto  de  un  ege  que  pasa  por  el  centro  de  gravedad  y  es 
menor  que  respecto  de  otra  ege  qualquiera. 

321  Toda  lo  dicho  hasta  aquí  es  de  mudiísin 
IDO  usa  para  hallar  el  centro  de  percusión  >  y  el  centrB 
de  oscilación  de  los  cuerpos  que  están  precisados,  á  dair 
l^ueltas  al  rededor  de  ua  ege  >  ó  de  un  punto  determina.* 

ido  a 

Llamamos  Centra  de  Percusión  el  punto  R  de  k  linea  10^ 
CG  tirada  por  el  punto  fijo  C ,  y  el  centro  de  gravedad  G^ 
Idonde  se  deberta  colocar  un  cuerpo  á  fía  de  que  recibiera 
la  mayor  impresión  posible  de  parte  del  cuerpo  L  dando 
vueltas  al  rededor  de  C»  Se  echa  de  ver  que  dicho  punto 
ha  de  ser  aquel  por  donde  pasa  la  derivada  de  los  movün 
miemos  de  rotación  de  todos  los  puntos  de  L  i  luego  dicho* , 
punto ,  ó  el  centro  de  percusión  se  determina  por  lo  d£* 
cho    (    318    ). 

Por  Centro  de  Oscilación  entendemos  eí  punto  /t  de  un  i  a  aV 
cuerpo  ó  systema  de  cuerpos,  que  está  de  C  á  una  distancia 
igual  á  la  longitud  de  un  péndulo  simple  que  hiciese  sus 
oscilaciones  en  et  mismo  tiempo  que  dicho  cuerpo  ó  sys^ 
tema  de  cuerpos  hace  las  suyas  en  virtud  de.  la  gravedad^ 

ya- 
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Fig.   Vamos  á  probar  que  este  centro  es  el  mismo  que  el  centro 
de  percusión. 

Con  efecto  j  quando  se  trata  de  la  pesantez  ,  la  fuer* 
za  R  derivada  del  impulso  que  la  pesantez  comunica  á  cada 
parte  material  de  un  cuerpo  y  es  igual  á  toda  la  masa  muid-* 
plicada  por  la  velocidad  que  la  pesantez  comunica  en  un 
instante  á  toda  parte  de  materia  ;  quiero  decir  que  R::zg 
X  L,  siendo  g  dicha  velocidad.  A  mas  de  esto>  dicha  deri-r 
vada  R  pasa  por  el  centro  de  gravedad  6 ;  y  por  lo  mismo 
la  distancia  al  punto  fijo  C ,  ó  al  ege  que  pasa  por  C  >  es 
CN  5  luego  (  3  I  5  )  la  velocidad  de  rotación  Ms  con 
que  se  mueve  un  punto  qualquiera  M,  quando  el  cuerpo 
está  entregado  al  impulso  de  su  pesantez,  es  Ms  rir ^  ^.^^^  ■ 
X  CM  5  por  manera  que  respecto  del  centro  de  gravedad  G^ 
es  Gg  = '--j^^— X  CG. 

Pero  á  fín  de  que  un  péndulo  simple  cuya  longitud 
sería  CR  >  haga  sus  oscilaciones  en  el  mismo  tiempo  que  el 
cuerpo  L  ,  es  preciso  que  suponiéndole  apartado  de  la  ver- 
tical la  misma  cantidad  angular  que  lo  está  CR ,  la  velo- 

103.  cidad  que  la  pesantez  le  comunica  en  R  pcrpendicularmen- 

102.  te  á  CR ,  sea  la  misma  que  la  del  punto  R  5  quiero  decir  que 
ha  de  ser  á  la  velocidad  dcG  ::CR:CGi  pero  si  resol  ve- 

j  o  3 .  mos  la  velocidad  RJ  ó  g  ^  que  la  pesantez  dá  en  un  ins- 
tante á  un  cuerpo  libre ,  en  otras  dos  5  la  una  Rk  en  la  di- 
rección de  la  varilla  CR ,  la  otra  Rr  perpendicular  á  CR, 
echaremos  de  ver  que  RJ  :  Rr  ::  CR :  RS ::  CG  :  CiNT;  lue- 

$0  g:Rr ::  CGiCNi  y  por  consiguiente  Rr  =:  Ve" '  ^^' 

pues, 
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pues  ,  preciso  que  ^^ :  ^^x  CG  ::  CR :  CG  5  de  don-  Fig. 
de  sacaremos  CR  =:  i^  y  el  mismo  valor  cabalmente  del 
centro  de  percusión. 

322      Ya  que  todas  las  fuerzas  que  obran  en  el  cuer- 
po ¿  >  ó  en  un  systema  de  cuerpos  obligado  á  girar  al  re-  102. 
dedor  de  un  punto  ó  ege  fijo ,  causan  en  dicho  cuerpo  una 
velocidad  tal  que  un  punto  qualquiera  M  dá  vueltas  con  una 
velocidad  Ms  rr  j~  x  CMí  y  que  por  otra  parte  es  evi- 
dente que  si  el  cuerpo  llegara  á  dar  vueltas  al  revés  cot> 
la  misma  velocidad  y  haría  equilibrio  con  todas  estas  fuer^ 
zas  y  hemos  de  inferir  que  si  mientras  un  cuerpo  está  giran-^ 
do  con  una  velocidad  que  respecto  de  un  punto  determina^^ 
do  M  stzv  y  queremos  detener  sú  movimiento  por  medio 
de  una  potencia  R  cuya  dirección  pase  á  una  distancia 
C:=:zD  y  será  menester  que  dicha  potencia  ó  su  distancia. 
CD  sea  tal  que  el  momento  jR.  x  ZJ  sea  igual  á  la  veloci- 
dad del  punto  M ,  dividida  por  la  distancia  CM^  y  mul- 
tiplicada por  fa  suma  de  los  productos  de  las  partículas  por 
los  quadrados  de  sus  distancias  á  C»  ó  al  ege  que  pasa  por 
C  Con  efecto  ,  ha  de  ser  tal  dicha  potencia  que  pueda  re«^ 
producir  la  misma  velocidad  en  el  cuerpo  L  suponiéndole 
en  reposo  5  pero  dicha  velocidad  sería  v  zr  j~  x  CJIÍ^ 
que  dá  A  X  D  =  ^  S.tnm 

323       Si   un  cuerpo  X  >  de  qualquiera  figura  y  está  104. 
con  tal   sugecion  que  solo  pueda  dar  vueltas    al    rede- 
dor de  un  punto  fijo  C  >  ó  de  un  ege  que  pase  por  di- 
cho punto  >  que  podrá  estar  donde  se  quisiere  ^  y  recibe 

per* 
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Fig.  perpendlcularmente  á  su  superficie  un  Impulso  de  un  cuerpd 
¿V ,  podremos  determinar  en  virtud  de  los  principios  ante- 
cedentes el  movimiento  de  los  dos  después  del  choque ,  del 
fBodo  siguiente. 

Sea  f^  la  velocidad  de  iVcn  la  dirección  de  la  perpen- 
dicular TSy  antes  del  choque  $  v  su  velocidad  después  del 
choque,  y —  v  será  la  velocidad  ,  y  N(f^ — t;)  la  canti- 
dad de  movimiento  que  perderá  en  el  choque  ,  y  que  L  ad- 
quirirá. Esta  cantidad  de  movimiento  causará  ,  pues^  en  L 
una  velocidad  de  rotación  (  3  1 5  )  tal  que  el  punto  T^ 
por  egemplo ,  girará  con  una  velocidad  vzzz  ^^^J^^-  H 
CT,  con  tirar  CS  perpendicular  á  TS. 

Figurémonos  que  el  arco  infinitamente  pequeño  Tm 
trazado  desde  el  centro  Cy  represente  esta  velocidad  $  si 
formamos  sobre  la  tangente  T^y  y  la  perpendicular  TS  el 
paralelogramo  TAmr^  echaremos  de  ver^  substituyendo  con 
el  pensamiento,  las  velocidades  TA  y  Tr  en  lugar  de  la  ve- 
locidad Tmy  que  la  velocidad  TA  de  ningún  modo  puede 
perjudicar  á  la  velocidad  v  que  iVTha  de  adquirir  5  pero 
que  la  velocidad  Tr  perjudicaría  á  la  velocidad  v ,  si  fuese 
menor  que  v  h  luego  una  vez  que  según  suponemos ,  v  es 
realmente  la  velocidad  con  la  qual  M  se  quedará  ,  es  pre- 
ciso que  Tr  sea  z^  v.  Pero  los  triángulos  semejantes  CSTy 
Trm  áinCT:CS::Tm  ó  v' :  Tr  5  luego%- =:  Tr=:v, 
y  por  consiguiente  v^ziz  ^—  j.  substituyendo  ,  pues  ,  en  lu* 
gar  de  v  este  valor  en  la  equacion  de  arriba  ,  tendremos 

^75^=       s.mr\-    ^  ^y  de  donde  sale  t;— j— cp»7(r5J^ 

de 
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ác  donde  es  fácil  inferir  la  velocidad  de  rotación  v.   Y  co-  Fig. 
mo  la  cquaclon  v  =  ^^^5—  áivwr.CSi  CT ,  resulta  que 

V  es  la  velocidad  de  rotación  del  punto  S^  se  sigue  ,  pues> 
que  el  punto  S  gira  con  la  velocidad  que  le  queda  á  N  des- 
pués del  choque. 

324  De  todo  esto  se  infiere  que  para  averiguar  los 
movimientos  de  los  cuerpos  que  giran  ,  es  preciso  saber  de-* 
terminar  el  valor  de  S.mrn  Esto  se  conseguirá  con  facili- 
dad ,  conforme  lo  manifestaremos  muy  en  breve  ,  siempre 
que  la  naturaleza  del  cuerpo  pueda  cifrarse  en  equacion. 

Y  quando  esta  condición  no  se  verificare  ,  siempre  se  podrá 
por  lo  menos  partir  el  cuerpo  en  partes  como  paralelipí- 
pedos  ó  pirámides  y  &c.  cuya  naturaleza  se  puede  cifrar  en 
equaciones>  y  buscando  respecto  de  cada  una  el  valor  de 
S.mrr  y  se  sumarán  después  todas  estas  sumas  para  sacar  el 
valor  total  de  S.mrr  correspondiente  á  todo  el  cuerpo  6  to- 
do el  systema  de  cuerpos  de  que  se  tratare.  Veamos ,  pues, 
cómo  se  puede  averiguar  el  valor  de  S.  mrr  en  los  cuerpos 
cuya  naturaleza  se  puede  cifrar  en  equaciones. 

Sea  ^B  el  ege  de  rotación ,  y  concibamos  que  por  j4B  i  o  5  • 
pasen  dos  planos  perpendiculares  entre  sí  5  sea  m  una  partí* 
cula  qualquiera  del  cuerpo  ,  y  después  de  tirada  mC  perpen- 
dicular á  yíB  y  tiremos  mS  perpendicular  al  plano  jÍR.  SI 
tiramos  la  CS* ,  será  perpendicular  iABy  y  por  consiguiente 
al  plano  Pjg.  El  triángulo  rectángulo  mSC  dará  (Ow)*  = 
(CT)*  -+-  (rnSy-  5  luego  S.m^Cmf  6  S.mrr  z=i  S.m  x  (0?)*-+- 
S.m.(mS)^.  Luego  la  cuestión  se  reduce  á  hallar  la  suma  de 
Tom.ir.  Q  .los 
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Fig.  los  productos  de  las  partículas  por  los  quadrados  de  sus  dis« 
tancias  á  dos  planos  que  pasan  por  el  cgc  de  rotación  ,  y 
son  perpendiculares  entre  sí.  Y  una  vez  hallada  la  espre* 
sion  algebraica  de  dicha  suma  respecto  del  uno  de  ios  pla- 
nos y  será  fácil  hallarla  respecto  del  otro ;  veamos  y  pues^ 
cómo  se  puede  hallar  en  general  la  suma  de  los  productos 
ó¿  las  partículas  de  un  cuerpo  por  los  quadrados  de  sus  dis^ 
tandas  á  un  plano  conocido. 

Se  supondrá  dicho  cuerpo  dividido  en  rebanadas  infi«> 
altamente  delgadas  ,  paralelas  á  dicho  plano  $  y  suponiendo 
^  que  Dd  representa  el  grueso  de  una  de  dichas  rebanadas ,  lla- 
maremos X  la  distancia  CD  al  plano  que  se  considera  ,  y  s 
la  superficie  de  la  rebanada  >  entonces  y  como  todos  los  pun* 
tos  de  esta  superficie  están  del  plano  Pjg,  á  una  distancia 
igual  á  X  y  espresará  xxsdx  los  productos  de  todos  Ips  puní- 
tos  de  dicha  rebanada  por  los  quadrados  de  sus  distancias  al 
plano  ,  y  por  consiguiente  S.xxsdx  será  la  suma  total  de 
estos  productos  respecto  de  todo  el  cuerpo. 

Si  llamamos  x^  las  distancias  al  plano  perpendicular  á 
PQ  que  pasa  por  el  ege  de  rotación  yíB ,  imaginamos  el 
cuerpo  dividido  en  rebanadas  paralelas  á  este  nuevo  plano, 
y  llamamos  /  la  superficie  de  una  de  las  rebanadas, también^ 
csptcs2ií:ÁS.x^x^s^dx^  la  suma  de  los  productos  de  las  partícu- 
las por  el  quadrado  de  su  distancia  al  segundo  plano  5  por 
manera  que  S.  xxsdx  -+-  S.xxsdx'  será  el  valor  de  la  su- 
ma de  los  productos  de  cada  parte  del  cuerpo  multiplica- 
da por  el  quadrado  de  su  distancia  al  ege  ^B. 

Con 
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325  Con  la  mira  de  aclarar  esto  con  algunos  egem-  Fig. 
píos ,  supongamos  que  el  cuerpo  es  un  paralelipípedo  rec-  107* 
tángulo  que  dá  vueltas  al  rededor  del  ege  AB  perpendicu- 
lar al  ege  del  paralelipípedo  ,  y  al  medio  del  lado  RS.  Por 
la  naturaleza  de  este  sólido  la  superficie  S  es  constante  $  por 
consiguiente  la  integral  S.  xxsdx  ser4  -p ,  que  quando  x 
fuere  igual  á  la  altura  b  del  paralelipípedo ,  será  y^. 

También  se  echa  de  ver  que  s  es  una  cantidad  cons« 
tan  te  ,  y  que  por  consiguiente  S.x  x  /dx  será  ^~  ,  que 
quando  x^  fuere  igual  á  ^MN ,  ó  ^b\  llamando  MN,  b^ 
será  -g-  ^— ,  y  como  el  plano  que  pasa  por  el  ege  parte 
el  cuerpo  en  dos  partes  iguales  y  tendremos  para  las  dos 
mitades  -j  ^^  i  luego  la  suma  total  de  los  productos  será 

Luego  si  quisiésemos  hallar  el  centro  de  oscilación^ 
no  tendremos  mas  que  hacer  (321  )  sino  partir  esta 
cantidad  por  la  masa  del  paralelipípedo  multiplicada  por  la 
distancia  de  su  centro  de  gravedad  $  esto  es  ,  por  bb^b  x  ^h^ 
llamando  RM y  h.  Tendremos,  pues,-^^^  -f-  ^^—  ,  ó  por 
ser  szzib  b  yY  s^rzz  bb  y  tendremos  y  -H  ^|^  que  espresa- 
rá la  distancia  del  centro  de  oscilación  y  y  la  del  centro  de 
percusión. 

•Si  b^  fuese  muy  pequeña  respecto  de  b  ,  será  la  espre- 
sada distancia  =:  j.  Luego  el  centro  de  oscilación  y  el  cen^ 
tro  de  percusión  de  una  linea  recta  y  ó  de  un  paralelogram 
que  dá  vueltas  al  rededor  de  uno  de  sus  lados  como  ege  y  está  á 
los  y  de  la  distancia  á  que  está  del  punto  ó  ege  de  rotación. 

Q^a  Poí 
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Fíg.  Por  consiguiente  la  varilla  ó  barra  CA  girando  al  re- 

.108.  dedor  del  punto  fijo  C,  dará  en  el  clavo  T  con  la  mayor 
fuerza  posible  y  si  el  clavo  correspondiere  á  la  distancia 
CP=\CA. 

Si  la  varilla  C/f  girara  solo  á  Impulsos  de  su  pesan-' 
tez  y  la  fuerza  que  haría  en  el  clavo  y  sería  igual  á  la  ma-* 
sa  de  la  varilla  multiplicada  por  la  velocidad  que  el  centro 
de  gravedad  G  adquiere  cayendo  á  lo  largo  de  BG  5  esto 
es  (  248  )  con  la  velocidad  que  un  cuerpo  pesado  ad- 
quiriría cayendo  de  la  altura  BD. 

325  Sirva  de  segundo  egemplo  la  esfera.  La  super^ 
.1  o  p  •  fj^ jg  qyg  heñios  llamado  j ,  es  un  círculo  cuyo  radío  es  IMj 
y  que  llamaremos  y.  Así ,  suponiendo  que  1  :  c  esprese  la 
razón  entre  el  radio  y  la  circunferencia ,  será  ^  =  j.  Lla- 
memos DI  yZ  jY  r  el  radio  de  la  esfera  5  tendremos  y^  = 
2rz  —  «8,  y  por  lo  mismo  x=r-^2r«  —  zzy  StzDC 
±1  a  y  será  C/  ó  :c=: «-+-  tf  ,  y  dx=idzy  luego  S.x^sdx 
será  S(z  -+-  af  x^irz  —  zz)dz  ,  ó  egecutando  las  opera- 
cienes  indicadas  S.  -^  (laarzdz  -+-  /^arz^dz  —  aaz^dz  H- 
2  rz^dz  —  2  az^dz  —  «V«)  5  é  integrando ,  sale  ^aarz^-^ 
±  arz^  •—  jaaz^  -H  -^rz^  —  -^^z^  —  y^O  9  q«e  quando 
z=z  2r  se  reduce  á  -^  (j  ^^''^  -^  j^^^  -^  y^'O-  P^^^ii  sacar 
el  valor  de  S.x'xsdxy  no  es  menester  volver  á  empezar  el 
cálculos  porque  en  virtud  de  la  regularidad  de  la  figura  de 
la  esfera,  saldría  de  todo  punto  el  mismo  5  solo  hay  que  su- 
poner que  a  que  espresa  la  distancia  del  plano  PQ  á  la 
superficie  ,  es  —  r ,  esto  es ,  que  dicho  plano  pasa  por  el 

ccn- 
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centro  ,  imagirilndolc  por  otra  parte  perpendicular  á  s\x  pri- 
mera  posición?  y  tendremos  -7  (y  r^  —  T^^  ""^  T ^^^  ^"^ 
s^  reduce  á  t*  ít^^*    Juntando  ,  pues^  las  dos  integrales^. 

Y  como  la  solidez  de  la  esfera  es  -j-  x  y  r^ ,  y  la  distan-, 
^ia  de .  su  centro  de  gravedad  ál  plano  PQ,  t%  a^-^^r  ^  diví-^ 
diendo  el  resultado  que  acabamos  de  sacar ,  por  el  producto; 
qk  las  dos  úlcimas  cantidades^será  la  di$tancia09  del  centro 

de  oscilación  y  de  percusión  ,  = — 


a-^)r 


tf*H-  atír  -H  r*-4-  4-r* 


I_=^^r-+-4.  .^_=CG 


Y  í^^  ,  por  donde  se  echa  de  ver  que  ;el  centro;  de  oscila*- 
eioA  y  de  peifcüsion  está  maí  ba;o  ()ue  el  centro  misino  de 
la  esfera  ,  y  que  no  se  pueden  tomar  por  este  sino  quando» 
el  radio  de  la  esfera  es  muy  chico  respecto  de  la  distancia 
que  hay  desde  el  centro  G  al  punto  de  suspensión.    . 

Si  la  (Sfera  estuviera  colgada  de  una  varilla  ú  hoja  >  y^ 
quisiératnQS  que  entrara  en  cuenta  la  masa  de  la  hoja  $  sería 
menester  tener  presente  que  según  hallamos  antes  (325) 
r~  H-  ^—  es  la  suma  de  los  productos  de  las  partículas  dc: 
dicha  hoja  por  los  quadrados  de  sus  distancias  al  punto  fijo 
6  al  ege.  Pero  b  es  lo  que  aquí  llamamos  a  5  á  mas  de  esto^- 
siendo  (  }2j  )  s-=:bbyy  s:=ihb  zrzab  ^  tendríamos 
?yí-+-  ^í—-*  >  esta  cantidad  ,  y  la  que  corresponde  á  la  es- 
fera se  han  de  multiplicar  por  las  gravedades  específicas  de 
los  dos  cuerpps ,  si  dichas  pesanteces  fueren  diferentes  jlie-r 
.  ^  Tom.lV''  C^3  cho 


<^  1  I 
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Píg.   cho  esto  ,  sumaríamos  los  dos  productos  ^  y  llamando  pyp^ 
las  gravedades  específicas  de  la  hoja  y  de  la  esfera  ,  saca» 


riamos 


pa^kfh  _.p(f^)iab  _,       J    C  ^4     .    .      ,.       8 


3  12 


que  espresaría  la  suma  de  los  productos  de  las  partículas  de 
todo  el  systema ,  por  el  quadrado  de  su  distancia  al  egc.  Y. 
dividiendo  esta  cantidad  por  la  suma paó^i ^^p^ S,,jL r f ^ 
sacaríamos  la  distancia  del  centro  de  oscilación. 

327  En  la  práctica  bastará  dividir  el  cuerpo  en  utf 
número  crecido  de  partes  ,  y  multiplicar  cada  una  de  ellas 
por  el  quadrado  de  su  distancia  al  ege  ,  para  sacar  con  bas« 
tante  exactitud  el  valor  de  S.mm 

328  Hagamos  ahora  algunas  aplicaciones  de  la  re« 
gla  dada  (315). 

'^  ^  ^'  Hemos  probado    (    178)  que  quando  un  cuerpo 

qualquiera  L  recibe  un  impulso  acia  una  dirección  que  no 
pasa  por  su  centro  de  gravedad  Gy  dicho  impulso  se  comu« 
nica  enteramente  al  centro  de  gravedad  que  se  mueve  pa^ 
raídamente  á  la  dirección  RS ,  acia  la  qual  se  le  dio  el  im- 
pulso al  cuerpo  $  y  que  al  mismo  tiempo  las  partes  de  dicho 
cuerpo  giran  al  rededor  del  centro  de  gravedad  del  mismo 
modo  que  si  el  punto  G  estuviera  fijo.  Luego  si  la  figura 
del  cuerpo  y  y  las  ñierzas  que  se  le  comunican  (  cuya  resul-- 
tante  llamaremos  R  )  son  tales  que  no  pueda  girar  sino  al 
rededor  de  un  solo  ege  ,  como  este  ege  pasará  indispensa* 
blemente  por  el  centro  de  gravedad'^  quanto  hemos  dicho 
antes  se  verificará  igualmente  y  suponiendo  que  r  significa 
en  S.mrr  la  distancia  de  una  {>artícula  qualcjuiera  al  ege  que 

^  pa- 
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pasa  por  el  centro  de  gravedad  ,  y  por  -R  x  Z)  el  momento  Fíg» 
de  la  fuerza  R  tomado  respecto  del  mismo  ege  y  ó  la  suma 
de  los  momentos  de  todas  las  fuerzas  que  obran  en  el  cuer-> 
po  y  tomada  respecto  del  mismo  ege.  Esto  quiere  decir  que 
el  centro  de  gravedad  se  moverá  paralelamente  á  la  direc^ 
cion  de  la  fuerza  A^  con  una  velocidad  r=:  ^  ^  siendo  L  la 
masa  del  cuerpo  (24).  Y  si  tiramos  GS  perpendi- 
cular á  RS  y  y  llamamos  v  la  velocidad  de  rotación  de  Sj 
tendremos  «  =  ^^  X  Gi- ,  ó  r  =  ÍÍ4^  i  ^^6  ). 
Hagamos  alguna  aplicación  de  esta  doctrina. 

329  Supongamos  que  el  cuerpo  N  viniera  á  chocar  x  i  z^ 
con  el  cuerpo  L  en  una  dirección  qualquiera  CQ  y  tal  sin 
embargo  que  no  resulte  en  L  mas  giración  que  al  rededor 
de  un  solo  ege  perpendicular  al  plano  que  pasa  por  el  centro 
^de  gravedad  G  ,  y  por  la  recta  CS  perpendicular  al  punto 
•ele  contacto  T  -y  vamos  á  determinar  las  velocidades  des- 
pués del  choque  y  y  sus  direcciones  >  suponemos  que  el 
cuerpo  lé^  csti  en  reposo. 

Concibamos  en  el  punto  de  contacto  T  un  plano  tan* 
gente ,  é  imaginemos  la  velocidad  de  N  en  la  dirección  CQ 
resuelta  en  otras  dos  ^  la  una  acia  CT  perpendicular  á  dicho 
plano  y  la  otra  acia  CI  paralela  al  mismo  plano.  Si  N  no  tu- 
viera mas  velocidad  que  CI  y  no  haría  mas  que  tocar  L  de 
paso  ^  y  no  le  comunicaría  ningún  movimiento  y  á  lo  menos 
si  no  hubiera  rozamiento.  Luego  el  choque  solo  se  hace  ei) 
virtud  de  la  velocidad  CT.  Pero  como  es  fácil  conocer  Cren 
el  paralelogramo  CTAIy  pues  todos  sus  ángulos  y  y  la  dia* 

Q.4  go- 
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Flg.  gonal  C/f  son  conocidas  por  el  supuesto ,  consideraremos  di- 
cha velocidad  CT  como  conocida^  y  la  llamaremos  ^.  Sea 
V  la  velocidad  que  le  quedará  á  N  después  del  choque ,  acia 
la  misma  dirección  (TT  ó  Cf ,  y  por  consiguiente  f^ —  v  la 
velocidad  que  pierde  >  será  ,  pues ,  N(í^ —  v)  la  fuerza  que 
pasa  al  cuerpo  L  y  la  misma  que  hemos  llamado  R.  Luer 
go  (  178  )  el  centro  de  gravedad  ,  y  todas  las  partes 
del  cuerpo  adquirirán  en  la  dirección  Gilf  paralela  iCSy  una 
yelocidad  c=  ^^^~'^^  =  t/,  llamando  v  dicha  velocidad. 
Pero  como  la  fuerza  N^y — v)  no  pasa  por  el  centro  de 

;  :  gravedad  G  de  Z  ^  este  cuerpo  ha  de  girar  al  rededor  de  G 
del  mismo  modo  que  si  dicho  punto  hubiera  estado  inmobU 
(  178).  Llamemos  u  la  velocidad  de  rotación  que  adquirí^ 
lá  el  punto  Sque  es  el  punto  donde  la  GS  perpendicular  á  CS 
encuentra  esta  última  linea  ;  tendremos  (316)»  pue&,  u  rz 

; ,  A  mas  de  esto,  reparemos  que  á  fin  de  que  el  cuerpo  N 
tenga  realmente  la  velocidad  v ,  es  menester  que  el  punto  T 
Jdel  cuerpo  L  ,  tenga  también  la  mishia  velocidad  v  en  la  di-^ 
jieccion  TS-,  veamos ,  pues,  con  qué  velocidad  dicho  puntp 
.ha  de  caminar  en  la  dirección  TS^ 

Tendrá  desde  luego  la  velocidad  t;^  conMín  á  todas  las 
.partes  L.  Fuera  de  esto  ,  si  suponemos  que  el  arco  infinita* 
.mente  pequeño  Tm  perpendicular  á  GT  representa  la  velo- 
;cidad  de  rotación  del  punto  7>  con  imaginar  el  paralelogra* 
:mo  Trmn  sobre  las  direcciones  Tm ,  2Vf  y  TS ,  será  Tr  H 

.  velocidad  de  T  acia  TS  en  virtud  de  su.  rotación.   Pero  de 

•i  »        . .  -  • 

los 
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los  triángulos  semejantes  Tmr  y  GTS  inferiremos  GT :  GS::  Fi^ 
:Tm  :  Tr  5  luego  Tr  =:    ¿j"".  Pero  ya  que  u  es  la  velocidad 
de  rotación  del  punto  5* ,  tenemos  u  :  Tni::  GS  :  GT ,  y  por 
consiguiente  Tm  =  -gj-  >  luego  Tr  =:  ^y-  x  -gj-  zz:  « 5  lúe-     •  * 
go  la  velocidad  total  del  punto  T  del  cuerpo  Z,  en  la  direc- 
ción es  y  es  v'-+-  « 5  es  ,  pues  >  preciso  que  ü  H-  zi  =:  v. 

Si  de  las  tres  equaciones  que  acabamos  de  hallar  paiá 
espresar  las  condiciones  del  movimiento  ^  sacamos  los  valo- 
íes  de  z;,  u  y  u ,  tendremos  v  —  ^^^^^^^^^^^^L—^  $  v  = 

NT  S,mrr ^  ^     •  ,_¿.  ¿/VP^  x  K 

Si  la  distancia  GiS*  ó  D  ±=  o  >  esta  es  ^  á  el  choque 
vpasare  por  el  centró  de  gravedad  6  ^  en  este  caso  la  veloci- 
dad de  rotación  ti  z=:  o  ,  las  velocidades  v  y  n>  serán  iguales 
entre  sí,  y  con  -^^  ,  y  es  lo  que  debe  ser  (  218)»    Dc^- 
^terminada  la,  velocidad  v ,  si  la  componemos  con  la  velocidad 
<leC/,que  no  ha  padecido  alteración  ninguna ,  tendremos  la 
t^^elocidad  absoluta  de  iV,  y  su  dirección  después  del  choque. 
Si  antes  del  choque  estuviese  en  movimiento  el  cuerpo 
^£l,'  resolveríamos  la  velocidad  de  iVT  antes  del  choque  en 
otras  dos  ,  tales  que  la  una  fuese  igual-  y  paralela  á  La  de  Z> 
esta  nada  contrihuiría  para  el  choque  ;  haríamos  ,  pues,  uso 
de  la  segunda,  del -mismo  modo  que*  le  hemos  hecho  de  k 
velocidad  en  la  dirección  CQ, ,  consideránda  el  cuerpo  L 
como  en  reposa  .     . 

Si  se  compara  el  valor  que  acabamos  de  hallar  de  n, 
ton  el  que  hallamos  (  ^3^  2  3  )  de  la  velocidad  de  rotaf- 
cion  y  teniendo  piresente  la  que  r  significa  en  cada  caso ,  pq- 

de« 
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Flg.   demos  averiguar  la  diferencia  entre  la  velocidad  de  rotación 
que  adquiere  un  cuerpo  libre,  y  la  que  adquiere  quando  está 
precisado  á  girar  al  rededor  de  un  punco  ó  ege  determinado. 
j  I  2é        j  j  o      Quando  un  cuerpo  L  ,  sea  la  que  fuere  su  figu- 
ra ,  después  de  recibido  un  impulso  en  una  dirección  RS^ 
que  no  pasa  por  el  centro  de  gravedad  y  toma  los  dos  movi- 
mientos de  que  hemos  hablado    (    328    ) ,    es  fácil  ha* 
cerse  cargo  de  que  por  un  instante  se  le  puede  considerar 
como  si  no  tuviera  mas  que  unsolo  thovlmiento  \  es  á  saber 
un  movimiento  de  rotación  al  rededor  de  un  punto  y  ege 
fijo  C  y  que  según  ñiere  la  figura  del  cuerpo  y  y  la  distancia 
GS  á  que  pasa  la  fuerza  Impulsiva  y  puede  estar  en  el  cuerpo 
•  mismo  ó  fuera  de  él.  Con  efecto  ,  sí  mientras  la  linea  GS 
•pasa  paralelamente  á  sí  misma  desde  GS  i  G^S\  imaginamos 
que  gira  al  rededor  del  puntó  fijo  O  $  como  los  puntos  del 
cuerpo  tienen  velocidades  de  tótación  tanto  mayores  y  quan- 
.to  mas  lejos  están  de  6  y  se  echa  de  ver  que  habrá  en  la 
SG  un  punto  C  que  habrá  trazado  desde  C^  acia  C  un  ar- 
reo igual  á  GG\  cuyo  arcó  podemos  considerar  por  un  ins- 
tante como  una  linea  recta  i  y  entonces  dicho  punto  C  ha- 
brá  retrocedido  tanto  en  virtud  de  su  movimiento  de  rota*- 
cion ,  como  habia  abanzado  paralelamente  á  GG^  con  la  ve- 
locidad común  á  todas  las  partes  i  luego  dicho  punto  se  ha- 
brá siempre  mantenido  en  C ,  y  por  esta  razón  le  podremos 
.considerar  un  instante  como  un  punto  fijo  al  rededor  del  qual 
girara  el  cuerpo.  Si  quisiésemos  averiguar  la  posición  del 
punto  C,  repararemos  que  los  arcos  CX/y  S'l  que  trazan  los 

pun- 
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pantos  Cf  y  S'  en  un  instante ,  ise  pueden  considerar  como  Fig. 
lineas  rectas  perpendiculares  á  GS ,  ó  paralelas  á  GGi  pero 
los  triángulos  semejantes  CC^G^ ,  gWi  óánG's':  g'c'-.-, 
S'l :  ce' i  ÓGS.GC ::  S'l:  GG!\  y  como  hemos  Iiallado 
la  velocidad  GC':=z  4  ,  y  la  velocidad  s'l=.^^ ,  ten- 
dremos  G*y  ó  D  :  GC ::  ^^^  - :  -j- ,  de  donde  sacai:emos  GC 


331  El  punto  C  se  llama  el  C^nfro  espontaneo  de  Ro^ 
tacion  y  porque  es  un  centro  que  el  cuerpo  toma  quasi  por 
sí*  Este  punto  es  cabalmente  el  centro  de  oscilación  que 
tendría  el  cuerpo  L  ,  si  diese  vueltas  al  rededor  de  un  pun^ 
to  ó  ege  ñjo  colocado  en  S  $  porque  de  CG  :=  «^^  '  ^t^^^^i^l* 

remos  Có  —  uj-h-  -p^j^  — ^.j —  — -gy^-j — , 

pero  Lx  (GiS")*-»*  »y.fwrr  es  (  320  )  cabalmente  lo  que 
llamamos  (  321  )  S.  mrr  ;  luego  el  punto  C  es  en  este 
caso  el  mismo  punto  R  que  consideramos  (320  )  antes. 
Se  echa  ,  pues  ,  de  ver  que  el  punto  al  rededor  dd 
qual  se  puede  considerar  que  un  cuerpo  gira  un  instante, 
no  pende  del  valor  de  la  fuerza  ó  de  las  fuerzas  que  se  le 
aplican  á  dicho  cuerpo  s  y  en  general  el  valor  de  CG  está 
diciendo  que  dicho  punto  está  tanto  mas  lejos  ,  quanto  mas 
cerca  del  centro  de  gravedad  obra  dicha  fuerza  ó  la  deri- 
vada de  todas  las  fuerzas. 

332  Hemos  probado  (321)  que  quando  un 
cuerpo  gira  al  rededor  de  un  punto  ó  ege  fijo ,  su  centro  de 
percusión  es  el  mismo  que  su  centro  de  oscilación ;  luego 
en  este  caso  se  averiguan  ambos  centros  por  una  misma 

optf- 
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Fig,  operación.  No  sucede  io  mismo  quando  el  ctíerpo  está  iW 
bre.  Con  efecto  ^  supongamos  que  un  cuerpo  cuya  masa  es 
L  y  gire  con  una  velocidad  que  respecto  de  un  punto  pues* 
to  á  una  distancia  conocida  a  ^  sea  t;  í  y  que  al  mismo  tiem«» 
po  ,  el  centro  de  gravedad  de  dicho  cuerpo  se  mueva  con 
la  velocidad  u.  Vot  de  contado  es  evidente  que  la  fuerza 
derivada  de  rodos  los  movimientos  que  animan  las  diferenr 
tes  partes  de  dicho  cuerpo  ,  será  L  x  u  ,6  Lu,  esto  es-^  la 
misma  que  si  el  cuerpo  no  girara  (  iy6  ) ,  En  segun^ 
ido  lugar ,  la  distancia  á  que  ha  de  pasar  dicha  derivada  resr 
pecto  del  centro  de  gravedad  ,  es  con  evidencia  la  misma  á 
4a  qual  una  fuerza  igual  á  Lu  produciría  en  elmobll  la  mism^ 
.velocidad  de  rotación  que  tiene  actualmente;  pero  (j  i  ^)  U 
«presión  de  dicha  velocidad  v  es  ^^  ,  llamando  D  la 
distancia  que  se  busca  5  luego  vzz^—  ,-  y  por  lo  mismc) 
Z>  =:  ^  .  -2r  '  ^^  donde  se  sigue  que  la  distancia  del  ceo; 


jtro  de  percusión  de  im  cuerpo  libre  pende  de  la  razón  que 
Jhay  entre  la  velocidad  de  rotación ,  y  la  velocidad  del  cen- 
tro de  gravedad  >  que  cñ  particular  es  nula  quando  la  ve- 
locidad de  rotación  es  nula  ,  y  así  ha  de  ser  con  efecto. 

Con  esto  se  puede  determinar  «n  qué  punto  se  puede 
iletener  un  cuerpo  libre  que  l^e  mueve  rodando  $  cuyo  pun^ 
to  es  al  mismo  tiempo  el  centro  de  percusión  de  dicho  cuei;- 
po  9  ó  el  punto  dolide  cltt)caría  con  mayor  fuerza. 

3  3  3      Con  la  mira  de  hace;:  otras  aplicaciones  de  esta 
[1 1  j.  doctrina  supongamos  que  al  cuerpo  P  de  qualquicra  figu- 
ra; se  le  dé  ua  empujón  en  la  dirección  AZ7  que  no  pasa  por 

el 
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tí  centro  de  gravedad  5  en  virtud  de  la  que  precede  será  fa-  Fig- 
cil  determinar  el  movimiento  que  adquirirá ,  suponiendo  por 
lo  menos  y  conforme  suponemos  siempre ,  que  no  pueda  girar  . 
sino  al  rededor  de  un  solo  ege.  Por  los  mismos  principios 
podremos  determinar  también  qué  variedad  resultaría  en  el 
movimiento  de  rotación  ^  si  se  añadiese  6  quitase  en  una 
parte  qualqulera  otro  pesop» 

Imaginemos  una  recta  AB  que  pase  por  et  centro  de 
gravedad  G  del  cuerpo  P  ,  y  que  esté  fija  respecto  de  di- 
cho cuerpo  ,  y  tiremos  la  pG.  £n  virtud  de  k  adición  del 
peso  p  yá  no  estará  en  6  el  centro  de  gravedad  ,  sino  en 
otro  punto  6^  de  la  linea  pG. 

La  potencia  R  que  |  si  no  se  hubiera  añadido  el  peso  p, 
hubiera  hecho  girar  el  cuerpo  al  rededor  de  6  ,  le  hará  gi^^ 
rar  al  rededor  de  G^  y  si  el  punto  6^  está  mas  lejos  de  la 
dirección  RD  de  la  potencia  R  y  que  el  punto  G  ,  la  acción 
de  dicha  fuerza  para  hacer  girar  al  rededor  de  G^  será  ma- 
yor que  la  que  tendría  para  hacer  girar  al  rededor  de  G. 
Pero  como  la  resistencia  procedente  de  la  Inercia  del  cuer- 
po crece  por  la  adición  del  peso  p  >  y  pende  de  la  distan- 
cia Gp  ,  se  echa  de  ver  que  la  ventaja  que  puede  adquirir 
la  potencia  por  la  adición  del  peso  p  ,  ha  de  tener  límite, 
por  manera  que  en  cada  linea  Gp  ha  de  haber  un  punto ,  ea 
el  qual  es  mas  ventajoso  colocar  el  peso  p ,  que  en  otro 
qualquiera.   Averigüemos  qual  es  este  punto. 

Llamemos  v  la  velocidad  que  ha  de  adquirir  un  punto 
puesto  á  la  distancia  i  respecto  de  G^s  y  llamemos  r'  la 

dis- 
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Fig.  distancia  á  que  tsxi  una  partecilla  quálquiera  (!e  P  ^  dd 
mismo  punto  G  >  y  tiremos  las  perpendiculares  GS ,  G^SÍ 
De  lo  dicho  i  Zi6  ),  se  sigue  que  v=  j^^^^^.* 
Pero  también  hemos  visto  (320)  que  S.m/r'z:z  S.mrr 
-+-  P  X  (GG^)\  siendo  r  la  distancia  á  que  está  una  partícu- 
la quálquiera  del  centro  de  gravedad  G  del  cuerpo  P  >  será^ 
^j5;£1 

pues  yV s\mrr'¥^tx{GQ)^'h'px(pQ)^*  I 

Falta ,  pues  ^  determinar  GG\pG  y  G  *y/ 
Prolonguemos  pG  hasta  que  encuentre  RD  en  / ,  y 
llamemos  i&  el  ángulo  pIR  $  llamemos  pG  ,  :s.  Por  la  natu« 
raleza  del  centro  de  gravedad  (117)  tendremos  P  x 
GG^=zp  X  pG^  y  por  consiguiente  GG^z=z  ^  x  pG^  luen- 
go pG  =  pG^-+-  GG'=:  pG'-H  f  pG^  =  ^  x  pG^  de 
donde  se  saca  pG^=  p^^  pG  =z  ¿j;- «  5  y  por  consiguien- 
te GG'=  p¿-  «.    Luego  P  X  (GG')*  -+-  p  x  (pG^)*  = 

hacer  s¿--  =  m 

Por  lo  que  mira  á  G  V5  llamemos  c  la  perpendicular 
Gi* ,  y  tiremos  GIC  paralela  á  RD.  Del  triángulo  rectán- 
gulo G^G/C ,  cuyo  ángulo  G'GK  z=z  b  ,  sacaremos  G  Kzzi 
GG^  sen  i&  =  n^s  sen  ¿  ,  suponiendo  el  radio  =  i  •  Luego 
G  V=  GS  -H  G^A'  ==  r  -+•  ««  sen  i&. 

Substituyamos  estos  valores  en  el  de  t?  ^  y  saldrá  v  izz 

R 

*  Nos  contentamos  con  escribir  p  x  IpGT ;  bien  que  para  mayor  exac- 
titud debiéramos  poner  la  suma  de  los  productos  de  las  partículas  de  p, 
por  los  quadrados  de  sus  distancias  á  G';  pero  suponemos  que  el  peso  p  es 
muy  chico  respecto  de  P. 
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«xie^yen*)    ó  ^  _  «  ,  _^ .  pero  si  llamamos  ^^& 


P 

e  la  distancia  que  hay  entre  G  y  el  centro  espontaneo  C  de 
rotación  (330)  tendremos  ce  =  -^  5  luego  finalmen- 

te  V  —  -p  .  -Tüp;^»— • 

Esto  manifiesta  que  la  adición  del  peso  p  puede  hacer 

variar  la  velocidad  de  rotación  por  dos  causas ;  la  prime* 

ra  por  la  variación  del  ángulo  i&  ^  ó  de  la  inclinación  de 

pG  respecto  de  RD  ;  la  segunda  por  la  variación  de  la  dls* 

tanciapG  ó  z. 

Veamos  primero  en  qual  de  todos  los  puntos  de  una 

misma  linea  pG  se  ha  de  colocar  el  peso  p  y  para  que  la  ve* 

iocidad  de  rotación  sea  la  mayor  posible.  Para  esto  no  hay 

mas  (III.  408)  que  diferenciar  el  valor  de  v ,  suponiendo 

z  variable ,  é  igualar  dicha  diferencia  con  cera  Tendremos^ 

niiP«     ^  [ni^  sen  A(ce-f-nt*) — (e-f^i  sen  k)inidx]   Af^nué*^ 

pues ,  p- (íjíf:^')*  —  — •  ^  >  q^^  aespues 

de  egecutadas  las  operaciones  indicadas  ,  y  las  reducciones 
correspondientes  se  reduce  á  ce  sen  b  —  nz^  sen  ¿  — •  2  en 
rr  o  y  que  es  una  equacion  de  segundo  grado ,  de  cuya 
resolución  sacaremos  «  =  —  j^  ±  \/^(^^  H-  t)> 

Estos  dos  valores  de  z  que  se  hallan  á  un  tiempo  ^es- 
tán diciendo  que  en  cada  linea  pG  hay^  prolongándola  bas« 
tante  ,  dos  puntos  donde  se  ha  de  poner  el  peso  p  ,  á  fín  de 
que  coadyuve  mas  al  movimiento  de  rotación  ,  ó  le  perju- 
dique menos  que  si  estuviera  en  otro  punto  qualquiera  de 
la  misma  linea. 

Pe- 
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Fig.  Pero  estos  dos  puntos  corresponden  á  dos  casos  difer^n- 

113.  tes  á  que  pertenece  la  cuestión  propuesta ,  considerada  gene- 
ralmente. Con  efecto  ,  d  pesó  añadido  p  puede  colocarse  de 
tal  modo  que  el  centro  común  de  gravedad  G  esté  ^  con* 
forme  hemos  supuesto  ^  al  mismo  lado  que  G  respecto  de 
la  dirección  de  la  fuerza  R ,  y  entonces  el  valor  de  a:  es 

t["-  ¡ib  -^  l/(s^^T  -*-  ^01  ^^"  ^*  P^^^  P  '^  P^^- 

de  colocar  también  de  modo  que  los  dos  centros  de  grave* 
ílad  G  y  G^  estén  al  uno  y  otro  lado  de  la  dirección  RD  j  en 
cuyo  caso  el  valor  de  z  es  i[—  ^^  _|/(j^  h-  ncej} 
La  primera  posición  ,  que  «1  primer  valor  de  z  deter- 
mina y  siempre  dará  un  movimiento  de  rotación  mas  pronto 
que  si  no  se  iiubiese  añadido  el  peso  p  >  y  la  segunda  le 
dará  menor.  Con  efecto  ,  si  substituimos  en  lugar  de  z  es- 
tos dos  valores  en  lá  equacion  general  v  =:y.  ^^~^  déla 
velocidad  de  rotación  ,  se  egecutan  las  reducciones  corres- 
pondientes ,  y  se  divide  arriba  y  abajo  por  \/^(r^'^wey 

di  fi  sen  b 
cacaremos  v  ::=:  ^  x  — -. — y- r r — .     Sí 

tomamos  el  signo  supetior ,  el  valor  de  v  es  mayor  que  ^ 
-j-  que  espresa  la  velocidad  de  rotación  ,  quando  se  supone 

f ,  y  por  consiguiente  n:zzo  ch  el  valor  general  de  v.  Por- 

i 

n  sen  b 
<jue  si  supusiéramos  yr-^ : ^j—   menor 

gue  -j- ,  sería  preciso  (  multiplicándolo  todo  por  el  ptimer 

■  ■  • 

de- 
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denominador)  que  n  sen  b  fuese  menor  que  7"V^(^^T"^  ^%* 
^^)  —  r¿í*  >  ^  que  «  sen  ¿  H-  ¡^  fuese  menor  que 
~  l/CwnVr  "*"  ^0  ^  y  quadrando  y  omitiendo  los  térmi- 
nos comunes  á  ambos  miembros  ,  sería  preciso  que  n^  szn^b 
fuese  m^nor  que  cero  ^  que  es  un  absurdo.  No  sucede  lo 
propio  haciendo  uso  del  segundo  valor  de  Zy  que  por  otra 
p^te  d4  un  movimiento  de  rotación  en  dirección  contraria. 

Una  vez  que  el  denominador  del  valor  reducido  de  v 
fio  es  mas  que  z  nz  >  será  el  mayor  valor  de  v  ,  v  :=  -^  x 
r^—  5  y  como  este  valor  es  mayor  que  ^  .  7- ,  se  sigue  que 
"'^l  es  mayor  que  -^ ,  y  que  por  consiguiente  z  es  menor 
que  Y  sen  i&.  Luego  ,  en  general ,  sea  la  que  fuere  la  posi*  ^  ^  ^, 
cion  de  la  línea  Gp  en  la  qual  se  quiere  poner  el  peso  pi 
para  que  no  perjudique  á  la  velocidad  de  rotación  y  es  preciso 
que  se  coloque  á  una  distancia  G  menor  que  la  mitad  de 
la  distancia  del  centro  espontaneo  de  rotación  y  multiplica-- 
da  por  el  seno  de  la  inclinación  de  pG  respecto  de  la  direc* 
cion  de  la  potencia  72  >  y  el  punto  donde  coadyuvará  mas  la 
velocidad  de  rotación  queda  determinado  por  el  valor  z  =; 

,  Por  lo  que  toca  al  segundo  valor  de  z  y  bien  que  dá 
una  velocidad  de  rotación  menor  que  si  no  $c  añadiera  el ' 
peso  py  no  por  esto  deja  de  representar  un  máximo.  Mani- 
fiesta en  el  caso  de  la  fig*  114  el  lugar  donde  se  debería 
ColQcar  el  peso  p  para  que  estorvase  lo  mcno$  que  posi* 
ble  fuera  la  velocidad  de  rotación. 

Quanto.  acaban[K)S  de  decir  es  independiente  de  la  po- 

Tom.IV.  R  si- 
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]FIg«  sicion  de  la  linea  pG.  Pero  dado  caso  que  se  nos  preguntara  I 

si  entre  todas  las  lineas  pG  hay  alguna  en  que  sea  mas  venta*  i 

joso  colocar  el  pesop  que  en  otra  qualquiera  i  con  mirar  el 
valor  general  de  i;,  esto  es,  vzi:  4*  ^^n^z  *>  se  echa  de  ver 
que  hay  una  con  efecto.  Porque  manteniéndose  siempre  z 
una  misma  y  la  espresada  cantidad  crece  á  medida  que  crece 
el  ángulo i&, pero  solo  hasta  llegar  á  po  s  y  después  vá  men^ 
kl  9.  guando  (  11.545  )  )  luego  la  posición  mas  ventajosa  está 
en  la  perpendicular  tirada  por  el  centro  de  gravedad  6  del 
cuerpo  P  á la  dirección  de  la  fuerza  R,  Entonces  stnbzzzi , 
y  el  valor  de  z  se  reduce  ázz=:^  ( —  c  -+-  V(pc  -+-  ncej^^ 
334  Si  en  igual  de  añadirle  al  cuerpo  un  peso  p,  se 
le  quitara  $  averiguaríamos  la  mudanza  que  esto  ocasionaría 
en  el  movimiento  de  rotación,  haciendo p, y  por  consiguien- 
te n  ,  negativa  en  el  valor  general  vzzzy  .  ^^^^^r->  con  lo 
qual.se  transformaría  en  t;=:  -^.  ^-^^——^y  en  cuya  cantidad 
n  nz  j:^  ,  y  siempre  supone  que  el  peso  p  se  toma  mas  allá 
de  G  respecto  de  la  dirección  RD.  Pero  si  le  tomamos  mas 
iacá,  entonces  z  será  negativa,  y  tendremos  v^iZy.  —j^"^* 
Esta  espresion  de  v  está  diciendo  que  mientras  fuere  ce 
mayor  que  nx^ ,  ó  mientras  tomaremos  z  menor  que  V'^, 
la  velocidad  v  siempre  será  mayor  que  sí  no  se  quitara  el 
peso  p  5  por  manera  que  quando  ce  —  «2*  =:  o  ,  ó  quando 
z  =2  \/~  ,  dicha  velocidad  llega  á  ser  infinita.  En  pasando 
este  término ,  la  velocidad  vá  menguando ,  y  es  acia  una* 
dirección  opuesta  ,  porque  siendo  entonces  negativa  ce  — - 
w«* ,  el  valor  de  t;  llega  también  á  ser  negativo.  Por  consí- 

guien- 
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guíente  quitando  un  peso  del  mismo  lado  de  la  potencia  F!g. 
( respecto  del  centro  de  gravedad,  se  ayuda  al  movimiento  de 
rotación  y  con  tal  que  no  se  tome  á  una  distancia  mayor  que 
t/^.  Y  como  suponemos  n  muy  pequeña,  V^  es  muy  grande. 
Para  formar  juicio  en  una  vista  de  todas  las  variaciones 
■  que  pueden  seguirse  en  el  movimiento  de  rotación  de  aña-* 
rdir  ó  quitar  un  peso  ,  hemos  de  considerar  la  equacion  que 
representa  el  valor  de  v  ,  como  si  fuera  la  de  una  linea  cur- 
va ,  cuyas  abscisas  representa  z^y  t;  las  ordenadas»  Enton* 
ees  si  se  trata  de  un  peso  añadido ,  la  equacion  v  zz:  ^  • 
^^^r  9  está  diciendo  que  mientras  z  fuere  positiva ,  v 
será  positiva ,  pero  que  después  de  haber  crecido  hasta  cier« 
to  punto  ,  mengua  hasta  ser  cero ,  quando  z  es  infinita  $  de 
modo  que  del  lado  de  las  z  positivas  ,  la  curva  tiene  la  fí-  ^  ^  . 
gura  que  se  vé  desde  B  i  D.  Pero  del  lado  de  las  z  ne- 
gativas ,  V  vá  primero  menguando  hasta  ser  cero  ,  quando 
r  -4-  fi«  sen  ¿ r=:  o  ,  ó  z  =:^~Y' »  después  v  llega  á  ser 
negativa  >  pero  crece  hasta  cierto  punto  después  del  qual 
mengua  hasta  ser  cero ,  quando  z  es  infinita  y  negativa  >  de 
suerte  que  del  lado  de  la  z  negativas  la  curva  tiene  la  fi-* 
gura  BCEF.  Por  consiguiente  hay  en  realidad  dos  máxi-^ 
mos  y  conforme  digimos  (333). 


£n  el  caso  de  quitar  el  peso  py  el  valor  v 


p 


(^iHf^)  ^^^^  diciendo  que  v  crece  mientras  z  es  positiva 
hasta  que  ce  — 112*  =  o  ,  ó  que  z  =:  \/^  ,  y  entonces  v 
es  infinita  5  siendo  siempre  z  positiva  ,  y  creciendo,  v  llega 
á  ser  negativa  ,  y  mengua  hasta  ser  cero  quando  z  es  infí- 

R  2  ni- 
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Kg.  níta  5  y  así ,  del  lado  de  la&  z  positivas  lá  curva  siempre 
1 1  5.  tcaidrá  la  figura  que  se  vé  á  la  derecha  de  AB  j  quiero 
117.  decir  ,  que  se  levantará  al  infinito  desde  B  acia  2>,  siendo 

AI  =z  V^  i  y  mas  allá  de  /  se  csticndc  al  infinito  á  lo 

Jargo  de  AR  y  de  IS. 

Pero  del  lado  de  las  » negativas ,  varía  su  figura  se- 
gún los  dos  casos  que  pueden  ocurrir.  Por  ser  entonces  vrs 
7  •  "77— ;?r-  y  puede  suceder  que  llegue  ce  —  nz^í  ser  cero 
antes  ó  después  que  c —  nz  sen  b  sea  cero.  En  el  primer 
I  tó.  caso  la  curva  echa  un  ramo  BCF  que  se  cstícnde  al  iü-» 
finito  mas  arriba  de  IK^  pero  sin  apartarse:  de  ^  parale- 
lamente á  yíK ,  mas  lejos  que  v/^.  A  mas  de  esto-,  quan- 
do  se  le  di  á  z  un  valor  mayor  que  ^JíT  ó  v"^,  el  valor 
de  V  llega  á  ser  negativo  hasta  que  c  —  nz  sen  Jb  es  cero^ 
esta  es ,  hasta  que  z  rr:  -^.  Pasado  este  término ,  v  es  posi- 
tiva ,  crece  hasta  cierto  punto  L  5  y  después,  mengua  hasta 
ser  cero,  quando  z  es  infinita.  Se  echa,  pues  ,  de  ver  que 
si  se  diferencia  el  valor  de  t; ,  y  se  iguala  su  diferencial  con 
cero  3  de  los  dos  valores  de  ¿s  que  se  sacan ,  el  uno  señala  un 
mínimo  que  corresponde  al  punto  C ,.  y  el  otro  un  máximo 
que  corresponde  al  punto  L^ 

Pero  si  c —  nz  sen  k  llega  á  ser  cero  antes  que  ce  — 
;»«*>  entonces  se  echará  de  ver,  haciendo  las  mismas  considfe- 
raciones ,  que  del  lado  de  las  z  negativas  la  curva  tendrá 
¡í  I  7.  ía  figura  que  representan  los  ramos  infinitos  BCF ,  EO, 
de  modo  que  no  habrá  mas  mínimo  y  ni  máximo  que  cero, 
Y  d  infinito. 

Sí 
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3  3  j       Sí  en  vez  de  añadir  ó  quitar  un  peso  p ,  no  se  Fíg. 
hace  mas  que  mudarle  de  lugar  y  las  variaciones  que  en«> 
tonces  resultarán  en  la  velocidad  de  rotación  se  determina- 
rán del  modo  siguiente. 

Supongamos  que  se  le  pase  dcp  ip.  Al  quitar  el  peso  1 1  o. 
de  p  ,  el  centro  de  gravedad  6  pasa  á  ¿  en  la  prolongación 
de  pG  5  y  P — p  :p::pG  :  Gg.  Quando  se  coloca  después 
el  peso  en  p\  el  centro  de  gravedad  pasa  ág^  enlz  linea  p^g, 
de  suerte  que  P —  p  '•  P  '*- ^¿  •£  g  ^  luego  si  se  tiran  las 
PP^  y  ^¿^  ^^^^^  ^^^  lineas  serán  paralelas ,  porque  de  aquí 
se  sigue  que  pG  :  Gg  ::  p'¿\  ¿ g. 

Sentado  esto^  si  desde  g  bajamos  la  perpendicular  gS^ 
i  la  dirección  RD  de  la  potencia  R  y  tendremos  (315) 
con  darle  á  f  la  misma  significación   que  antes  y  v  =: 

5:srriFpT(gFF^xí^  '  E«>  P«^«  >  P^^ciso  determi' 

nar  G^',  pg\  i¿,  y  /á*/ 

Hemos  visto  poco  ha  que  P  —  p\p\*:pG  \Gg\  luego 
P  :  piipg  :Gg  y  pero  los  triángulos  semejantes  pp ¿f ,  Gg^g 
dan  íigf :  G¿r ::  pp^:  Gg^  luego  Pipi:  pp^:  G¿h  luego  G/=: 
^ .  pp.  Desde  los  puntos  p  y  p^  bágense  á  C^  las  perpen- 
diculares jpx ,  p't.  Tendremos  (  IL2  i  3  )  (p/)*  =  CpG)*-i- 
(G/)»  -+-  2/G  X  Gx ,  y  (pV)'  =  (/G)*-H  (G/)^-H  2  G/ 
X  6p.  Luego(p^>—  (pV)*  =  (PG)^—  (fi^Gy  -*-  zG^g' 
><  ÍP^  porque  Gs  —  Gt=:st:=z  pp!  Con  esto  el  valor  de 
V  llega  á  ser  t;  =: 
^ i^x/y g 

^•'«''^  ^  ^  .  (p/)»-+.  p[(/G)»-(pG)^]-2p  X  Gg'^pp' 
Tomjr.  R  3  ó 
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Fíg.  ó  con  substituir  en  lugar  de  Gg  su  valor ,  y  reducir  ^  v 

RxgW 


S.mrr  ^  p[(1>'G)*—  (íG)*]  —  ^  .  {pp'f  ' 


Pero  como 


suponemos  que  el  peso  p  es  muy  pequeño  en  comparación 
de  P ,  podemos  omitir  el  término  ^  x  (pjp^)*  ,  y  será  v  = 

*«  ^  P*  Falta  ahora  determinar  g  S.  Sí  por  el  centro.de  grave- 

dad 6  del  cuerpo  P  y  tiramos  Kn  paralela  á  la  dirección  RD 
de  la  fuerza  R  y  y  por  los  puntos  g  ,  g\  p^  tiramos  á  Kn  las 
perpendiculares  gly  gq  ,  p^n  ^  tendremos  por  la  naturaleza 
del  centro  de  gravedad  (P —  p^gl  —  p  x  p'nzriiP  %  ¿q. 
Pero  si  llamamos  b  el  ángulo  pGK = ¿fGf  j  i&',  el  ángulo 
/>^GiSr  j  será  ¿f/  =:  G¿f  sen  b  5  esto  es  rz:  j£_—  x  /?G  sen  b^ 
porque  hemos  hallado  antes  P  —  pipwpG  i  Gg.  Tam- 
bién tendremos  p^n  =:  jp^G  sen  b  5  luego  tendremos,  g  q::=z 
üifCscnA-pjy/^      luego   si  llamamos  c  la  linca  GJ, 

tendremos  g^S^  =  1?  —  tCíG  sen  b  —  p^G  sen  b^).  Lue- 
go finalmente  si  llamamos  pG  ,zi p'G  , «^  substituimos  en 
lugar  de  ^^ ,  su  valor  ce  ,  y  hacemos  -^  =  fi ,  tendremos 

—  ^  /g— «t  sen  A-Hn^  sen  y  \ 

Con  echar  una  mirada  á  este  valor  de  v  se  echa  de  ver 
que  para  que  v  tenga  el  mayor  valor  posible ,  es  preciso 
que  ( siendo  siempre  «y  z  unas  mismas  cantidades)  sen  b 
=:  —  I  ,  y  sen  llzrz  i  5  quiero  decir  que  el  peso  p  se  há 
de  quitar  de  la  perpendicular  tirada  desde  G  á  la  dirección 
de  la  fuerza  R^  mas. acá  de  G  respecto  de  il,  y  llevarle 

mas 
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roas  allá.  Entonces  el  valor  de  v  llega  á  ser  v  r=  -^  .  Fig. 
(j~t^¡^;-t)*  y  si  quisiéramos  averiguar  qué  razón  ha  de 
liaber  entre  zy  z^  para  que  sea  v  la  mayor  posible ,  lo  con- 
seguiríamos solo  con  diferenciar  dicho  valor  de  v  mirando 
z  Y  z'  como  variables  ,  é  igualar  separadamente  con  cero  lo 
que  multiplicare  dz^yXo  que  multiplicare  dz!  Pararía  el 
cálculo  en  una  equacion  del  quarto  grado  para  sacar  z  ó 
s/.  Pero  si  consideráramos  !S  ó  z  como  conocida ,  diferencia- 
ríamos tratando  como  variable  no  mas  que  una  de  las  dos 
cantidades  z  6  z^  y  entonces  no  pasaría  el  cálculo  íinal  de 
una  equacion  del  segundo  grado. 

Hay  muchísimos  puntos  tales  que  en  ellos  se  puede 
colocar  un  peso  de  manera  que  si  se  añadiera  ^  se  quita- 
ra,  ó  se  mudara  de  lugar  ,  daría  en  cada  punto  un  mismo 
movimiento  de  rotación.  Todos  estos  puntos  están  en  la  cir- 
cunferencia de  un  círculo.  Si  se  trata ,  por  egemplo ,  de  un 
peso  añadido  5  como  el  valor  de  vcsvzzi  y  (^^^)> 
se  buscan  todos  los  puntos  donde  el  peso  p  se  puede  colo- 
car de  modo  que  la  velocidad  de  rotación  sea  la  misma  que 
quándo  se  le  coloca  á  una  distancia  conocida  Gi'rr  ^,  y  en 
una  linea  que  forme  con  la  dirección  RD  un  ángulo  cono- 
cido a  5  tendremos  ^t±^^^>i  —  ^fií=±^>i  ¿  í:t"Jl'ILÍ 

=  ^Í^S^-^-  Pc^^^i  tíxsitños  á la GiSr paralela  áAD,la  per- 
pendicular pí  5  y  llamamos  pq^y^y  Gq  yx;  tendremos  y 
=zz  sen*,  y  zz=zyy  ^xx'. luego  s:;:^^:^;)  =  — ^í^% 
que  es  la  equacion.  del  círculo. 

R4  Del 
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V^l  Movimiento  de  los  cuerpos  que  se  mueven  en  espacios^, 

ó  medios  resistentes. 


335  Todo  cuerpo  que  se  mueve  en  un  espacio  ó 
medio  que  se  le  resiste  y  tiene  que  gastar  parte  de  su  movi- 
miento para  proseguirle  en  apartar  las  partes  del  medio  que 
atraviesa.  Ya  llega  el  caso  de  tomar  en  cuenta  esta  resis-* 
tencia  para  dar  completa  ,  quanto  cabe  ^  la  teórica  del  mo- 
vimiento y  empezando  por  declarar  en  general  lo  que  por 
ahora  nos  importa  saber  acerca  de  la  resistencia  que  opo-< 
nen  los  fluidos  al  movimiento  de  los  cuerpos, 
I  i  1 .  3  5  7  Imaginemos  que  un  cuerpo  M  terminado  por 
una  superficie  plana  j4B  choca ,  perpendícularmente  á  di- 
cha superficie,  con  una  capa  de  cuerpos  infinitamente  peque- 
mos y  y  sin  resorte  ,  cuya  suma  total  de  las  masas  sea  m.  Si 
llamamos  y  la  velocidad  que  tiene  antes  del  choque  y  la 
que  le  quedará  después  del  choque  será  (  218  ^  j¡[^:^. 
Luego  la  que  habrá  perdido  será  f^  —  jgq:^ ,  esto  es  ]r:5:;, 
Ó  solamente  ^  ,  porque  suponemos  que  m  es  infinitamen^ 
te  pequeña  respecto  de  M.  Luego  la  cantidad  de  movimien- 
to que  M  habrá  perdido  y  ó  la  resistencia  que  habrá  pade* 
cido  será '¡^xM  6  m^. 

Si  concebimos  ahora  que  en  un  tiempo  infinitamente 
pequeño  y  el  cuerpo  M  anda  el  trecho  infinitamente  pe- 
queño Bh  y  Y  que  á  cada  paso  la  cama  con  que  chocó  prl^ 
mero  se  desaparezca  para  dar  lugar  ¿  otra  coa  quien  el 
cuerpo  choque  después  5  es  evidente  que  como  desde  S  á 
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b  la  velocidad  no  puede  menguar  sino  ínfínitamente  poco,  Fígw 
d  menoscabo  que  padeciere  el  movimiento  del  cuerpo  al 
chocar  con  cada  cama  y  será  una  misma  é  igual  con  n^-^ 
luego  k  suma  de  las  resistencias  que  le  opondrán  las  ca^ 
pas  que  encontrare  desde  B  á  h  y  será  ml^  tomada  tanr 
tas  veces  quantas  partículas  podemos  imaginar  en  el  espa- 
cio Sb.  Pero  SI  llamamos  a  el  grueso  infítiitamente  pequeño 
de  cada  partícula  ,  -j  espresará  el  número  de  las  que  pueden 
caber  en  Bh  5  será  ,  pues  v  w/^^  x  -7  la  espresiou  de  la  resis- 
tencia que  M  habrá  esperimentado  en  un  tiempo  infinita- 
mente pequeño.  Pero  la  masa  m  de  la  primera  capa  es  (  3  o  ) 
igual  al  volumen  de  dicha  capa  mültiplicadb  por  so  densi^ 
dad  >  quiero  decir,  que  si  llamamos  D  dicha  densidad, y  S 
ia  superficie  AB  ,  seri  igual  á  Z>  x  5*  x  n;  luego  mzizDSu^ 
luego  la  resistencia  que  llamaremos  R  ^^  será  R  =  DSaV  x 


Pero  es  de  reparar  que  siendo  Bh  et  espació  que  ati- 
pla el  cuerpo  en  un  tiempo  infinitamente  pequeño,  que  Rai- 
maremos dty  durante  el  qual  \z  velocidad  se  ha  de  conside- 
rar (57)  como  uniforme ,  tendremos  Bh  :zz  F'dt  (57)» 
Luego  la  fesistencia  R  =  DSV^du 

338  Si  nos  figuramos  que  Tos  cuerpos  chicos  de  que 
hemos  hablado,  sean  las  moléculas  de  que  se  compone  un 
fluido  incompresible ,  echaremos  de  ver  que  teniendo  los 
fluidos  ,  conforme  probaremos  en  el  Toma  siguiente,  \x 
propiedad  de  comunicar  acia  todas  las  direcciones  la  pre- 
sión que  se  les  aplican  así  que  las  moléculas  inmediatas  á 

AB 
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lig.  jíB  fueren  chocadas  ^  comunicarán  el  Impulso  á  las  partes 
Inmediatas  ^  y  las  obligarán  á  escurrirse  á  lo  largo  <ie  la 
superficie  del  cuerpo^  para  llenar  el  espacio  que  dejaría  va^ 
cío  el  cuerpo  al  pasar  <le  un  lugar  á  otro3  y  ocuparán  «1  lu« 
^ar  de  las  que  hubieren  echado ,  para  hacer  lugar  á  otras 
que  Impelidas  también  del  cuerpo  M  obrarán  «después  del 
mismo  modo  ,y  así  prosiguiendo.  Luego  la  cantidad  DSf^^dt 
•espresa  en  general  la  resistencia  que  esperimenta  cada  ins-» 
tante  el  cuerpo  M  moviéndose  en  un  fluido  cuya  densidad 
esP. 

3  3  P  Luego  si  otro  cuerpo  se  moviere  con  una  ve- 
locidad u  en  otro  fluido  cuya  densidad  sea  D'y  y  le  choca 
perpendlcularmente  por  una  superficie  s^  si  llamamos  ría 
resistencia  que  esperimenta  en  otro  Instante  di  ^  será  r  zr 
D^su^dt.  De  aquí  inferiremos  ü  :  r ::  DSP'^dt :  D^su^dt :: 
DSy^ :  D^su^  5  esto  es  ,  qtíc  si  dos  tuerpos  w  mueven  con 
velocidades  diferentes  Y  y  M  en  dos  fluidos  cmfos  densida^ 
des  sean  T>  y  D^y  los  chocan  perpendlcularmente  por  su^ 
^erficies  Sysi  las  resistencias  que  esperimentarin  en  un  miS" 
mo  instante  serán  como  las  densidades  multiplicadas  por  las 
superficies ,  y  multiplicadas  por  los  quadrados  de  las  velo- 
cidades. 

340  Luego  SI  fueren  unas  mismas  las  superficies  y 
las  densidades  9  las  resistencias  serán  como  los  quadrados  de 
las  velocidades  j  porque  entonces  R  :  r ::  DSV^dt\  DSu^dt 
::  ^*  :  »*.  Luego  Jas  resistencias  que  un  mismo  cuerpo  es-^ 
perimenta  succestvamente  de  parte  de  un  mismo  fluido ,  en 

ins" 
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instantes  iguales ,  son  como  los  quadrados  de  las  velocidades.  Fíg* 

341  Es  ,  pues ,  fácil  ia^veriguar  por  la  proposición 
general  que  acabamos  de  sentar  (  339  )  ,  la  razón  en-- 
tre  las  resistencias ,  quando  son  unas  mismas  las  densida*^ 
des  y  ó  quando  son  unas  mismas  las  superficies  y  ó  qüando 
son  unas  mismas  las  velocidades»  Manifiesta,  y  pues  y.  la  equ ac- 
ción Rziz  DSV^dt  que  siendo  igual  todo  lo  demás,  el  cho-» 
que  de  un  fluido  es  tanto  mayor  quanto  mayor  fiíerc  su  den- 
sidad;  por  manera  que  el  agua  del  mar  es  capaz  de  mayor 
choque  que  el  agua  dulce ;  el  choque  del  ayre  es  mucho 
menor  que  el  del  agua  dulce  >  y  la  fiíerza  de  que  es  capaz 
varía  mucho  por  razón  del  fi:io  y  del  calor  ,  que  hacen  va« 
llar  mucho  su  densidad  y,  conforme  lo.  manifestaremos  en. 
otra  lugar.. 

;3  4  2  Si  el  fluido,  fílese  elástico ,  todo  lo  que*  acaba*^ 
mos  de  decir  sería,  igulümente  cierto  y,  solo  habria.  la  dife- 
rencia de  que  el  valor  absoluta  de  la  resistencia,  sería  du- 
plo y  en  fuerza,  de  lo  probado   (223).. 

343  '  Sin  embargo  y  no  podemos  menos  de  confesar  que^ 
la  regla  dada  (  2  2  3  )  no  es  de  todo  punta  exacta  y  rigu- 
rosa $  supone  que  después  del  choque  queda  libre  d  cuerpo 
chocado^  esto  es  y  que  su  resorte  ó  elasticidad  obra  ó  se  es- 
playa  libremente.  Hay  muchos  motivos  que  nos  obligan  á  des- 
confiar de  este  supuesto  ,  y  por  lo  mismo  no  hemos  de  mirar 
como  cabal  la  medida  que  hemos  señalado  de  la.  resistencia 
'de  los  fluidos  elásticos.  No  obstante,  puede  servir  dicha  me- 
dida para  comparar  las  resistencias  de  dichos  fluidos  elásticos. 

Si 
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Kg.  3  44  Sí  en  vez  de  figararnos ,  conforme  hemos  di- 
cho y  qvtc  el  cuerpo  M  choca  en  un  Instante  dt ,  con  todos 
los  cuerpeciilQS  contenidos  en  el  espacio  ABba  y  nos  fíga-^ 
ramos  al  contrario  que  esté  inmobil  el  cuerpo  M,  y  que  en 
cada  instante  dt  choque  con  él  un  volumen  de  fluido  igual 
á  ABlfá ,  movido  con  la  velocidad  f^ ,  y  que  se  aniquile 
después  de  efectuado  el  choque  i  demostraríamos  del  misma 
modo  que  la  cantidad  de  movimiento  infinitamente  pequeña 
que  dicho  choque  comunicará  á  M ,  será  igual  á  DSf^  ^dti 
y  á  2  DSV^dt  quando  el  fluido  fuere  clástico.  De  donde 
inferiremos  que  lo  mismo  resulta  sea  que  el  cuerpo  choque  con 
el  finido  ,  o  que  el  fluido  choque  con  el  cuerpo  \  con  tal  que 

0 

en  amhos. casos  sea  una  misma  la  velocidad. 

3  4  5  Reduzcamos  á  medidas  mas  conocidas  el  valor 
qué  hemos  sacado  de  la  resistencia  ó  del  choque  de  los  flutdost 
Sí  suponemos  que  b  sea  la  altura  de  que  debería  caer 
un  cuerpo  pesado  para  adquirir  la  velocidad  y  con  la  qual: 
suponemos  que  M,  se  mueve  5  por  lo  dicho  (54)  será 
hziz^  y  siendo  p  la  velocidad  que  la  pesantez  influye  en 
un  segundo  de  tiempo  en  un  cuerpo  libre;  Si  dé  esta  equa- 
cion  sacamos  el  valor  de  y^  pkía  substituirle  en  la  equacion 
que  sacamos  (  338  )  de  la  resistencia  ,  tendremos  R  =: 
iDShpdt  i  y  ü  =  ^DShpdt  quando  el  fluido  fuere  elásti- 
co. Y  como  p  representa  la  velocidad  que  la  pesantez  co- 
munica en  un  segundo  de  tiempo  >  pdt  es  la  que  comu- 
nica en  el  instante  dt ,  por  ser  las  velocidades  (50) 
que  comunica  en  razón  de  los  tiempos.  Por  otra  parte  2  VSb 

re- 
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representa  (  30  )  la  masa  de  un  prisma  &  de  un  cilin'-  Fig. 
dro  del  fluido  de  que  se  trata  ,  de  cuyo  prisma  la  base  fue- 
se la  superficie  lí ,  y  2  /&  la  altura  ;  esto  es ,  dupta  de  la  al- 
tura de  que  debería  caer  un  cuerpo  pesado  para  adquirir  la 
velocidad  con  que  dicha  superficie  atraviesa  el  ñuido  5  luen- 
go 2  DSbpdt  representa  la  cantidad  de  movimiento  que  di>- 
cho  prisma  adquiriría  en  un  instante  en  virtud  de  la.  accioú 
libre  de  la  pesantez;  quiero  decir  que  representa  el  peso  dd 
mismo  prisma.  Luego,  la  resistencia  que  esperimenta  un 
cuerpo  que  se  mueve  en  un  fluido  en  reposo  ^  ó  el  choque 
que  un  cuerpa  en  reposo  esperimenta  departe  de  un  fluido 
en  movimiento  ^  es  igual  al  pesó  de  un  prisma  del  mismo 
fluido ,  cuya  base  fuese  la  superficie  chocada  y  y  la  altura 
dupla  de  la  altura  de  que  debería  caer  un  cuerpo  pesado 
para  adquirir  la  velocidad  con  que  el  cuerpo  ó  el  fluido  se 
mueve  actualmente.  Y  en  los  fluidos  elásticos  ,  la  resisten- 
cia tiene  por  medida  el  duplo  del  peso  del  espresado  prismai 
345  Hay  mucha  variedad  entre  los  Autores  que  han 
escrito*  de  la  resistencia  de  los  fluidos  acerca  del  valor  abso^ 
luto  de  dicha  resistencia  r  algunos  le  señalan  la  mitad  me- 
nor de  k>  que  nosotros  le  hemos  sacado.  Los  que  han  ape^ 
lado  á  la  csperiencia.  para  averiguar  este  punto  tampoco 
concuerdan  unos  con  otros.  Hasta  que  la  cspcriencia: hable 
mas  claro  sobre  este  asunto  ^  supondremos  que  la  altura  del 
prisma  de  fluido  ^.  cuyo  peso  mide,  la  resistencia^,  es  á  la 
ialtura  ib  r.  n:  i  ,  siendo  h  ün  número  incógnito  que  la  es* 
periencia.  ha  de  determina^  así  respecto  de.  los  fluidas  elás-r 

Ur 
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PIg.  ticos  ,  como  respecto  de  los  que  no  lo  son.  Por  cotisíguicn- 
te  tendremos  generalmente  R  zzz  zDSnbpdt  y  ó  R  := 
DSnf^^dt ,  una  vez  que  2pb  zzi  f^\ 

Si  supusiéramos  con  algunos  Autores  que  el  agua  del 
mar  movida  con  una  velocidad  ile  un  pie  por  segundo,  y  que 
choca  con  una  superficie  de  un  pie  quadrado  ,  hace  equili-- 
brio  con  un  peso  de  una  libra  y  7  onzas ,  ó  de  2  3  onzas» 
se  podría  dct«minar  n  del  modo  siguiente. 

Siendo  p  la  velocidad  que  un  cuerpo  adquiere  en  un 
segundo  ,  pdt  es  la  que  adquiere  en  un  instante  dti  por  con- 
siguiente 2  3  pdt  es  la  cantidad  de  movimiento  que  un  cuer- 
po de  2  3  onzas  ha  adquirido  al  cabo  de  dicho  instante. 
Ha  de  ser,  pues,  esta  cantidad  de  movimiento  igual  al  cho- 
que que  nDSl^^dt  espresa  5  substituyendo  un  pie  quadrado 
en  lugar  de  Sy  i  pie  en  lugar  de  /^ ,  y  en  lugar  de  D  la 
gravedad  específica  del  agua  del  mar  ,:  esto  es  7  2  libras 
0  11^2  onzas.  Luego  tendremos  2  ^pdt  =  nDdt  j  ó  nz=: 
^=  ^p  ,  siendo  jp  =  3  o  ,  2.  pies.  Por  manera  que  n 
viene  á  ser  0,^03  con  muy  corta  diferencia. 

Dé  la  equaclon  2  ^pdt  rr:  nDdt  se  saca  n2>  =  23^ 
zr  594 ,  6.  Si  en  lugar  de  nD  substituimos  su  valor  en  la 
espresion  nDSl^^dt  de  la  resistencia  ,  sacaremos  R  =: 
!2  ^pSy^dt  ó  Rzn  6p^y6  X  SF^dt  que  será  la  espresion 
de  la  resistencia  del  agua  del. mar  ;  suponiendo  que  la  su« 
perficle  S  se  haya  medido  en  pies  quadrados  ,  y  la  veloci- 
dad ^  en  pies.  Esta  cantidad  dividida  por  pdt  ó  ^o^idt  es- 
presa  la  masa  cuyo  peso  hacía  equilibrio  con  la  resistencia. 

Co^ 


VE    DINÁMICA.  271 

Como  dt  solo  sirve  en  esta  espresion  para  determinar  el  efec-  Fíg* 
to  de  la  resistencia  respecto  de  la  duración  del  instante  que 
es  arbitraria ,  podemos  suponer  dtzzz  i  y  y  escribir  R  =: 

Si  suponemos  con  otros  Autores  que  el  ayre  movido 
con  una  velocidad  2  4  veces  mayor  que  la  del  agua ,  dá 
el  mismo  choque  en  una  misma  superficie  ,  será  /^  ==:  2  4^ 
Snz  !•  Y  por  consiguiente  si  representa  n  el  valor  de  «que 
corresponde  al  ayre  ^yD  la  densidad  del  ayre ,  tendremos 
2  ipdt  =  fÍD^SVHt^L  tÍD'y.  (2  4)Vf  ,  6  r/Dfzzi  ^ 
zn  —g-  5  si  substituimos  este  valor  de  n  l/  en  la  espresion 
de  la  resistencia, tendremos  íespecto  del  ^yrc,  Rz=:^Sf^^dty 
6R=i  ^^^ ,  o  A  =  $2í^.  Luego  la  resistencia  ó 
el  choque  del  ayre  sería  en  este  supuesto  ^j6  menor  que 
el  del  agua.  Pero  dicha  resistencia  es  muy  variable ,  por  ser 
muy  variable  la  densidad  del  ayre. 

3  47"  Todo  esto  supuesto,  consideremos  primero  el 
movimiento  tectílineo  de  los  cuerpos  en  medios  resistentes, 
esto  es  ,  de  los  cuerpos  que  se  mueven  sin  esperimentar  mas 
alteración  que  en  su  velocidad ,  permaneciendo  siempre  en 
la  dirección  que  siguen  desdeel  principio  de  su  movimien- 
to en  virtud  del  impulso  primitivo. 

Ya  que  siempre  se  puede  hallar  una  superficie  plana  que 
fcspuesta  al  choque  de  un  fluido  esperimente  el  mismo  choque 
que  la  superficie  de  un  cuerpo  quatquiera  que  se  moviese 
en  el  mismo  fluido,  ¡supondremos  conocida  dicha  superficie,  y 
la  llamaremos  s.  Si  en  este  supuesto  llamamos  u  la  velocidad 

ac- 
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^ig.  actual  de  dicho  cuerpo  ,  la  resistencia  que  padece  será 
fíDSu^dt  (  345  )i  esta  será  la  cantidad  de  movimiento 
que  el  cuerpo  pierde  á  cada  instante.  Luego  si  llamamos  M 
la  masa  del  cuerpo  ,  íí^IiL  será  (24)  la  velocidad  que 
pierde  5  luego  tendremos  "^'^^^  zn  -—  du  ,  cuya  cquacion 
servirá  para  determinar  las  circunstancias  del  movimiento 
de  un  cuerpo  sin  pesantez  en  un  medio  resistente.  La  mis* 
ma  equacion  dá  —  ~  =  ^,  é  integrando  €-¥-  t=^- 
Si  V  representa  la  velocidad  que  el  cuerpo  recibió  al 
principio  del  movimiento ,  habrá  de  ser  tal  la  constante  C, 
que  quando  fuere  ír=  o  ,  sea  1/  =:/^.  Luego  C-+-  y-=z  o, 

y  por  consiguiente  C  zr:  ^^  Luego  finalmente  \ ^  rs 

^  ,  cuya  equacion  dará  la  esprcsion  de  la  velocidad  al'  ca^ 
1)0  de  un  tiempo  qualquiera  fc 

348  Si  quisiéramos  averiguar  el  espacio  andado  ai 
cabo  de  un  tiempo  qualquiera  1 9  llamaríamos  x  dicho  esr 
pació ,  y  sería  dx'zzudt  (  57  >  Sacando ,  pues-,  drf 
,1a  equacion  precedente  el  valor  de  a,  y  substituyéndole  en 
'  la  última  ,  saldrá  dx  =:  jg—^Ti »  ^"7*  Integral  ( III.  543) 
es  jpzz:C^-f-  ^,  L.^M  -+-  nDsyt).  Y  como  x  es  el  espacio 
andado  en  el  tiempo  t ,  la  constante  C^  ha  de  ser  tal  que 
x-zn  o  quando  í  zz:  o-  Tenemos  ,  pues ,  o  =:  C'-^  ^ 
LM  ^y  por  consiguiente  C^rr  =^  Z.^j  luego  x  =  ¡^ 
LiM-^nDsFt)  —  ^L.Mi  esto  es,  jp  =  ¡^  Z.(  i  -4- 

£1  mismo  resultado  se  podría  sacar  por  otros  mucho$ 
caminos.   Por  egemplo ,  si  comparamos  la  equacion  ■  ^.■* 
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rr  —  du  y  con  la  cquacíon  pdt  =  —  dv  correspondien-  Fíg. 
W  (  5  8  )  á  los  movimientos  variados ,  echaremos  de  ver 
que  aqm'  la  cspresion  de  la  fuerza  retardatriz  p  es  —— ;  subs- 
tituyendo este  valor  en  la  equacion  pdt  z=z  —  ^(37)  9^^^ 
hallamos  (52),  resultará  ^-dt  z=:  —  ¿(^)  ,  ó  por- 
que hemos  llamado  x  el  espacio  andado  ,  t-~  ¿í  zr  — ^ . 
d(0)  5  pero  como  « zz:  ¿^  ,  la  equacion  se  transformará  en 
2^''^  4^  =  —  d(^¿)  ,  de  donde  sacaremos  ^  rfí  =— 

^-"^  ,  é  integrando,  ígi  =  C  -f-  -^.  Pero  ^  es  la  es- 

5r 


Gt)' 

presión  de  la  velocidad  $  es  ,  pues  y  preciso  que  quando 
f  =:  o  ,  sea  ¿p  =:  ^ ,  siendo  ^  la  velocidad  inicial  ó  pri- 
mitiva 5  luego  C=:  — •  -p  >  luego  ^í  =  ^  -t-  -^ — ,  q 

dx  =:  jvf-^!^^jKf  5  cuya  equacion  después  de  integrada  dá  el 
mismo  resultado  que  antes. 

34P  Consideremos  ahora  el  movimiento  rectilíneo 
de  los  cuerpos  pesados  en  los  medios  resistentes.  Sea  M  la 
masa  del  cuerpo  >  Z/su  densidad;  p  la  velocidad  que  la  pe- 
santez comunica  en  el  primer  segundo  á  ün  cuerpo  libre; 
pdí  será  la  velocidad  que  comunica  en  un  instante  dt  5  y 
Mpdt  será  la  cantidad  de  movimiento  que  tendrá  el  cuer- 
po si  estuviere  libre.  Pero  esta  cantidad  de  movimiento  ha 
de  menguar  por  dos  causas  :  i .®  porque  pierde  el  cuerpo 
una  parte  de  su  pesantez ,  pues  demostraremos  en  su  lugar 
que  todo  cuerpo  sólido  metido  en  un  ñuido  pierde  una  par- 

Tom.iy.  S  te 
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Fig.  te  de  su  peso,  igual  al  peso  del  volumen  del  fluido  cuyo  lu-- 
gar  ocupa.  2  «^  por  razón  de  la  resistencia  que  se  origina  de 
la  inercia  del  fluido.  La  cantidad  de  movimiento  que  esta 
última  causa  destruye  es  nDsu^dt^  Para  determinar  la  que 
la  primera  causa  aniquila  y  es  menester  determinar  prime- 
xo  la  masa  del  volumen  del  fluido  que  el  cuerpo  echa  de 
5U  lugar  y  Y  esto  es  fácil ,  pues  siendo  iguales  los  volúme-* 
nes  las  masas  son  como  las  densidades  (  30).  Ten- 
dremos y  pues  yiy  :  D::  M:  es  ilz,  masa  del  fluido  echado, 
que  por  consiguiente  será  ^«  Luego  la  cantidad  de  movi« 
miento  que  esta  masa  tendría  en  virtud  de  la  pesantez  es 

—  pdt  h  y  así  la  cantidad  de  movimiento  que  el  cuerpo  ad« 
quirírá  en  realidad  cada  instante  bajando,  será  (M — -grypdf 

—  nDsu^dty  Y  la  que  perderá  subiendo  será  (^M —  ^5r)p^-H 
fíDsv^dt  j  luego  el  incremento  de  su  velocidad  será  ( i  — 
^)pdt  —  "^-dt  en  el  primer  caso  5  y  el  decremento 
subiendo  será  ( i  —  ^)prfí  -+-  —^  dt.  Por  consiguiente 
respecto  de  la  bajada ,  tendremos  ( i  —  -sr)/»*  —  ^^^' 
TiTzduiY  respecto  de  la  subida  (  i  —  '^)pdt  -♦-  ^-^^p  dt 

550  Parémonos  primero  en  el  primer  caso ,  y  llame* 
roos  X  el  espacio  andado.  Tendremos  « ::=:  ¿^ ,  y  rfw  =s 
d{j^  y  Y  substituyendo  en  la  equacion  que  corresponde 
á  este  caso  ,  se  transformará  en  [^(i  — -§r)p — •  tÉ^-J^' 

Hagamos  para  abreviar  (i  —  ^)p  =  áfs  y  -j¡-:=^ 
^fc»}  tendremos  {jg  —  gV-~-)dt  =  ¿(jp)  í  de  donde  se  sa- 
ca- 
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rf^-)  Fía 

c^iigdt  z= — 7— r>  ^^  podemos  transformar  QlLjS  3  4)     ^* 


k\dM 


±  d(^  ^d(^ 

en  gdt  =    ^    ^^^    -f-    ,^  ^^'^.  ,    de  cuya  equacion 

~.dx  _*  1.  <MC 


T  _4_  fcif  1 k  — 


la  integral  es  ^#  =  C-f-¿  Z.(i  -+-  ftg^  —  ¿  Z,(i| 

.  /I  -+-*  J-\ 

— Ar  ^)  ,  ó  ¿fí  =:  C -H  £j-  X.í í-  1.  Pero  si  suponc- 

dt 
mos  que  al  principio  del  movimiento  no  se  le  haya  dado 

ningnn  impulso  al  cuerpo  y  es  preciso  que  ^  que  espresa  la 

velocidad  ]  sea  cero  quando  ^  r:r  o  ^  tendremos^  pues,  o  =:? 

C-+-  5j  Z.  4->   de  donde  sale  C=ío.    Luego  gtz=:^ 


*^v  /IH-*¿^ 


(I  -f-Af^-v       ,  /I  -+-A:r\ 

-— rf ) '  -í-  'í*» = ''•(7— fi)-  ^"'8» " "'- 


ic  •  •  rff 


mamos  e  el  número  cuyo  logaritmo  es  la  unidad  (IIL  5  5  4), 


1  -t-ife^ 


tendremos  íi  =:  e^*'  ,  de  donde  sacaremos  dx 


.^^^_r^         ^     dte"-^^  .        dt  ^ 


C     -H  I 

r r:r;s-  »  ^"y*  integral  (III.  J  4  3  )  <» 


e»í*'-t-i  i-4-e-*'*' 


*  =  ¿T^-C^***'  "+-  O  -t-ár  ^.(l  -+-e~***' )  -H  C,  qac 


se  reduce  á  tgkkx  =:  ¿.(í****  -+-  i)  ( L\  -h  C', 


e 


—  J  H-  C,  ó  finalmente  gkkx 


S  2 
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zz:L,l ¡j —  j  -H  C ,  de  cuya  cquacíon  se  sacará  el  va- 
lor del  espacio  x  andado  al  cabo  de  un  tiempo  qualquiera  t^ 
una  vez  que  hayamos  determinado  la  constante  C/  Pero 
e$ta  constante  C^  ha  de  ser  tal  que  ^  quando  ^  =  o  ^  sea 
¿r  =  o  5  luego  o  =  ^-(^O  -*-  C'^  luego  C'í=:  —  Liy 

luego  á:**4:==Z.(-_j_y  , 

351  Para  manifestar  cómo  se  integran  las  diferen- 
ciales parecidas  á  la  propuesta  y  hemos  de  recordar  que  de 
la  regla  dada  (  III.  5  5  p  )  se  sigue  que  dxe"^"^  es  Integra- 
ble 2  por  ser  dx  la  diferencial  del  logaritmo  de  e""  ^  dividí- 

É 

dxé^ 
Ha  por  una  constante.    Es  ,  pues ,  S.  dxe    = 1= 

adxLe 


»  Quanda  e  es  el  número  cuya  logaritmo  es  i  y  la  re« 

gla  se  reduce  á  dividir  la  diferencial  propuesta  y  por  la  dí-» 
ferencial  del  esponente  de  e. 

Si  hubiésemos  de  integrar  x^dxe'^^y  siendo  e  el  nume- 
ro cuyo  logaritmo  es  1 ,  la  conseguiríamos  siempre  que  fue- 
se m  un  número  entero  positivo ,  con  hacer  S.  x'^dxe^  z=z 
e^(^x'"H-5jc'"~'-H£jc'"~^-+-&c. -+-^).  Pongo  por 
caso  que  se  me  ofrezca  integrar  x^dxe^  y  supondré  S.x^dx¿^y 
S.x^dxe^  :=:  ¿^{Ax'^  -+-  Jffáf  -H  £).  Diferenciando  y  di- 
vidiendo después  por  dxe^y  sale  x^zzz  jíax^-^  aBx -^  aEi 

ZJÍx-^B 
Lúe- 
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^ 


Lu^o  yf=i,<i5-f-2yf=:o,  AE  -\-  Bzzz  ó  j.esto  Flg, 
es,  ^=-7,  5  =  =í-,  £  =  ^i  iuego  la  integral  de 
^•¿*.-*  es  .- ('^  -  :-f -h- ^)  ^  C. 

Es  muy  socorrido  el  número  e  ,  cuyo  iogarltme  es  i, 
para  la  integración  de  muchas  cantidades  y  particularmen- 
te quando  llevan  logaritmos.  Por  egemplo ,  si  hubiéramos 
de  integrar  x"dx(L.xf  ^  haríamos  L.x  =  2:  =:  %Ze5  luego 
xzzze^ldx  zizdze^^  y  por  consiguiente  x"  dx(L.xy  c::z 
¿^dzé^'^^^y  que  se  integra  en  el  mismo  caso  ,  y  del  mismo 
modo  que  la  precedente. 

352      Por  lo  que  mira  A  la  velocidad  ^  y4  que  hemos 

hallado  poco  há  dx=i-r >    Y    ^r  es  la  esprc- 

^oti  de  la  velocidad  f^  ^  tendremos  ei  rr  4 


t  e^^v 


que  espresa  la  velocidad  al  cabo  de  un  tiempo  qualquiera  t. 
353  Con  él  fin  de  reducir  estas  fórmulas  á  cosas  co^ 
nocidas  ,  repararemos  z .®  que  e*^^'  representa  el  número 
cuyo  logaritmo  es  tgkt ,  porque  si  llamamos  N  dicho  nur 
mero.,  tendremos  2gkt  -zrzL.N^ó  igktL.e  zz:  L.N  ,.y  por 
consiguiente  N^z  e^^^\  2  .^  que  como  los  logaritmos  de 
que  aquí  se  trata  son  aquellos  cuyo  módulo  zmi  9  será  pre- 
císo  (  ni.  4  8  o  ) ,  para  valerse  de  los  logaritmos  ordinarios 
multiplicarlos  primero  por  2^30258509.  Por  consi- 
guiente /siendo  dada  t  y  y  conocidas  gy  k y  será  fácil  ha-> 

llar  N.    Tendremos  ,  pues  ,  gkkx  =  -¿^(^ir)  >  ^  ^ 

I 

TomJt^.  S  3  ga- 


-^•(t^Ít)  =  ^  ^^(r^)y  ^^  ^"y^.  cquacion  el  lo^- 
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Fíg.   garitmo  de  ^^"^^^  ,  tomado  en  las  tablas  ordinarias ,  se  ha 
de  multiplicar  después  por  2,30258509. 

354  Si  en  la  cquacion  ( i  —  ^)pdt  —  ^^  dt^ 

iu  ,  que  hallamos  antes  ,  suponemos  (  i ^)  pdt  — 

^^^^dt  =  o  ^  tendremos  dwzr:  Oy  quiero  decir  que  el  cuer** 
po  dejará  de  acelerarse  i  luego  su  movimiento  llegará  á  ser 
uniforme  ;  pero  como  esta  equaclon  dá  (ifcf —  ^)pdt  =: 
nDsu^dt  y  cuyo  primer  miembro  representa  el  peso  del  cuer« 
po  en  el  fluido  >  y  el  segundo  espresa  la. resistencia  s  lle- 
gará á  ser  uniforme  el  movimiento  quando  la  resistencia  lie- 
jgáre  á  ser  igual  al  peso  del  cuerpo  en  el  fluido. 

355  S!  no  hubiera  mas  resistencia  que  la  que  proce^ 
'ác  de  la  inercia  del  fluido  >los  cuerpos  pesados  no  llegarían  á 
este  estado  de  uniformidad  sino  al  cabo  de  un  tiempo  in- 
finito :  esto  se  comprueba  diferenciando  la  equaclon  u  = 

•jr ,  porque  veremos  que  du  no  podrá  ser  cero, 

sino  quando  t  fuese  infinita.  Pero  las  partes  del  fluido  opo- 
nen otra  especie  de  resistencia  que  procede  de  la  adheren- 
cia que  hay  entre  ellas  >  y  aunque  esta  resistencia  es  mucho 
mepor  que  la  primera  y  basta  sin  embargo  para  ser  causa 
de  que  se  reduzca  muy  en  breve  el  movimiento  á  la  uni- 
formidad 

« 

e^s^^  I 
Con  efecto ,  la  equaclon  ¿ar  =:  -f maní- 


^tíí  que  al  cabo  de  un  intervalo  de  tiempo  mediano  ^  los 

in- 
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incrementos  de  los  espacios  se  acercan  mas  y  mas  á  ser   Fíg. 
proporcionales  á  los  incrementos  del  tiempo  i  porque  la 

€  *      —  I 

fracción   se  acerca  sin  cesar  á  la  unidad.  Luego 

e^^'  ^  I       • 

no  se  ha  de  añadir  mas  que  una  mediana  resistencia  para 

reducir  el  movimiento  á  la  uniformidad» 

3  y  tf      Como  hemos  hecho  ¿f  =  (i ^)p,  y  ^= 

gk^y  la  cantidad  gk^  queda  determinada  inmediatamente 
por  las  cantidades  n  ^  D ,Sy  M,  Por  lo  que  mira  á  la  can* 
tidad  ¿f ,  si  la  multiplicamos  por  M ,  tendremos  gM  =z 
(Tlf —  -^)p  5  pero  siendo  M  la  masa  del  cuerpo ,  ó  su  peso 
en  el  vacío ,  ^  es  su  peso  en  el  fluido ;  luego  M —  ^  es 
lo  que  pierde  de  su  peso  en  el  fluido.  Luego  si  llamamos 
P  esta  cantidad  que   es  fácil  de  conocer ,  tendremos  gM 

^^^  ^P^y  g^=^M  ^  siendo  siempre  p  zr  3  o  ,  2  pies. 

357  Consideremos  ahora  el  movimiento  del  cuerpo 
quando  sube.  La  equacion  ( i  —  -^r^P^f  -+-  ^gf-  dt  ir: 
—  du ,  que  pertenece  á  este  caso ,  se  transforma  en  (¿  H- 
gk^  j¡r)df^  =  —  d(^^  i  llamando  x  el  espacio  andado  ,  y 
cgecutando  las  mismas  substituciones  que  en  el  caso  prece* 
dente. 

•   •        • 

te 

Bsta  equacion  dá  gdt  zz:  — 


KT) 

• 

-,ócon 

mui* 

I 

•■■1 

-H**S 

X- 

o.  h^  *'*' 

r>/ 

tiplicar  cada  miembro  por  k  ^  gkdt 

como  el  segundo  miembro  es  (III.  3  5  7  )  el  elemento  de  un 

S4  ar- 


T 
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Hg.   arco  de  círculo  cuyo  radio  =:  i  ,  y  \t  tangente  nü  ^ 

será  ^  =:  C —  tang  gkt.  { 

Para  decernunar  la  constante  C^  repararemos  que  quan- 
to  í  zz  o  ,  la  velocidad  ó  ~  ha  de  ser  igual  á  la  veloci- 
dad inicial  que  llamaremos  m.  Luego  km^zn  C  s  luego  ~-  =r 
km  —  tang  gkt  5  luego  dx  z=z,  mdt  -r-  7-  tang  gkt  =  mdt  — 
T  ^B' '  ^®'  ^^y^  equacion.  la  integral  es  x=:mt-\-j^, 
L.  eos  ¿fA^f  y  i  la  qual  no  se  ha  de  añadir  constante  ninguna^ 
porque  quaodo  tzizo  ,  dá  á?  =  a,  conforme  ha  de  ser. 
Por  medio  de  esta  equacion  se  podrá  averiguar  á  qué  altura 
habrá  subido  el  cuerpo  después  de  un  tiempo  dado.f. 

358  Por  lo  que  toca  á  la  velocidad  Uy  una  vez  qu(í 
lis  igual  á  ^ ,  la  eqpacion  ^  =  *«i  —  tang  gkt  dará  u  =3 
m  —  -f  ^^"S  S^^"  Luego  p^ra  determinar  al  cabo  de  quánr 
to  tiempo  dejará  de  subir  el  cuerpo  ,  tendremos  m  —  -^ 
tang  gkt  zz:  o ,  ó  tang  gkt  zzz  km  5  por  donde  será  fácil  co^ 
nocer  gkt ,  y  por  consiguiente  t  y  cuyo  valor  substituido  en 
la  equacion  que  dá  er  valor  de  x  ,  manifestará  á  qué  altura 
podrá  subir,  el  cuerpo  con  una  velocidad  dada  m.. 

3  5  9  Antes  de  concluir  este  asunto  hemos,  de  preve- 
nir que  si  la  resistencia  en  vez  de  ser  proporcional  al  qua- 
drado  de  la  velocidad  fuese  proporcional  á  una  función  qual- 
quiera:  de*  la.  velocidad  ,  siempre  se  podrá  averiguar  lá  rela- 
ción entre  el  espacio  y  el  tiempo  ,  ó  entre  la  velocidad  y 
el  tiempo,  yá  integrando. inmediatamente  ,  yá  porrnedio  de 
las  quadraturas.  Porque  si  la  resistencia,  fuera  proporcional 
á  una  función  de  la  velocidad  representada  por  F(u)  ,  ten- 
dría- 
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idrfamos  dtFQí)  =:  dtdu  r  esto-  tSydiziz  db  ~ ,  qué  es  una  Flg. 
cqiiacion  separada  ,  y  reducida  á  las  primeras   diferencias. 
Hallada  u  ^  se  hallárár  fácilmente  x  ^  por  medio  de  la  equa^ 
cion  áap  zn  udt^ 

3  5  o  Determinemos'  ahora',  la^  curva  que  trazan  los 
prayectilcs  en  un  medio  resistente.'-  Figurémonos  que  ABC 
es  la  curva  que  se  busca  ^  y  que  el  mobil  anda  actualmente 
el  arco  infinitamentet pequeño  JBfiw;  Si  no  fuera  pM  la  resls^^  ^  *'< 
tencia  y  la  pesantez,  andaría  en>el  instante  siguiente  la  li- 
nea mq  que  está  en^  la  prolongación  átMm.  Supongamos  que 
durante  este  instante  la  resistencia,  pueda  retardarle  la  can* 
tidad  qíty  y  que  la  pesantez. pueda  hacerle  caer  la  cantidad 
nm  ;  llegará",  pues  ,  al  pufitO'>i»  én  el  segundo  instante. 

Tiremos  qr  paralela  á  la  vertical  MP  ,  y  nj  paralelará 
4a  orizontal 'yfC  Llamemos  AP ,  x  5  PM^y\  el  zico^AM^ 
syy  supongamos  que  üyjp  csprcsan  la  resistencia  y  pe- 
santez del  mobil  en  el  fluido  resto  es  ,  1^  velocidades  que 
lilchas  fuerzas  engendrarían  en  un  segundo ,  sFobrasen  igual- 
mente cada  instante  mientras  durase  todo  el  segundo.  Serán 
Kdt  y  pdt  las  velocldktés  que  engendran  en  un  instan^ 
te*  (>  y  8'  )^  Imaginemos  que  el  decremento  de  veloci** 
dad  -que  produce  la  resistencia  ,  y  que  podemos  represen^ 
cada  por  qn\^  se  resuelva  en.  otros  dos ,  d  uno  vertical  qsy 
y  el  otro  ^o  orizontal.  Tendremos  nq\  sq  ::  Rdt  es  á  la  di- 
minución de  la  velocidad  causada  por  la.  resistencia  en  la 
dirección,  vertical.  Tambien^  tendremos  nq  :  sn::  Rdt  es  á 
la  dimimicion.de  velocidad  en  laorizontal.  Luego  con  tí^ 

rar 
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Fig.   puesto  mas  conforme  coa  la  naturaleza.  Tendremos  ■,  •pues, 
R  =  ^~  5  y  las  dos  equaciones  generales  serán  ^^-^pdt 

=  — ^C¿) »  y  'í^'  ==  —  K^)'  Supongamos.,  4)ara  abre- 
viar ,  que  dt  sea  constante  ,  y  eliminemos  ds  >  tendremos 
.  pjMfy^ ,  ó  i)¿í»=:  —  dxd(%)  5  pero  la  equacion 

=  —  <^')  » ^  S^O  ■^B)  =  —  ^.  multiplicad! 
por  <g)  dá  gd(%)  •(!  ^ ,^)  ==-.  gl  rf(g) ,  y  si  c« 

el  segundo  miembro  substituimos  —  ^^  en  l^g^t*dcdQ\ 

^  K©  <^  -+-  á^)  =M*  "g^  /cuyo  segundo  miem^ 
bro  es  integrable  cabalmente  ,  y  d  primero  «e  puede  in- 
tegrar en  parte  cabalmente^  y  en  parte  por  logaritmos^ 

Tendremos  ,.pues  ,  C--^  =  ^  <'  "H  ^)  H- 


gdxds 
dt 


J^gLVjL.  -f-  ^^i  -4-  ^)2  >  de  donde  sacaremos  después 
kie  subsíituido  en  lu^ar  de  ^^  su,  valor  ,  ix  =: 

Luego  si  hacenws  ^  =  « ,  sacaremos  x  quadrando  la  curva, 
cuya  abscisa  fuese  is  ^  y  la  ordenada  la  unidad  dividida  por 
Ja  cantidad  en  que  se  transforma  el  denominador  del  valor 
xie  dx  y  substituyendo  en  él  %  en  lugar  de  ^.  Finalmente  sat« 
»drá  y  nr  S.zdx^ 

Por  lo  que  mira  4l  tiempo  / ,  una  vez  que  pdt^  zzz  — 
dxd(^£)  será  dt  =  V^[—  7  -t-  <¿^)]  ;  y  como  tene- 
itnos  dx  espresada  en ^  ,  esto  es  en  « ,  tendremos  ten  z  por 
inedio  de  ios  quadraturas.  finalmente  la  velocidad  u  ^  6 


ds 
di 
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§ 

^  zrz  — yk — -j — TTT=i  j  ^^  cuya  cantidad   na   habrá 

'■       Vi-  7  <n)] 

mas  que  ^  y  constantes  ,  si  substituyéremos  en  lugat  de 
^(%)  *"  ^^^^^  sacado  de  la  equacion  de  ia  curva  quehail^- 
mos  antes. 

Todo  esto  manifiesta  que  aunque  la  curva  que  los  pro- 
yectiles trazan  en  medios  resistentes,  sea  mas  complicada  que 
la  parábola  ,  se  pueden  no  obstante  determinar  todos  sns 
puntos ,  ó  por  el  cálculo,  ó  por  construcciones,  Pero  co*- 
mo  estas  construcciones  no  parece  que  pueden  acomodarse 
á  la  práctica ,  na  nos  detendremos  en  manifestarlaSr  Nos 
ceñiremos  á  prevenir ,  que  la  que  llamamos  g  es  lo  que 


nDi 


hemos  representado  (    549    )  por  —  5  y  que  lo  que  aquf 
leprcsenta  p  es  lo  que  hemos  espresado    (    54P    )    por 

( I j^^p  y  cuya  cantidad  se  puede  suponer ,  sin  error 

substancial,  z=:/),.quando  se  trata  del  ayre,  á  na  ser  qtic 
fuese  el  mobil  de  una  materia  muy  rala,^ 

Hemos  supuesta  que  el  cuerpo  no  dejaba  vacío  ningu- 
ho  detrás.  Pero  si  el  cuerpo  al  partir  anduviese  bastante 
aprisa  para  dejar  algún  vacía ,  la  resistencia  en  la  dirección 
de  la  tangente  crecería  todo  la  que  es  la  presión  del  flui- 
do en  la  parte  anterior  del  cuerpo» 

De  ¡as  Fuerzas  vivas.  Pruébase  que  son  iguales  al  producto 

de  la  masa  por  la  simple  velocidad. 

3.  ^4      £1  su¡>aestq  sobre  que  caminamos  en  todo  este 

tra- 
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Fig.  tratado  de  ser  la  fuerza  viva ,  ó  la  fuerza  de  los  cuerpos  que 
actualmente  se  mueven ,  igual  al  producto  de  la  masa  de 
dichos  cuerpos  por  su  velocidad,  padeció  algún  tiempo  bas- 
tante contradicción ,  y  le  impugnaron  con  igual  sutileza 
que  porfía  Matemáticos  de  grandes  créditos ,  persuadiéndo- 
se ,  y  esforzándose  en  persuadir  á  los  demás  que  el  verda- 
dero valor  de  las  fuerzas  vivas  es  igual  al  producto  de  la 
masa  por  el  quadrado  de  la  velocidad.  Aunque  cesó  dias 
há  esta  especie  de  cisma  matemática ,  no  puedo  menos  de 
detenerme  en  probar  ahora  primero  con  sólidas ,  bien  que 
encerradas  razones ,  quan  fundada  está  la  opinión  que  lle^ 
vamos,  para  manifestar  después  quan  errados  caminan  nues- 
tros contrarios  ,  satisfaciendo  plenamente  á  los  mas  capcio- 
sos y  ponderados  de  sus  argumentos. 

Consiste  ,  pues ,  la  controversia  en  saber  ,  si  quando 
un  mobil  de  6  libras  ,  por  egemplo ,  se  mueve  con  una 
velocidad  como  2  ,  su  fuerza  es  igual  al  producto  de  6x1^ 
ó  al  producto  de  5  x  4  >  por  manera  que  en  el  primer  caso 
la  fuerza  del  espresado  cuerpo  sería  =:  i  2  ,  y  en  el  segun- 
do sería  ziz  2  4. 

355  No  hay  duda  alguna  en  que  se  ha  de  valuar  U 
fuerza  viva  por  el  producto  de  la  masa  por  la  simple  velo* 
cidad.  Porque  quando  dos  cuerpos  de  masas  Iguales  se  mue- 
ven con  velocidades  desiguales ,  el  que  camina  con  mayor 
velocidad  dá  con  mayor  fuerza  que  el  otro  en  el  obstáculo 
con  que  ambos  tropiezan  ,  y  solo  le  dá  mayor  golpe  por  ra- 
zón de  llevarle  ventaja  al  otro  en  la  velocidad ;  luego  el 

ex- 


i 
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exceso  de  la  fuerza  con  que  el  primero  dá  en  el  obstáculo  Fig. 
debe  ser  proporcional  al  exceso  de  la  velocidad.  Decir  que 
el  golpe  es  mayor  por  ser  mayor  el  quadrado  de  la  velo- 
cidad del  primer  cuerpo  ,  es  apelar  á  un  ente  de  razón  >  las 
acciones  de.  los  cuerpos  se  han  de  apreciar  por  algo  que  re- 
sida en  los  mismos  cuerpos  j  en  estos  no  hay  mas  que  la 
simple  velocidad  ^  cuyo  quadrado  es  para  el  caso  actual  una. 
cosa  imaginaria. 

355  Supongamos  que  después  de  puestas  en  media  i  2  3 
del  plano  HFCE  unas  hojas  elásticas  ó  un  elastro  encogido 
ó  contraliido  en  cuyos  estremos  estén  colocados  dos  globos 
iguales  Ay  By  se  mueva  el  plano  desde  F  acia  E  con  una  ve- 
locidad =  1 9  es  constante  que  ambos  globos  tendrán  la  mis- 
ma velocidad  que  el  plano  y  y  que  por  ser  ¡guales  entre  sí^  la 
fuerza  de  cada  una  en  la  dirección  FE  será  =:  i .  Suponga* 
mos  ahora,  que  la  fuerza  del  elastra  sea  tal  que  si  se  le  suel- 
ta obre  igualmente  al  uno  y  otro  lado  y.  y  comunique  por 
consiguiente  ¿  los  globos  A  y  B  una  misma  fuerza ,  es  á 
saber  ,al  globo  B  una  fuerza  en  la  dirección  EFy  y  al  glo- 
bo A  otra  fuerza  igual  en  la  dirección  FE  :  por  lo  di- 
cho (  8  )  se  echa  de  ver  que  aun  quando  el  plano  se 
moviere  conforme  hemos  supuesto  desde  F  acia  E ,  el  elas- 
tro comunicará  iguales  fuerzas  á  los  dos  globos»  Sea  la  fuer- 
za del  elastro  =:  1 9  como  este  obra  en  el  cuerpo  A  acia  la 
misma  dirección  FE  que  sigue  ya  en  virtud  del  movimien- 
to  del  plano  y  el  globo  A  adquirirá  dos  grados  de  velocidad, 
es  á  saber  >  xm  grado  por  el  movijniento  del  plano  ^  y  otro 

gra- 
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Fig-  grado  por  la  Siccíon  del  elastro  5  y  el  globo  \S  perderá  ca- 
balmente la  primera  iFiíerza  y  por  ser  contraria  é  igual  al 
impulso  del  elastro. 

Sentado  esto ,  sí  las  fuerzas  siguieran  la  razón  de  los 
quadrados  de  la  velocidad ,  el  globo  A  tendría ,  después  de 
soltado  el  muelle ,  una  fuerza  como  4  y  por  ser  su  veloci-- 

»  dad  =  2  ,  cuyo  quadrado  =  4 ,  y  por  consiguiente  k  añar 
diría  el  impulso  del  elastro  una  fuerza  como  3  ^  y  por  obrar 
el  elastro  en  el  cuerpo  B  con  una  fuerza  =:  i  no  contrarres- 
taría mas  que  una  fuerza  =:  i  ^  que  tiene  en  virtud  del  mo- 
vimiento del  plano  ;  por  consiguiente  obrando  el  elastro  por 
ambos  estr^mos  con  igual  impulsora  cuyo  impulso  solóse 
debe  el  aumento  de  la  fuerza  del  cuerpo  ^v,  le  añadiría  á 
este  tres  grados  mas  déla  que  destruiría  en  el  cuerpo  B:  esta 
consecuencia  es  un  absurdo  manifiesto  ,  porque  el  mismo 
efecto  ha  de  producir  la  acción  del  elastro  en  los  globos, 
sea  que  el  plano  se  mueva  ,  ó  que  esté  quieto  ,  y  por  consí? 
guíente  le  ha  de  aííadir  al  globo  ^  lo  mismo  que  le  quite  al 
globo  B.  Luego  las  fuerzas  de  los  cuerpos  que  se  mueven  no 
son  Iguales  al  producto  de  la  masa  por  el  quadrado  de  la 
velocidad ,  sino  por  la  simple  velocidad» 

3^7  Si  un  cuerpo  cuya  masa  es  M  moviéndose  con 
la  velocidad  ^  chocare  con  otro  m  en  reposo,  de  igual  ma- 
sa que  él ,  la  fuerza  antes  del  choque  sería  Ml^^j  en  el 
supuesto  de  ser  la  fuerza  viva  igual  ál  producto  de  la  ma- 
sa por  el  quadrado  de  la  velocidad.  Pero  de  lo  proba- 
do (    218    )  se  sigue  que  siendo  iJÍ  ==  iw  la  velocidad 

de 
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¡de  cáela  cuerpo  después  del  choque  ha  de  ser  rr  j^^  =r  Fíg, 
•j-^  j  por  consiguiente  jiespucs  fiel  choque  habría  de  ser  la 
fiíerza  ,  según  la  opinión  que  impugnamos  ,  =:  ^  Mf^  *  -í- 
-^Mí^^  n:  ^MP^^  ,  esto  es,  la  mitad  no  mas  de  lo  que  era 
antes  del  choque  ,  cuya  consecuencia  es  sumamente  traba- 
josa de  esplicar  para  los  Partidarios  de  las  fuerzas  vivas^ 
que  no  pueden  decir  en  qué  paró  la  otra  mitad  que  se  per-« 
dio  de  la  fuerza.  La  consecuencia  que  nosotros  sacamos  es 
sumamente  natural ;  hallamos  después  del  choque  ,  confor* 
me  debe  ser  ,  la  misma  cantidad  de  movimiento  que  an tes, 
pues  siendo  rr  -^^  ^^  velocidad  de  cada  masa  ,  la  fuerza 
5erá  Y  i^^-4-  Y^^»  ^  P^^  «^^  M  =  m  ,  =  ^Mf^  ^ 
-j  MP^  ziz  Mf^  ^  la  misma  cabalmente  que  antes  del  choque» 

Satis/acense  los  principales  argumentos  de  los  Partidarios 

de  las  Fuerzas  vivas. 

3^8  I.  Es  constante  que  si  se  apartan  de  la  vertíca^t 
los  péndulos  B  y  E  hasta  que  el  primero  «sré  en  F ,  y  el  124^, 
otro  en  G ,  y  se  entregan  después  á  su  propia  gravedad ,  an« 
darán  respectivamente  los  arcos  FB  y  GE  ,  adquiriendo  al 
tiempo  de  andarlos  t*l  velocidad  (  2y2y2y3  )  que 
andarán*  al  otro  lado  de  la  vertical  arcos  iguales  con  los 
primeros  ,  cuyos  arcos  son  (  40  )  como  los  quadrados 
de  las  velocidades  ,  pues  son  los  espacios  que  los  péndu« 
los  andan.  Luego  serán  las  fuerzas  de  dichos  péndulos  pra« 
porcionales  á  los  quadrados  de  su  velocidad^  pues  han  de 
ser  proporcionales  á  sus  efectos* 

Tomjr.  T  Resp. 
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f  ig.  '3  69  Resp.  Para  dejarse  engañar  de  este  argumento 
es  preciso  no  llevar  en  cuenta  los  tiempos  que  gastan  di- 
chos péndulos  en  andar  los  espresados  espacios.  No  nega- 
mos que  en  el  movimiento  uniformemente  acelerado  los  es^ 
pacios  andados  en  tiempos  desiguales  son  como  los  quadra- 
dos  de  los  tiempos ,  ó  de  las  velocidades,  Pero  qiundo  se 
trata  de  apreciar  las  fuerzas ,  no  hemos  de  considerar  otros 
^efectos  que  los  que  obran  en  tiempos  iguales  y  conforme  se 
practica  en  el  movimiento  uniforme.  Por  egemplo,  si  un 
mobil  ^  se  mueve  en  un  tiempo  T  con  la  velocidad  y ,  y^ 
otro  mobil  B  se  mueve  en  el  tiempo  t  con  la  velocidad  u, 
el  espacio  que  el  primero  anduviere  será  (20  )  ^r, 
y  ut  será  el  espacio  que  anduviere  j?  5  y  como  en  el  supuesto 
de  ser  f^ :  u  ::  T :  t  podemos  substituir  (^  en  lugar  de  T^ 
y  »  en  lugar  de  t,  resultará  verdaderamente  que  los  espacios 
andados  por  los  dos  moblles  serán  respectivamente  ::  ^*  ; 
u\  Pero  quando  se  valúan  los  espacios  andados  en  el  mo- 
vimiento uniforine ,  se  han  de  considerar  unos  mismos  tiem« 
pos  ,  y  dichos  espacios ,  considerados  como  los  efectos  que 
obran  las  fuerzas  j  son  entonces  como  la  simple  velocidad) 
pues  siendo  T  =:  t,  VT :  tit ::  V :  u. 

370  Lo  que  acabamos  de  decir  acerca  de  los  espa- 
cios andados ,  se  aplica  igualmente  á  qualesquiera  efectos 
que  obren  las  fuerzas  ,  como  es  vencer  obstáculos  y  superar 
resistencias ,  &c  j  cuyos  efectos  son  proporcionales  á  la  sim- 
ple velocidad,  con  tal  que  se  consideren  los  que  se  obran 
en  tiempos  iguales?  pero  podrá  suceder  que  sean  casualmen- 
te 
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te  proporcionales  al  quadrado  de  la  velocidad  ^  y  esta  ca-  Fíg. 
sualidad  sucederá  siempre  que  se  consideraren  los  efectos 
obrados  en  tiempos  diferentes  ,  y  hubiere  entre  los  tiempo; 
la  misma  razón  que  entre  las  velocidades. 

371  Para  hacerlo  patente  ,  recordaremos  que  la  gra^ 
vedad  comunica  á  los  cuerpos  que  caen  iguales  grjados*  de 
velocidad  en  tiempos  iguales  ,  y  se  los  quita  i  los  cuerpos 
que  suben  y  á  lo  menos  sensiblemente.  En  lugar  de  la  accioA 
de  la  pesantez  podemos  substituir  iguales  y  succesivos  im- 
pulsos >  ó  estorvos  ocasionados  por  qualesquiera  obstáculos, 
cuya  resistencia  ó  impulso  uniforme  acia  una  dirección  con* 
traria  á  la  de  los  móbiles  /podemos  concebir  que  se  junta 
al  cabo  de  cada  espacio  corusimo  del  mismo  modo  que  e$« 
pilcamos  la  aceleración  de  los  graves ,  mirando  su  moví- 
miento  como  uniforme  en  tiempecittos  ó  tiempos  infinita- 
üiente  pequeños ,  y  considerando  como  reunidos  los  incre- 
mentos succesivos.  Esto  supuesto  ,  supongamos  que  á  un 
mobíl  A  se  le  dé  una  velocidad  dupla ,  y  á  otro  mobil  B^ 
igual  con  isX  primero^  una  velocidad  simple.  Es  constante  que 
la  fuerza  inicial  de  estos  cuerpos  será  tal  que  A  andará  en 
un  mismo  tiempo  un  espacio  duplo  del  que  B  anduviere; 
porque  ni  la  acción  de  la  gravedad  y  opuesta  á  los  cuerpos 
que  suben  ,  ni  los  obstáculos  distribuidos  uniformemente  en 
todo  el  espacio  no  obran  en  los  cuerpos  en  el  primer  ins- 
tantico  9  según  suponemos ,  por  no  estar  aplicados  >  luego 
ál  principio  las  fuerzas  son  como  las  velocidades.  Y  como 
á  las  fuerzas,  no  les  sobreviene  aumento  ninguno  á  medida 

T  2  que 
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Flg*  que  vencen  los  obstáculos  ^  no  hay  mas  novedad  sino  que 
se  van  consumiendo  succesivamente  $  por  consiguiente ,  han 
de  ser  las  fuerzas  proporcionales  á  la  velocidad. 

Pero  como  al  cabo  del  primer  tiempecÜlo  los  obstácu- 
los empiezan  por  oponerles  á  los  cuerpos  una  resistencia 
uniforme  y  en  el  mismo  tiempecillo  que  el  cuerpo  B  vence 
tm  obstáculo  y  el  cuerpo  A  por  razón  de  su  velocidad  dupla 
vence  dos,  pero  succesivamente 5  por  manera  ,  que  si  divi- 
dimos dicho  tiempecillo  en  dos  instanticos  iguales  ^  y  en  el 
primer  instantico  le  oponemos  al  cuerpo  A  el  primer  obs- 
táculo 9  y  en  el  mismo  instantico  se  le  opone  al  cuerpo  B 
su  obstáculos  y  en  el  segundo  instantico  mientras  se  le  opo- 
ne al  cuerpo  A  el  segundo  obstáculo  ^  después  de  vencido  el 
primero ,  imaginamos  que  ál  cuerpo  B  se  le  opone  todavía 
el  primer  obstáculo  $  podemos  cOBsiderar  que  en  el  mismo 
tiempecillo  ,  que  hemos  dividido  en  dos  instanticos  ,  se  le 
oponen  succesivamente  al  cuerpo  A  dos  obstáculos, mientras 
al  cuerpo  5  se  le  opone  dos  vtccs  el  mismo.  Pero  como 
el  mismo  efecto  han  de  obrar  los  obstáculos  ,  sea  que  se 
opongan  succesivamente  dos  iguales  ,  ó  que  uno  de  ellos  se 
oponga  dos  veces  5  resulta  que  si  el  cuerpo  B  pierde  en  el 
mismo  tiempecillo  un  grado  de  velocidad ,  el  cuerpo  A  per- 
derá también  un  grado  de  velocidad.  Y  como  esto  es  cier- 
*to  respecto  de  todos  los  tiempecillos ,  la  misma  velocidad 
perderá  el  cuerpo  A  que  el  cuerpo  B  en  el  discurso  de  un 
segundo.  Ahora  bien  ,  si  los  cuerpos  no  hubiesen  perdido 
ningún  grado  de  velocidad  en  el  cBiscurso  de  un  segundo, 
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y  hubiera  andado  el  cuerpo  5  con  la  velocidad  primitiva  Fíg. 
dos  varas  ^  por  egemplo ,  ya  no  andará  mas  que  una  vara} 
y  como  el  cuerpo  A  por  razón  de  su  velocidad  dupla  hu^ 
biera  andado  quacro  varas  ,  no  andará  ya  mas  que  4  «—  i  ^ 
esto  es  3 .  Pero  como  después  de  aniquilado  el  movimiento 
del  cuerpo  B  le  queda  á  A  todavia  una  velocidad  Igual  ií 
la  velocidad  inicial  de  B  y  con  la  qual  B  ha  andado  una^ 
vara  ,  proseguirá  A  moviéndose ,  y  andará  otra  vara  en  otro 
segundo ,  y  por  consiguiente  en  2  '^  andará  quatro  varaSjf 
quando  B  no  andará  mas  que  una  en  un  segundo. 

373  No  es  y  pues  y  de  estrañar  que  los  espacios  an« 
dados  sean  como  los  quadrados  de  las  velocidades  y  quando 
hay  entre  estas  la  misma  ra2x>n  que  entre  los  tiempos.  Para 
hacer  aun  mas  patente  como  los  espacios  andados  en  tiempos 
infinitamente  pequeños  son  como  las  simples  velocidades  y  es- 
de  reparar  que  en  el  discurso  de  todo  el  primer  segunda 
la  razón  entre  las  velocidades  es  notablemente  mayor  que 
la  de  a  :  I  ^  y  es  como  3:1*  Porque  el  decremento  de 
las  velocidades  es  continuo  >  y  no  se  hace  de  repente  al 
cabo  del  primer  segundo  y  empieza  ya  con  el  mismo  segun- 
do. Y  si  dividimos  el  segundo  de  tiempo  ,  y  el  primer  gra- 
do de  velocidad  en  un  mismo  número  de  partes  5  quanto 
mayor  fuere  su  número ,  tanto  mas  se  acercará  la  razón  d¿ 
los  espacios  á  la  que  hemos  supuesto  entre  las  velocidades 
de  los  móbiles.  Si  en  lugar  de  2  y  i  tomáramos  8  y  4, 
los  espacios  andados  por  A  en  el  discurso  de  las  8  partes  del 
tiempo  serán  como  los  números  I5,i3>ii,p,  7,  y,3,ií 

•TomJF.  T  3  quie- 
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Hg.  quiero  deCir ,  que  cñ  el  ptimero  de  los  ocho  inscantl^ 
eos  andará  un  espacio  como  i  5  &c.  Los  espacios  andados 
por  el  mobil  B  en  el  cüscurso  de  las  quatro  partes  del  tiem-^ 
po  y  serán  7  9  5  >  3  i  x  ;  quiero  decir  que  el  espacio  an- 
dado por  el  mobil  B  en  el  primero  de  los  quatro  instanti^ 
eos ,  será  como  7  >  la  razón  de  i  5  :  7  no  discrepa  sino  ^ 
de  la  razón  de  2  :  i .  Si  en  lugar  de  8  y  4  tomásemos 
I  o  y  5  ,  la  diferencia  no  sería  mas  que  ^ ,  y  como  es 
tanto  menor  quanto  mayor  es  el  número  de  las  partes  >  será 
al  fía  nula ,  y  será  la  misma  razón  que  la  de  2  :  i  •  Por 
consiguiente  en  tiempecillos  infinitamente  pequeños  ^  é  igua-« 
les  y  los  espacios  andados  son  como  la  simple  velocidad.  SI 
consideramos  en  este  asunto  instantes  infinitamente  pequen- 
ños,  es  porque  como  la  velocidad  vá  siempre  variando,- 
solo  en  el  discurso  de  dichos  instanticos  se  puede  conside^ 
rar  como  constante  >  habiendo  de  ser  fijos  y  constantes  los 

términos  de  comparación^ 

373  II.  La  composición  de  las  fiícrzas ,  dicen  nues- 
tros contrarios ,  manifiesta  que  son  proporcionales  al  qua- 
drado  de  la  velocidad.  Porque  convienen  todos  en  que  si  un 
X  2  5»  cuerpo  Z>  se  halla  impelido  á  un  tiempo  de  una  fíierza  cuya 
dirección  y  cantidad  sea  igual  á  la  linea  DC ,  y  de  otra 
fiíerza  cuya  dirección  y  cantidad  sea  igual  á  la  linea  DjI, 
el  cuerpo  adquirirá  una  fuerza  igual  en  dirección  y  canti- 
dad á  la  linea  DB.  Pero  sí  el  ángulo  ADC  fiíese  recto, 
no  podrá  ser  DB  la  derivada  sino  porque  las  fiíerzas  son 
como  los  quadrados  de  las  lineas  DC  y  DA^^  pues  la  igual- 
dad 
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dad  no  se  halla  entre  la  linea  DBy  y  la  suma  die  DA  y   Fíg^ 
DCj  sino  entre  el  quadrado  de  DB  y  y  la  suma  de  los  qua- 
drados  de  DA  y  DC. 

3  74  Resp.  Pero  s¡  siendo  las  mismas  las  cantidades 
de  las  fuerzas  que  impelen  al  cuerpo ,  fuesen  tales  sus  di- 
recciones que  formando  DC  y  DA  un  ángulo  agudo,  fue-^  i  2  tf . 
se  obtuso  el  ángulo  ADCy  la  diagonal  del  paralelogramo 
que  sobre  ellas  como  lados  se  formare ,  espresaría  igualmen-  . 
te  la  fuerza  que  engendrarían  obrando  juntos  ;  y  como  el 
quadrado  de  dicha  diagonal  sería  mayor  que  la  suma  de  los 
quadrados  de  DC  y  DA  y  sería  la  fuerza  derivada  DB  ma* 
yor  que  las  ñierzas  primitivas  y  y  resultaría  por  consiguien* 
te  un  absurdo. 

375  Siendo  las  fuerzas  proporcionales  á  la  simple 
velocidad  y  no  se  sigue  absurdo  ninguno  de  la  composición 
de  las  fuerzas.  Porque  en  el  supuesto  de  formar  las  direc- 
ciones de  las  fuerzas  DA  y  DC  un  ángulo  agudo  ,  y  ser  por 
'Consiguiente  obtuso  el  ángulo  DCB  y  si  el  cuerpo  siguiera 
sola  la  dirección  de  la  fuerza  DC^  se  apartaría  de  la  dia* 
gonal  AB  la  distancia  CF  y  y  por  consiguiente  la  direc-* 
cion  de  la  fuerza  DC  es  algo  contraria  á  la  diagonal  >  si 
el  cuerpo  siguiera  la  dirección  DA  y  el  cuerpo  D  se  desvia- 
ría Igualmente  de  la  diagonal  la  cantidad  AE  =z  CF ,  y 
por  consiguiente  la  dirección  DA  es  también  algo  contra- 
ria á  la  diagonal.  Y  como  por  lo  demostrado  (  L40S  ) 
las  dos  cantidades  AE  y  CF  son  iguales  y  contrarias ,  se 
destruyen  mutuamente.  No  queda  ,  pues  ,  del  movimiento 

T4  DC 


aptf  ELEMENTOS 

líg.  DC  mas  que  la  parte  DF ,  y  del  movimiento  DA  solo 
queda  la  parte  DE  y  que  obran  en  la  dirección  de  la  dia- 
gonal. Pero  DEzzz  FB  (  L408  )»  luego  las  fuerzas 
restantes  serán  DF^-^  FBó  DBy  iguales  con  la  misma  dia- 
gonaU  Y  como  esto  se  verifica  sea  el  que  fuere  el  ángulo 
CDA  y  quedamos  libres  de  incurrir  en  el  absurdo  (  3  7  J  ) 
notado. 

'127^  ^  y  5  III.  Si  á  una  tabla  NM se  le  pone  una  capa  de 
manteca  ó  sebo  hasta  la  altura  LMNO  y  y  después  se  la 
dexa  caer  encima  desde  la  altura  AE  una  bola  A  >  hará  en 
La  manteca  un  hoyo  redondo  cuya  sección  es  BCD  y  y  la 
ialtura  EC.  Si  se  deja  caer  después  encima  de  la  misma  ta- 
bla desde  la  altura  FiT  dupla  de  la  primera  el  mismo  globo 
ii  otro  del  todo  igual ,  este  hará  un  hoyo  mas  grande ,  cu- 
ya sección  es  GHIy  y  la  altura  KH.  Consta  que  si  se  com- 
paran las  alturas  EC  y  KH  y  se  halla  ser  en  el  caso  pro- 
puesto KH :  FC::  V^ i :  I ,  y  en  general  siempre  EC :  KH:: 
VAE  :  VFK.  El  efecto  que  causan  estas  caldas  es  echar 
de  los  hoyos  la  materia  que  falta  j  y  si  llamamos  x  la  al- 
tura ECy  éyl^  altura  KH,  consta  por  lo  dicho  ( II.  a  3  4  ) 
que  la  solidez  del  segmento  cuya  sección  es  BCD  será 
2Ll  (/I  —  }^x)  y  y  la  solidez  del  segmento  Cuya  sección  es 
GHl  será  ^(a  —  jjí)  5  serán  por  consiguiente  las  can- 
tidades de  la  materia  echada  de  su  lugar  como  los  dos  seg- 
mentos, esto  es  como  '-^{a  —  \x)  es  á  ^  (a  —  7 J^)  ,  ó 
como--^_^esáí^  — ^,ócomoí^:í2^ 

que  las  cantidades  ^  y  ir  ^^  ^vízám  dcsgreciar  por  ra- 
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zon  de  su  pequenez.  Pero  ^  :  ^  ::  x^  :  y^i  luego  las  Fíg. 
cantidades  de  materia  echada  serán  como  ^*:j'*,  ó  (-fiC)*:.: 
{Rüf.  Pero  como  el  esperimento  dá  ECiKHwy/AEi 
VFK,  también  será  (£C/  :  (^//)*  ::  AE  :  FK,y  quie- 
re decir  que  las  cantidades  de  materia  ectiada  son  como  las 
alturas  de  que  han  caído  los  globos  y  ó  como  los  espacios 
que  han  andado  5  y  como  estos  espacios  son  como  los  qua* 
drados  de  las  velocidades  adquiridas  al  tiempo  de  andar, 
serán  por  consiguiente  las  cantidades  de  materia  echada, 
y  por  lo  mismo  los  efectos  de  Las  fuerzas  ,  y  las  fuerzas 
mismas  de  los  globos  caldos  de  distintas  alturas  ,  como  los 
quadrados  de  las  velocidades. 

377  Resp.  Nada  hay  ea  este  argumento  que  no  se 
pueda  esplicar  por  las  prevenciones  y  principios  senta- 
dos (  369  y  sig,).  Asi  como  las  velocidades  que  echan 
de  su  lugar  la  materia  cuya  ausencia  ocasiona  los.  hoyos  ,  no 
se  adquieren  ea  un  mismo  tiempo ,  tampoco  se  consumen 
ó  destruyen  en  un  mismo  tiempo ,  y  hay  entre  los  tiem- 
pos ea  que  se  destruyen  la  misma  razoñ  que  entre  los  tiem<- 
pos  en.  cuyo  discursa  se  adquieren.  Las  cantidades  de  ma- 
teria echada  en  el  tiempo  totr.l  y  desigual  son  verdadera- 
mente- ccMno  los  quadrados-  de  la  velocidad  y,  pero  no  las 
cantidades  de  materia  echadas  ea  un  mismo  tie.mpecillo 
Igual.  Es.  una  casualidad  eL  ser  aquí  los  efectos  como  los 
quadrados  de  las  velocidades  >  porqué  las  cavidades  son  en 
lazon  compuesta  de  los  tiempos  ,  y  las  velocidades  del  mis- 
tno^  modo  que  los.  espacios  3  y  como  los  tiempos  son  como 
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Flg.   las  velocidades  9  dicha  razón  compuesta  será  por  consiguien- 
te la  de  los  quadrados  de  la  velocidad. 

378  IV.  Consta  por  esperiencia ,  que  si  un  cuerpo 
de  una  masa  r=:  3  vá  á  chocar  con  una  velocidad  =:  8 
con  un  cuerpo  en  reposo  cuya  masa  1=:  p  ^  el  cuerpo  cho* 
cado  caminará  después  del  choque  en  la  dirección  del  cuer«- 
po  chocante  ,  con  una  velocidad  :=  4  ,  y  el  cuerpo  cho« 
cante  volverá  atrás  con  la  misma  velocidad  =1 4.  Sentado 
esto  ^  si  las  fuerzas  fueran  como  los  productos  de  las  masas 
por  las  simples  velocidades  y  la  cantidad  de  movimiento, ó 
las  fuerzas  serían  después  del  choque  en  el  esperlmento 
propuesto  px4H-3X4zr:48,  y  antes  eran  no  mas 
que  8x3  zz:  2  4  ,  cuya  diferencia  parece  muy  esrraña  y 
aun  absurda*  Pero  si  la  medida  de  las  fuerzas  es  el  produc- 
to de  las  masas  por  los  quadrados  de  las  velocidades ,  será 
una  misma  la  cantidad  de  movimiento  antes  y  después  del 
choque ,  pues  antes  será  3x8*=-ip2,y  después  serí 
p  X  4^-4-  3  X  4'*=:  ip2. 

379  Resp.  La  diferencia  que  aquí  se  repara  entre  la 
fuerza  antes  del  choque ,  y  la  fuerza  después  del  choque,  no 
es  nada  estratia ,  procede;  de  la  elasticidad  de  los  cuerpos 
con  que  se  hizo  el  esperimento  >  es  muy  natural  después  de  lo 
dicho  (223)  que  en  virtud  de  la  elasticidad  llegue  á 
ser  después  del  choque  la  fuerza  dupla  de  lo  que  era  antes. 

380  V.  Quando  un  mobil  pasa  del  reposo  á  un  mo- 
vimiento de  determinada  velocidad ,  antes  de  adquirir  toda 
entera  la  velocidad  con  la  qual  prosigue  moviéndose  ,  pasa 

por 
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por  todos  los  grados  intermedios  de  velocidad.  Suponga-  Fig. 
mos ,  por  egemplo ,  que  empiece  á  caer  un  cuerpo  grave,  128 
y  adquiera  ia  velocidad  BC  en  el  discurso  del  tiempo  qu« 
dura  su  caida ,  representado  por  AC^  al  principio  después 
del  tiempecillo  infinitamente  pequeño  Ad  adquiere  la  velo- 
cidad nd  (  porque  siendo  conforme  suponemos  nd  paralela  á 
BC  ,será  AC :  CB  ::  Ad  :  /i¿)5  al  cabo  del  segundo  tiempe- 
cillo de  y  la  velocidad  eo  y  al  cabo  del  tercer  tiempecillo  ef^  la 
velocidad^  &c.  Luego  todas  las  velocidades  intermedias 
^  hasta  BC  son  como  las  lineas  paralelas  á  la  misma  BCj  y  si  el 
tiempo  -^C estuviere  dividido  en  un  número  infinito  de  partes 
ndyOCf  pf.^..^  mXySCTÍ  también  infinito  el  número  de  dichas  pa« 
ralelas,  y  todas  ellas  compondrán  el  triángulo  yfm^,  y  las  li« 
neas  nd,  xm....  BC  no  se  distinguirán  del  triángulo  ABC.  Por 
consiguiente  todas  las  velocidades  intermedias  hasta  xm  en  et 
tiempo  Am  son  á  todas  las  velocidades  Intermedias  hasta  BC 
en  el  tiempo  AC^  como  el  triángulo  Amx  al  triángulo  ACR. 
Sentado  esto  >  es  fácil  probar  que  la  fiierza  aceleratriz  har. 
de  ser  como  las  velocidades  intermedias»  Porque  al  cabo  del 
tiempecillo  Ad  el  mobil  se  mueve  ya  con  la  velocidad  ndh 
luego  para  que  se  acelere  después  de  dicho  tiempecillo ,  ha 
de  ser  la  fuerza  mayor  que  la  que  movia  con  la  velocidad 
nd  y  pues  si  fiíera  igual  no  obraría  en  el  mobil  y  debiendo  et 
mobil  estar  como  en  reposo  respecto  de  la  fuerza  aceleratriz. 
Luego  para  que  en  el  tiempo  de  adquiera  el  mobil  la  velo- 
cidad oe  y  ha  de  ser  la  fuerza  aceleratriz  como  oe  $  y  para 
que  en  el  tiempo  ^el  mobil  adquiera  la  velocidad  fp  y  ha 

de 
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Fig.  de  ser  la  potencia  acelcratriz  como/)/ &c.  Por  consiguien- 
te la  fuerza  acelcratriz  ha  de  crecer  también  como  las  11^ 
neas  nd  yoe  y  pfScc.  y  debe  estar  en  la  razón  del  triángulo 
^mx  al  triángulo  jÍCB  5  y  como  las  fuerzas  de  los  cuerpos 
son  como  las  fuerzas  que  obran  en  ellos  ,  también  la  fuerza 
de  un  grave  que  cae  en  el  tiempo  Am  es  á  la  fuerza  del 
que  cae  en  el  tiempo  ^C ,  como  el  triángulo  ^mx  es  al 
triángulo  ACB ,  esto  es  como  (xmy :  (BCy.  Pero  xm  y  BC 
son  las  velocidades  que  los  dos  móbiles  adquieren  en  los 
tiempos  jím  y  ylC  >  luego  las  fuerzas  que  adquieren  los 
cuerpos  al  caer  son  como  los  quadrados  de  las  velocidades. 
381  Resp.  Primeramente  es  falso  que  el  cuerpo  al 
pasar  del  reposo  al  movimiento  pase  por  todos  los  grados 
intermedios  de  la  velocidad  que  llega  á  adquirir  >  esto 
Solo  se  verifica  en  los  cuerpos  elásticos ,  y  en  los  graves, 
pero  no  en  los  cuerpos  duros  que  se  mueven  de  resultas  de 
una  impulsión  ó  de  golpe  $  luego  respecto  de  estos  no  prue- 
ba el  argumento. 

En  segundo  lugar  ,  aunque  es  cierto  que  las  veloclda-^ 
des  intermedias  que  el  cuerpo  ha  tenido  en  distintos  tiem-« 
pos  son  como  los  triángulos ,  no  se  puede  inferir  de  aquí 
que  las  fuerzas  que  tiene  el  cuerpo  al  cabo  de  un  tiempo 
determinado  ,  sigan  la  misma  razón  9  porque  en  el  mobil  no 
se  halla  al  cabo  de  dicho  tiempo  mas  que  la  velocidad  fi-^ 
nal ,  habiéndose  desvanecido  yá  las  velocidades  preceden- 
tes $  la  fuerza  es  el  producto  de  la  velocidad  actual  multi- 
plicada por  la  masa.  Aun  quando  la  potencia  aceleratriz 

fue- 
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ífuese  como  los  triángulos  ,  su  acción  solo  es  igual  en  cada  Fig. 
instante  al  exceso  de  la  velocidad  que  adquiere  el  mobil  en 
dicho  instante  ^  respecto  de  la  velocidad  del  instante  ante*- 
ceden  te ,  y  jamás  es  igual  á  la  velocidad  del  instante  ac- 
tual ,  y  del  instante  pasado  juntas.  Bien  que  la  potencia 
sea  como  el  triángulo  Amx;  y  sin  embargo  sus  acciones  en 
el  mobil  ^  juntándolas  todas  ,  no  son  mayores  que  la  linea 
xm.  Para  manifestarlo  con  toda  evidencia  ,  hemos  de  con-   ^     ^ 

I  2p. 

siderar  que  siendo  cook)  nd  la  fuerza  aceleratriz  y  y  su  ^k:- 
cion  al  cabo  del  tiempo  Ad  y  al  cabo  del  tiempecillo  de  k 
fuerza  y  su  acción  absoluta  deberá  ser  como  eá ;  pero  por 
tener  yá  entonces  el  mobil  la  velocidad  nd  y  respecto  de 
este  la  potencia  solo  será  zzioe  —  nd:=zot  -yy  al  cabo  del 
tercer  tiempecillo  efy  aunque  la  acción  absoluta  de  la  po- 
tencia sea  Jp  y  como,  el  mobil  tiene  yá  ea  virtud  del  im- 
pulso antecedente  la  velocidad  nd-^^  otzizoe ,  respecto  de 
este  no  será  mas  que  fi^~-  (?e  =  pfi ;  y  así  de  los  demás  Ins- 
tantes. Sí  jumamos  ahora  todas  estas  acciones*  en  quanto 
obran  en  el  mobil  y  y  surten  efecto  >  poi  ser  ad  =  NC, 
ot  zm,  ON  y  pu  =1 PO  &c.  todas  ellas  no  compondrán  mas 
que  la  linea  BC  que  representa  la  velocidad  final  no  mas, 
tuego  tampoco  la  fuerza  puede  ser  mayor  que  todas  las 
fuerzas  en  quanto  obran.  Por  donde  se  echa  de  ver  que 
para  la  aceleración  se  necesita  ima  fuerza  mayor  que  la 
misma  aceleración  y  porque  de  otro  modo  dicha  potencia 
no  obraría  en  el  mobil.  Así,  para  que  el  mobil  se  acelere 
al  cabo  del  tiem];K>  Ai  ^Ia  acción  de  la  fiíerza  ha  de  ser 


[13  0 
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Fig.  mayor  que  si  y  y  ha  de  ser  =  BC  5  pero  la  pírte  ZC  de 
esta  no  se  necesita  como  acción  ,  sino  porque  esta  se  ha  de 
obrar  en  un  cuerpo  que  se  mueve  yá  con  una  velocidad 

382  VI.  Supongamos  que  entre  ios  dos  cuerpos  des* 
iguales  A  y  B  haya  unos  quantos  elastros  ó  muelles  \  en- 
cójanse y  suéltense  después  >  al  tiempo  de  soltarse  comuni- 
carán á  los  cuerpos  una  velocidad  con  la  qual  se  moverán. 
Dichos  cuerpos  á  cada  instante  están  igualmente  compri- 
midos 9  y  el  incremento  de  la  velocidad  de  A  será  al  in- 
cremento de  la  velocidad  de  B  recíprocamente  como  £  es  á 
A.  Después  de  soltados  completamente  los  elastros,  serán 
las  celeridades  totales  como  sus  incrementos  ;  y  si  llama- 
mos a  la  velocidad  de  ^,  y  ^  la  de  5,  tendremos -/f: 5:: 
b  :  a,Y  por  consiguiente  a  x  A:rz  l^  x  B.  Como  las  presio- 
nes que  obran  en  dichos  dos  cuerpos ,  empiezan  y  acaban  á  un 
mismo  tiempo,  serán  iguales  sus  tiempos  j  el  centro  de  grave- 
dad C  se  mantendrá  (  i  5  3  )  en  reposo  ,  y  será  (  i  5  i .  2.*"  ) 
CA  :  CB  w  a\b.  Dicho  punto  C  es  como  un  obstáculo  fir- 
me comprimido  de  ambos  lados  por  los  elastros  ;  por  lo 
qual  los  elastros  trasladarán  á  los  cuerpos  ^  y  £  sus  fuer- 
zas que  serán  en  razón  de  su  número  ,  ó  como  a ;  h.  Lla- 
memos finalmente  F  la  fuerza  de  ^,  y  /  la  de  5  ,  tendremos 
F  :/::  a\h  \  y  como  hallamos  antes  Ax  a  tnBxb^  será 
pues  F:f::  a\  b  \\  A  x  a  x  a  :  B  x  b  x  b  ::Ax  a^iBx  ¿V 
y  quiere  decir  que  las  fuerzas  serán  en  razón  compuesta  de 
la  masa  de  los  cuerpos ,  y  del  quadrado  de  la  velocidad* 

Resp. 
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383      Bjesp.  Pero  ¿ó  los  elastros  están  afianzados  en  C  Fíg* 
como  en  un  punto  inmobil  ^  ó  no  lo  están  ?  Si  no  lo  están^ 
será  i^lso  que  las  fuerzas  que  comprimen  B  sean  como  BC 
ó  ¿  9  y  que  las  que  comprimen  A  sean  como  AC  ó  a ;  y 
aunque  esté  en  C  el  centro  común  de  gravedad  de  los  dos 
cuerpos,  no  por  esto  estará  en  C  el  centro  de  presión.  Porque 
tanto  comprime  ú  obra  el  elastro  a  en  el  cuerpo  B  como  en 
ci  elastro  inmediato  h  y  el  elastro  b  en  su  inmediato  c  ^  esté  . 
en  el  elastro  d ,  esté  en  e ,  esté  en  /,  al  qual  sirve  finalmente 
como  de  apoyo  el  cuerpo  A ,  y  recíprocamente  el  elastro  / 
obra  en  e  y  este  en  d  &c.  y  á  todos  sirve  como  de  apoyo  el 
cuerpo  B  $  por  donde  se  vé  que  todos  los  elastros  á  mcdL* 
da  que  se  dilatan  obran  en  uno  y  otro  cuerpo  igualmente 
como  lo  dan  á  entender  las  palabras  siguientes  :  estos  cuer^ 
pos  á  cada  instante  padecen  presiones  iguales.    Pero  si  los 
elastros  están  realmente  asegurados  en  C  y  por  manera  que 
la  acción  del  elastro  d  no  pase  al  elastro  e,  nila  acción  de 
este  al  otro ;  será  íúso  que  los  dos  cuerpos  padezcan  cada 
momento  presiones  iguales.  Porque  la  acción  de  los  elastros 
a  yb  yC  yd  cs  como  4  ,  y  la  acción  de  los  elastros  e  y  f 
es  como  2 .  Parece  evidente  que  sea  que  los  muelles  estén 
dispuestos  en  fila  conforme  representa  la  figura  citada  ea 
el  argumento  y  6  que  estén  dispuestos  conforme  los  repre- 
sentamos aquí  y  siempre  tienen  igual  acción  y  con  tal  que  r  3  i « 
estén  encogidos  con  igual  fuerza»  Por  esta  razón  es  imposible 
que  sea  igual  su  acción  y  del  mismo  modo  que  es  imposible 
ponerlos  igualmente  encogidos  por  medio  de  un  peso  igual. 

Su- 
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Fíg.  384  Sapongamos  v.  g.  que  por  medio  de  un  peso  P 
132.  atado  á  una  cuerda  que  pasa  por  una  polea  de  retorno  se 
contraygan  los  qüatro  elastros  a  yb  yC  ^d  de  modo  que  es- 
tén á  una  misma  distancia  unos  de  otros  ^  y  que  lo  mismo 
suceda  por  medio  de  un  peso  p  respecto  de  los  dos  elas^ 
tros  e  y  fi  Si  la  tensión  fuese  igual  al  peso  ,  y  la  restituí 
clon  á  la  tensión  ,  la  acción  de  los  quatro  elastros  en  el 
cuerpo  B  al  cortar  el  hilo  y  será  á  la  acción  de  los  dos  en 
el  cuerpo  A  v.P  :  p.  Si  suponemos  que  la  restitución  se 
cgecuta  en  un  mismo  tiempo ,  podremos  substituir  en'lu* 
gar  de  la  acción  de  los  elastros  el  impulso  de  dos  cuerpos 
clásticos  P  Y  p  movidos  con  igual  velocidad.  Hecho  esto, 
como  P  Y  p  son  como  los  números  de  muelles  que  con- 
trahen  ,  y  estos  recíprocamente  como  Ay  By  será  también 
P  como  A  Y  P  como  ff.  Pero  si  B  chocara  con  A  con 
una  velocidad  rz  C ,  la  velocidad  de  A  después  del  choque 
sería  =  -—^  (  223  );  ysl-^  fuera  á  chocar  con  B 
con  la  misma  velocidad  =:  £7 ,  la  velocidad  de  B  después 
del  choque  sería  =:  —^  5  por  consiguiente  después  del 
choque  la  velocidad  de  ^  sería  á  la  de  B  ::  ;—  :  ~^y 
esto  es  ::  .^:  i?,  es  á  saber  respectivamente  como  lo$  cuer- 
pos,  ó  como  el  número  de  los  muelles.  De  esto  nada  se 
sigue  contra  nosotros  y  porque  la  fuerza  del  mobil  no  es 
como  la  fuerza  motriz  ,  sino  como  el  producto  de  la  masa 
por  la  velocidad.  La  acción  no  se  hace  sino  para  quitar  el 
obstáculo  $  y  como  un  obstáculo  menor  se  vence  con  mas 
facilidad  que  otro  mayor ,  no  todas  las  fuerzas  que  concur- 
ren 
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ren  para  vencer  un  obstáculo ,  se  gastan  en  esto.  De  aquí  JFIg. 
tampoco  se  sigue  que  el  cuerpo  B  con  una  velocidad  zz:  2 
pueda  contraher  quatro  muelles  en  el  mismo  tiempo  que  el 
cuerpo  A  pueda  encoger  dos  con  una  velocidad  como  i  \ 
porque  como  en  esta  contracción  todos  los  elastros  se  resis-^ 
ten  juntos  á  un  tiempo  ,  y  cada  uno  de  ellos  está  contra- 
hido  la  misma  cantidad  ,  y  no  succesivamente  uno  después 
de  otro  y  es  preciso  que  una  fuerza  igual  venza  en  el  mis^ 
mo  tiempo  dos  obstáculos  y  quando  la  otra  no  vence  sino 
uno. 

jSy      \^L  De  lo  dicho  (    383    )  parece  seguirse, 
que  no  estando  lo  elastros  asegurados  en  C  y  aunque  los 
cuerpos  Ay  B  padezcan  presiones  ¡guales  ,  la  restitución 
cíe  los  elastros  comunicaría  mayor  velocidad  á  B  que  á  A% 
porque  ,  según  hemos  dicho  ,  la  fuerza  igual  de  los  elastros 
comunicaría  velocidades  que  seguirían  la  razón  reciproca  de 
las  masas ,  y  por  consiguiente  tanto  mayor  velocidad  comu- 
nicarían al  cuerpo  B  quanto  menor  fuere  respecto  de  A* 
Pero  esta  consecuencia  es  imposible  y  pues  la  fuerza  con  la 
qual  se  sueltan  los  elastros  comunica  una  misma  velocidad  á 
un  obstáculo  mobíl ,  sea  que  se  suelten  mas  pronto ,  ó  mas 
despacio ;  luego  la  serie  de  los  elastros  comunica  al  cuerpo 
B  la  misma  velocidad  que  al  cuerpo  A  y  bien  que  B  ceda 
mas  pronta  ó  ñcilmente  que  A.    Que  la  fuerza  restitutíva 
de  los  elastros  comunique  una  misma  velocidad  á  un  obstá*^ 
culo  mobil ,  sea  que  se  restituya  mas  aprisa  y  ó  mas  despa^ 
cío,  se  prueba  con  un  esperimento. 

Tomjy.  y  Sea 
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Pig.  Sea  JÍÉ  un  péndulo  armado  de  tres  pesos  móbiles  C, 

ii  3  3.  D  ,  -E  ,  estando  dos  muelles  H  y  I  unidos  con  el  peso  JE, 
de  manera  que  quando  el  péndulo  está  en  la  situación  ver- 
tical ,  se  puedan  contraher  por  medio  del  instrumento,  retí* 
niculo  ó  alda villa  F^si  este  retináculo  se  suelta,  los  elastros 
apartarán  el  péndulo  de  la  situación  vertical ,  y  le  harán  an- 
dar un  arco  como  BG.  Si  después  sé  pasa  el  pesó  E  á  e  con 
sus  muelles ,  y  en  el  último  lugar  que  él  ocupaba ,  se  coloca 
el  peso  CtnCyY  estando  otra  vez  todo  en  situación  verti- 
cal se  vuelven  á  contraher  los  muelles  ,  en  soltando  el  reti- 
náculo /  el  péndulo  andará  un  arco  bg  igual  con  el  primero 
BG.  Pero  en  el  segundo  caso  los  elastros  se  dilatan  mas  des- 
pacio, como  consta  por  el  esperimento,  que  en  el  prime-i» 
ro  5  porque  el  peso  en  e  anda  un  arco  mucho  menor  en  un 
mismo  tiempo ,  que  quando  está  en  E ,  pues  si  se  dilataran 
los  muelles  tan  aprisa  como  en  el  primer  cono  le  haría 
iandar  al  péndulo  con  que  está  unido ,  igual  espacio  que  an- 
tes, >  luego  ya  que  no  obstante  esto  en  el  mismo  tiempo  se 
andan  los  arcos  BG ,  y  su  igual  bg ,  aunque  los  elastros  se 
restituyan  con  muy  distinta  velocidad ,  dan  sin  embargo  la 
misma  velocidad  al  péndulo.. 

3  S  5  Resp.  A  dos  cosas  nos  toca  satisfacer  aquí  i  es 
á  saber  al  argumento  y  al  esperimento  con  que  viene  cor- 
roborado» El  argumenta  quedará  respondido  con  considerar 
que  la  fuerza  restitutiva  de  los  elastros  obrando  un  mismo 
tiempo ,  comunicará  una  misma  velocidad  á  un  obstáculo 
que  opusiere  una  resistencia  igual ,  ó  á  un  obstáculo  que 

opon- 
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oponga  una  resistencia  desigual  y  obrando  en  tiempos  des-  Fig* 
iguales.  Pero  la  misma  fuerza  restitutiva  de  los  muelles  obran- 
do tiempos  iguales  no  puede  comunicar  una  misma  veloci- 
dad á  un  obstáculo  que  oponga  una  resistencia  desigual.  £n  13^^ 
el  caso  propuesto  (382  )  los  obstáculos  Ay  B  oponen 
resistencias  desiguales  >  y  por  consiguiente  aunque  los  mue- 
lles obran  igualmente  por  una  y  otra  parte  ^  sin  embargo  la 
restitución  es  mas  pronta  respecto  de  B. 

Por  lo  que  mira  al  csperimento  i  .^  la  restitución  y 
acción  total  de  los  elastros  >  ni  se  hace  e'n  tiempos  iguales, 
hi  es  tampoco  igual.  2.^  la  resistencia  del  péndulo  es  tam- 
bién desigual.  Para  probarlo ,  supongamos  que  se  aplique  el  x  3  4, 
elastro  BOF  muy  contraliido  al  principio ,  y  que  sea  tan 
violenta  su  restitución  que  dilatándose  hasta  F  ^  eche  el 
péndulo  hasta  /  en  un  tiempo  7 ,  por  egemplo.  Como  el 
péndulo  se  puede  mover  al  rededor  de  A  como  si  fuese  un 
apoyo  ,  se.  puede  considerar  como  una  palanca  cargada  con 
los  tres  pesos  propuestos  \  estos  pesos  se  mueven  con  mas  fa- 
cilidad ,  5i  la  potencia  cuyo  oficio  hace  el  elastro  está  apli- 
cada  en  B  ,  que  si  está  aplicada  en  C  >  como  lo  probare- 
mos  muy  en  breve.  Por  consiguiente,  si  la  acción  del  elas- 
tro que  se  relaja  en  £  después  de  haber  estado  muy  contrahi* 
do ,  fuese  v.  g.  como  V ,  tal  que  comunique  al  péndulo  una 
velocidad  con  la  qual  en  la  mitad  del  tiempo  T  pueda  an- 
dar el  arco  BG  ,  en  virtud  de  la  misma  acción  aplicada  en 
C  del  elastro  que  se  restituye  de  la  suma  contracción ,  en 
el  primer  instante  el  péndulo  por  oponer  mayor  resisten^ 

V  2  cía 
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Fig.  cía  no  adquirirá  la  misma  velocidad  sino  otra  menor.  Pero 
ya  que  estando  el  elastro  aplicado  en  B  la  velocidad  que 
el  péndulo  adquiere  por  la  primera  acción  del  elastro  es 
mayor  que  quando  se  aplica  el  elastro  en  C  5  estando  el 
péndulo  en  ^  ^  la  segunda  acción  del  elastro  BNM  re^ 
pecto  del  péndulo  será  menor  que  la  segunda  acción  del 
elastro  CKD  quando  está  el  péndulo  en  D  y  por  ser  menor 
la  diferencia  entre  la  velocidad  del  péndulo  ,  y  la  del  elas^ 
tro  quando  obra  en  By  que  quando  obra  en  Z>,  y  la  acción 
de  una  potencia  impelente  que  obra  en  un  cuerpo  ^  es  pro- 
porcional  á  la  diferencia  que  hay  entre  la  velocidad  del 
cuerpo  9  y  la  de  la  potencia.  Todo  esto  es  también  cierto 
respecto  de  todas  tas  acciones  intermedias  entre  C  y  E, 
y  entre  By  Fi  por  lo  qual  aunque  la  acción  primera  en  B 
y  C  sea  igual  y  no  obstante  las  intermedias  desde  C  á  £  se* 
xán  mucho  mayores  que  las  intermedias  desde  B  áF.  Por 
consiguiente ,  no  es  de  estrañar  que  por  la  acción  total  ma- 
yor en  CE  y  un  péndulo  que  mas  se  resiste  en  el  tiempo  to- 
tal Tande  un  arco  CU  ó  BI  y  en  el  qual  por  la  acción  to- 
tal menor  en  BF  el  mismo  péndulo  que  opone  menor  re- 
sistencia ,  andará  el  mismo  arco  CH  ó  BI. 

13  5*  3^7  ^^^  Supongamos  que  sea  tal  la  velocidad  del 
cuerpo  jÍ  que  con  ella  pueda  andar  en  un  tiempo  dado  el 
e^acio  AC:=z  CG  $  si  dicho  cuerpo  encuentra  en  C  otros 
dos  cuerpos  iguales  y  elásticos  Jff  y  D  ,  les  comunicará  res- 
pectivamente movimientos  en  las  direcciones  CE  y  CFjpor 

manera  que  estos  dos  móbUes  llegarán  á  £  y  F  en  el  mismo 

tiem- 
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tiempo  ique  A  llegó  á  C ,  ó  llegaría  desde  C  á  G  ,  si  no  en-  Flg. 
contrase  obstáculo  alguno  9  pero  las  velocidades  con  que  B 
y  D  andan  juntos  los  espacios  CE  y  CF  son  mayores  que  la 
velocidad  AC  ó  CG  $  luego  la  fuerza  AC  comunicará  una 
fuerza  mayor  que  ella.  Como  de  esto  mismo  se  sigue  que  la 
fuerza  no  es  como  la  simple  velocidad  AC  >  es  preciso  que 
sea  igual  al  producto  de  la  masa  por  el  quadrado  de  la  ve** 
locidad* 

388  Resp^  Aunque  de  todo  lo  dicho  hasta  aquí  s6 
puede  inferir  la  respuesta  á  ctio.  argumento  ^  nos  detendre- 
mos sin  embargo  en  satisfacerle  por  menor.  Por  de  contar 
do  convienen  con  nosotros  los  Partidarios  de  las  fuerzas  vi- 
.vas  en  que  la  fuerza  que  choca  oblicuamente  produce  siem- 
pre menor  efecto  que  la  que  choca  directamente.  Todos 
convienen  ^  por  egemplo ,  en  que  la  fuerza  con  que  el  mo- 
bil  B  cuya  velocidad  es  AB  dá  en  el  plano  DE ,  es  á  la 
fuerza  con  que  dá  en  el  mismo  plano  un  mobll  igual  C  que  ^  3  ^* 
se  mueve  con  la  misma  velocidad ,  como  AC  es  á  AB.  Si 
esto  es  verdad  respecto  de  la  fuerza  chocante ,  lo  ha  de 
ser  también  respecto  de  qualquiera  fuerza  contraria  y  ac^ 
tiva  ,  y  aun  de  qualquiera  oposición  5  porque  es  cierto  que 
un  cuerpo  puesto  en  la  misma  dirección  de  otro  que  se  mue- 
ve y  se  le  resiste  mas  que  el  que  está  en  una  dirección  obli- 
cua,  y  que  opone  tanto  menor  resistencia  al  movimiento 
del  primero  quanto  mas  oblicua  es  la  dirección,  que  se  mi- 
de por  el  ángulo  que  forma  la  dirección  que  sigue  después 
del  choque  el  cuerpo  que  antes  estaba  en  reposo ,  con  la 

Tomjy'.  y  3  di- 


/ 


31  o;  ELEMENTOS 

Tíg.  (Üreccíon  que  tenia  et  cuerpo  chocante.  Así  el  mobll  S 
137.  opone  mucho  menor  resistencia  al  movimiento  del  cuerpo^ 
cuya  dirección  es  CD  y  si  S  después  del  choque  sigue  la  di* 
lección  BE ,  que  si  le  chocara  de  modo  que  después  del 
choque  hubiese  de  seguir  la  dirección  j4D.  Así  como  hay 
cierto  modo  de  chocar  con  los  planos  proporcional  í  la  obli^ 
cuidad  del  mobil  chocante ,  hay  también  en  los  cuerpos  en 
.  reposo  cierto  modo  de  oposición  ó  resistencia  que  pende  de  su 
situación ,  ct{ya  resistencia  es  mayor  ó  menor  ,  según  fuere 
la  dirección  del  movimiento  que  han  de  adquirir  mas  ó  me^ 
nos  oblicuo  ,  y  es  proporcional  á  su  situación. 

3  8  p  Todo  esto  presupuesto  es  constante  que  el  im- 
tx6  P^^^^  ^^^  mobil  en  el  plano  DE  será  el  mismo  en  estos  tre$ 
casos.  I  «^  Quando  el  mobil  B  le  diese  oblicuamente  con 
la  velocidad  AB.  2.^  Quando  el  mismo  ú  otro  igual  le 
diese  directamente  con  la  velocidad  AC^  3  «^  Quando  otro 
mobil  que  tenga  con  el  mobil  ií  ó  Cía  misma  razón  que 
AC  con  AB  ,  le  diese  directamente  con  la  velocidad  AB. 
Porque  si  llamamos  M  este  tercer  mobil  será  en  virtud  de 
esto  M:  Cr.  AC :  ABy  y  JU  x  AB  =r  C  x  AC.  También 
.]  2  f  ^  es  cierto  que  el  mobil  A  esperimentará  la  misma  resistencia 
moviéndose  con  la  velocidad  AC  en  los  tres  casos  siguien* 
tes.  I  .^  Si  chocase  con  dos  móbiles  iguales  con  el  mismo  j^, 
que  hayan  de  seguir  después  del  choque  las  dos  direccio* 
nes  oblicuas  CE  y  CF.  2 .®  Si  chocare  con  otros  dos  igua- 
les que  hayan  de  andar  la  CH ,  6  la  mitad  de  AC^  6  la  mi- 
tad de  CG.   3  «^  Si  chocase  con  otros  dos  tales  que  cada  uno 
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de  ellos  tenga  con  A  la  misma  razón  que  CE  con  AC  ó  CG,  Fig, 
Impeliéndoles  directamente  acia  CI  igual  á  CE  ó  CF.  Pero 
en  el  segundo  y  tercer  caso  se  haría  el  impulso  hasta  H  ó 
/  5  luego  también  en  el  primer  caso  se  haría  el  impulso  en  el 
mobil  B  hasta  £ ,  y  en  el  mobll  D  hasta  F  y  porque  no  es 
mayor  la  resistencia  sea  que  ambos  se  muevan  acia  CE^ 
sea  que  el  uno  se  mueva  acia  CE  y  y  el  otro  acia  CFy  una 
vez  que  ambos  móbiles  se  consideran  como  un  obstáculo 
único.  Aquí  conviene  hacerse  cargo  de  que  los  espacios  CE 
y  CF  se  han  de  considerar  como  un  espacio  único  CE  ó 
CFy  así  como  ambos  cuerpos  B  y  D  se  consideran  como  un 
obstáculo  único  i  y  al  revés  solo  se  pueden  considerar  como 
distintos  los  espacios  CE  y  CF  y  quando  se  consideran  los 
dos  móbiles  como  dos  obstáculos.  A  no  ser  así,  también  se 
podría  decir  que  si  el  globo  A  anda  un  espacio  qualquie- 
ra  BCy  andaría  dos  espacios  distintos ,  pues  el  emisferio  In-  j  ^  3'^ 
ferior  se  mueve  en  la  dirección  de  la  recta  BC  y  y  el  emls* 
ferio  superior  en  la  dirección  de  la  recta  AD.  Pero  de  lo 
dicho  (205  )  consta  que  qtiando  los  móbiles  B  y  D  1%^^ 
han  llegado  á  £  y  F ,  chocan  con  los  planos  EG  y  FG  del 
-mismo  modo  que  daría  en  él  el  mobil  A  con  la  velocidad 
AC  ó  CG  y  si  llegase  desde  C  iG.   Luego  &c. 

3  p  o      IX,  Imaginemos  finalmente  que  el  cuerpo  C  vá  t  5  $\ 
á  dar  oblicuamente  en  el  elastroX  con  la  velocidad  CLzzzty 
siendo  de  30*^  el  ángulo  de  inclinación  C¿P,  cuyo  seno  CP 
es  (1. 54  2)  la  mitad  del  radio  CL.  Suponemos  que  es  tal  la 
resistencia  del  elastro  que  para  contrahcrle  no  se  necesita* 

1V4  ría 
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Fig.   ría  mas  que  un  grado  de  velocidad  en  el  cuerpo  ^  s!  te  hi- 
riera perpendicularmente.  Veamos  qué  ha  de  suceder  des- 
pués del  choque  oblicuo  del  cuerpo  C  con  el  elastro  L.  Ya 
que  el  movimiento  en  la  dirección  CL  se  compone  de  los  dos 
movimientos  CP  y  PL ,  y  CP  que  es  la  dirección  en  virtud  de 
la  quaí  el  cuerpo  dá  directamente  en  el  mueile  L ,  espresa  la 
mitad  de  la  velocidad  del  cuerpo  acia  CL ;  se  consumirá  el 
movimiento  CP  ,  después  de  contrahido  el  elastro  ,  quedán- 
(dole  al  cuerpo  no  mas  que  la  velocidad  y  dirección  PL,  Por- 
que será  lo  propio  que  si  el  cuerpo  C  hiriera  directamente  el 
obstáculo  con  la  velocidad  CP,  pues  el  elastro  puede  destruir 
dicha  velocidad  ,  según  hemos  supuesto.    Por  consiguiente, 
si  prolongamos  la  PL  hasta  M  y  de  modo  que  LMzzz  PL 
Ez:  V^  3  ,  pues  se  supone  Cü  rr  a  ,  é  imaginamos  en  M  otro 
elastro  semejante  al  primero  que  forme  con  LM  el  ángulo 
JLMQ^,  cuyo  seno  Zj2=  CP=  i  ;  es  evidente  por  la  mis- 
ma razón ,  que  el  cuerpo  C  después  de  contrahido  el  elastro 
Ly  contraherá  el  elastro  ^íf  después  de  perdido  el  movimien- 
to en  ki  dirección  LQ  ,  quedándose  con  el  movimiento  Q,M. 
Si  se  prolonga  QM  hasta  N  de  modo  que  sea  MN  =  fiilf 
s=  1/2  ,  y  se  coloca  en  N  otro  elastro  semejante  que  for- 
tne  con  MN  el  ángulo  MNR  semirecto ,  en  virtud  de  lo 
¡qual  sea  otra  vez  MR  =  CP  =  i  }  es  evidente  también 
que  el  movimiento  JIÍR  se  gastará  todd  en  contraher  el  elas- 
tro N  y  prosiguiendo  el  cuerpo  moviéndose  en  la  dirección, 
y  con  la  velocidad  RN=i  i .  Finalmente  si  con  esta  velo- 

icidad  residua  el  cuerpo  diere  perpendicularmente  en  el  elas- 
tro 
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tro  O ,  gastará  en  doblarle  toda  la  fuerza  que  íc  quedare ,  y  Fig* 
se  quedará  en  reposo.  En  virtud  de  esto  parece  evidente 
que  la  fuerza  del  cuerpo  C  habrá  sido  tal  que  con  ella  so* 
la  habrá  podido  contraher  quatro  muelles  tales  que  para 
contraher  cada  uno  de  ellos  se  requiere  la  mitad  de  la  ve- 
locidad de  un  cuerpo  igual  á  C ,  y  por  consiguiente  yá 
que  el  efecto  de  este  es  quatro  veces  mayor  que  el  efecto 
del  otro ,  es  también  evidente  que  la  fuerza  de  un  cuerpo 
cuya  velocidad  es  de  dos  grados  es  quádrupla  de  la  fuerza 
del  mismo  cuerpo  ,  ó  de  otro  igual  que  tuviese  una  velocl- 
dad  de  un  grado  no  mas» 

391  Resp.  A  este  argumento  se  satisface  facitmen-> 
te.  Porque  la  fuerza  PL  con  la  qual  el  cuerpo  dá  en  d 
clastro  L  y  no  es  la  reñdua  de  CL  después  de  destruida 
CP  y  sino  una  fuerza  compuesta  de  CL  ,  y  de  ta  reacción 
idel  dastro  L  j  que  es  igual  á  CP.  Lo  mismo  se  ha  de  decix 
íde  los  demás» 

Del  principio  de  la  Conservación  de  las  Fuerzas  vivas-^ 

3  p  2  Entre  muchas  consecuencias  que  se  infieren  de 
la  igualdad  entre  el  movimiento  perdido  >  y  el  movlmienf- 
to  ganado  (212)  hay  una  que  ,  bien  que  no  sea  ab- 
solutamente general  ^  abraza  una  infinidad  de  casos  ,  y  ha 
servido  con  la  mayor  felicidad  para  resolver  varias  cuev- 
tiones  de  Dinámica.  Esta  consecuencia  es  la  de  la  Consep^ 
vacian  de  la  Fuerzas  vivas ,  y  una  ley  que  se  verifica  eii 
lalgunas  circunstancias  d^l  movimiento  de  los  cuerpos. 

Quan- 
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Fig.  Quando  muchos  cuerpos  obran  unos  en  otros ,  sea  que 

tiren  unos  de  otros  por  medio  de  hilos  ó  varas  inflexibles, 
sea  que  se  impelan  unos  á  otros  ^  con  tal  que  en  este  último 
caso  sean  perfectamente  elásticos  y  no  espcrimentando  el  sys« 
tema  la  acción  de  ninguna  causa  aceleratriz  s  la  suma  de 
los  productos  de  las  masas  por  los  quadrados  de  las  veloci- 
dades es  una  cantidad  siempre  constante  todo  el  tiempo  que 
dura  el  movimiento.  Pero  si  el  systema  esperimenta  la  ac« 
cion  de  fuerzas  aceleratrices  ,  la  suma  de  los  productos  de 
las  masas  por  los  quadrados  de  las  velocidades  á  cada  ins« 
tante  es  igual  á  la  suma  de  los  productos  de  las  masas  por 
los  quadrados  de  las  velocidades  iniciales ,  mas  á  la  suma 
de  los  productos  de  las  masas  por  los  quadrados  de  las  ve^ 
locidades  que  dichas  masas  hubieran  adquirido  desde  el 
principio  del  movimiento ,  si  cada  una  de  ellas  se  hubie-» 
re  movido  libremente  en  la  curva  que  ha  trazado  en  yir^ 
tud  de  su  movimiento  forzado. 

393  Hemos  de  demostrar  esta  ley ,  y  nos  ceñiremos 
á  probar  que  siempre  se  verifica  en  el  choque  directo  de 
los  cuerpos  elásticos.'  Hemos  ,  pues ,  de  demostrar  que  sea 
^ue  dos  cuerpos  elásticos  AyB  caminen  ambos  acia  una  mis^ 
ma  dirección  antes  del  choque  y  sea  que  vi^a  el  uno  acia  el 
€tro  j  la  suma  de  los  productos  de  las  masas  por  los  quadrados 
de  las  velocidades  después  del  choque  siempre  será  igual  á  la 
-suma  de  los  productos  de  las  masas  por  los  quadrados  de  las 
velocidades  antes  del  choque. 

Porque  z  .^  Quando  ambos  cuerpos  caminan  antes  del 

choi 
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choque  áciá  una  misma  parte,  la  suma  de  los  productos  de  FIg< 
las  masas  por  los  quadrados  de  las  velocidades  después  del 

choque  es  (224)  A[_ — ^;¡:^ — J  -*"^L — ^^=í3 ^J ^ 

cuya  cantidad  se  transforma  después  de  hechas  todas  las  re« 
ducciones  en  AW-^r  Sw  ,  que  es  la  suma  de  los  produc- 
tos de  las  masas  por  los  quadrados  de  las  velocidades  antes 
del  choque.  2.^  Si  los  dos  cuerpos  van  al  encuentro  uno 
de  otro  y  la  suma  de  los  productos  de  las  masas  por  los  qua« 
drados  de  las  velocidades  después  del  choque  será  (226) 

A[^ — A^iB — ^J  -+-  ^L — ^Sm^^ — J  7  cuya  espresion  se 
reduce  igualmente  á  Af^f^  H-  Bw. 

Del  Rozamiento  en  general. 

'3  p  4  La  superficie  de  los  cuerpos  ^  aun  de  los  m^ 
tittitüdos  ,  está  empedrada  ,  como  suelen  decir  ,  de  una  in« 
unidad  de  asperidades  a  eminencias  ^  y  acribillada  de  mu« 
chísimos  poros  ó  huecos.  Quanda  un  cuerpo  descansa  so- 
bre otro  9  las  partes  salientes  del  uno  se  introducen  en  los 
poros  ó  huecos  del  otro  $  y  para  sacar  las  unas  de  dentro 
de  las  otras  se  necesita,  indispensablemente  alguna  fuerza*. 
La  resistencia  que  resulta  de  esta  propiedad  de  los  cuer- 
pos se  W^smU,  Fuerza  del  Rozamiento^ 

3  p  y  Hay  dos  especies  principales  de  rozamiento  5  es 
i  saber  el  rozamiento  de  ios  cuerpos  que  no  hacen  mas  que 
tesbalarse  unos  por  otros ,  y  el  de  los  cuerpos  que  ruedan. 
Bl  rozamiento  de  la  primera  especie  es  mucho  mas  fuerte 
<]ue  el  de  la  segunda  ^  {>orc}ue  en  el  primer  caso  no  es  po^ 

/  SÍ-i 
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Flg.  siblc  hacer  correr  el  cuerpo ,  á  no  ser  que  se  le  levante 
un  poco  verticalmente  para  sacar  las  eminencias  de  dentro 
de  las  cavidades ,  ó  sin  quebrantar  las  puntas  ^  en  virtud 
de  un  movimiento  que  las  sea  perpendicular  s  pero  en  el 
segundo  caso  el  movimiento  de  rotación  coadyuva  por  si 
á  desprender  las  eminencias  de  las  concavidades ,  y  hace 
correr  ó  resbalar  el  cuerpo  como  por  un  plano  inclina- 
<lo.  La  rueda  de  un  carro  ó  cociie  que  anda  esperimenta 
un  rozamiento  de  la  segunda  especie.  Por  lo  mismo  cami-- 
na  con  mas  velocidad  que  si  no  hiciera  mas  que  resbalar 
sin  dar  vueltas.  Por  este  motivo  quando  algún  carruage  ha 
de  bajar  por  una  cuesta  algo  empinada  ^  se  sujetan  sus  rue- 
das para  que  no  rueden  ,  con  lo  que  crece  el  rozamiento 
y  tt  contrarresta  el  movimiento  que  la  pesantez  comunica 
al  carruage  á  lo  largo  del  plano  inclinado. 

395  En  algunos  casos  se  juntan  las  dos  especies  de 
rozamiento ,  y  resulta  un  rozamiento  mixto ;  esto  sucede 
qúando  hay  á  uh  tiempo  resbalamiento  y  rotación  en  los 
cuerpos  que  se  rozan  uno  con  otro.  Tal  es  el  rozamiento 
del  ege  de  una  rueda  con  el  cubo.  Supongamos  ,  por  egem- 

X40.  pío  ,  que  una  rueda  axy  ruede  por  el  terreno  orizontal  j4B^ 
yendo  desde  A  acia  B  5  y  supongamos  que  quando  ha  llegado 
áJ?  haya  dado  una  vuelta, por  manera,  que  habiéndose  apli- 
cado todos  los  puntos  de  su  circunferencia  sobre  la  recta  AB^ 
las  dos  lineas  sean  iguales  una  con  otra.  Es  evidente  que 
en  el  terreno  no  habrá  mas  rozamiento  que  de  la  segunda 
especie.  £s  también  evidente  que  todos  los  puutos  c  y  e  del 

ege 
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ege  efi  que  no  tiene  mas  que  un  movimiento  progresivo,  Fíg. 
y  ninguno  de  rotación  ,  andan  rectas  cq  ,  ep  iguales  y  pa- 
ralelas á  JÍB  con  velocidades  Iguales  á  la  velocidad  de  ro- 
tación del  punto  ^  de  la  circunferencia  as^.  Y  como  el 
punto  tn  del  cubo  mgb  rueda  con  una  velocidad  menor  quie 
la  del  punto  a ,  en  razón  de  cm  i  ea  y  es  patente  que  el 
punto  e  del  ege  resbala  continuamente  por  el  punto  coc- 
respondiente  del  cubo.  De  donde  resulta  que  en  dicho  lur 
gar  hay  dos  movimientos  ^  el  uno  de  rotación  >.  y  el  otro 
de  resbalamiento ,  ó  solo  un  movimiento  compuesto  de  los 
dos  primeros ;  hay ,  pues ,  también  dos  rozamientos ,  el  uno 
de  rotación  ,  y  el  otro  de  resbalamiento ,  ó  solo  un  rozar 
miento  compuesto  de  los  otros  dos* 

397  No  deja  de  haber  hombres  de  bastante  cono^ 
cimiento  en  punto  de  máquinas  y  que  consideran  como  nulo 
el  rozamiento  de  la  segundaespecie,y  creen  que  una  máqui- 
na cuyas  partes  no  resbalasen  de  ningún  modo  unas  por  otras, 
se  debería  considerar  como  libre  de  cozamienio»  Pero  esto 
es  un  error  >  porque  es  evidente  que  en  el  rozamiento  de 
la  segunda  especie  >  las  puntas  no  pueden  desenredarse  de 
entre  las  cavidades  ^  sin  que  el  cuerpo  trepe  á  cada  instan- 
te por  un  plano  inclinado  ,  y  sin  que  por  lo  mismo  se  le-* 
vante  un  trecho  igual  á  la  altura  de  dicho  plano  inclina- 
do y  sea  por  otra  parte  tan  pequeña  como  se  quisiese  res* 
pecto  de  lo  que  coge  de  largo  la  cuestedlla.  De  donde  se 
sigue  que  esta  especie  de  rozamiento  ha  de  consumir  por 
precisión  parte  de  la  fuerza  motriz.  Esto  manifiesta  que  si  141, 

un 
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Fig.  un  círculo  axyz  puesto  encima  de  un  plano  inclinado  y  en- 
141.  trcgado  al  impulso  de  la  pesantez  y  baja  rodando  y  pierde 
parte  de  la  velocidad  que  la  pesantez  intenta  por  sí  comu- 
nicarle. Porque  representemos  su  gravedad  por  la  vertical 
cpy  y  resolvamos  esta  fuerza  en  otras  dos  cr ,  cq  la  una 
perpendicular ,  y  la  otra  paralela  á  la  longitud  del  plano 
inclinado  HGI.  Como  la  primera  se  consume  ,  el  cuerpo 
bajará  por  solo  el  impulso  de  la  segunda  i  y  como  la  di- 
rección de  esta  fuerza  divide  el  cuerpo  en  dos  partes  xaZy 
xyz ,  de  todo  punto  iguales ;  es  evidente  que  el  espresado 
círculo  ,  al  tiempo  de  bajar  ,  trazaría  simplemente  la  recta 
bg  igual  y  paralela  á  HG  ,  y  no  rodaría  ,  si  no  esperimen- 
tára  ningún  rozamiento  en  a.  Pero  en  el  estado  natural  de 
las  cosas ,  por  mas  tersas  y  bruñidas  que  estén  las  dos  su- 
perficies ,  hay  en  a  un  continuo  engargante  de  las  puntas 
con  las  cavidades ,  de  donde  se  origina  un  rozamiento  que 
hemos  de  considerar  como  una  fuerza  dirigida  en  la  dirección 
de  GH  y  y  que  siendo  por  consiguiente  Contraria  á  la  acción 
de  la  fuerza  cq  ,  destruye  indispensablemente  parte  de  ella. 
3  P  8  Bien  que  no  sea  una  misma  la  cantidad  de  las 
dos  especies  de  rozamiento^  es  fácil  columbrar  que  han  de 
seguir  con  corta  diferencia  unas  mismas  leyes.  Porque  en 
ambos  casos  se  puede  comparar  la  resistencia  con  la  de  un 
cuerpo  que  es  preciso  levantar  un  poco  >  y  que  en  el 
primer  caso  es  mayor  que  en  el  segundo.  Es  ,  pues  ,  cons- 
tante ,  y  nos  lo  enseña  la  esperiencia  ,  que  se  dismi- 
nuirá uno  y  otro  rozamiento ,  sea  bruñiendo  las  superfi- 
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cíes  de  los  cuerpos  que  se  rozan  ,  sea  untándolas  con  algu-  Flg. 
na  materia  gorda  y  pegajosa  que  tape  sus  cavidades.  Tam-* 
bien  manifiesta  la  esperiencia,  que  siendo  igual  todo  lo  de- 
más y  el  rozamiento  entre  materias  de  una  misma  especie 
es  mayor  que  entre  materias  de  diferentes  especies  5  quiero 
decir  y  por  egemplo  y  que  el  rozamiento  del  cobre  con  el 
cobre  es  mayor  que  el  del  cobre  con  el  hierro.  Esto  se  es- 
plica  con  decir  que  entre  materias  de  una  misma  especie, 
estando  las  superficies  igualmente  llenas  de  puntas  y  cavi- 
dades ,  el  contacto  es  mas  inmediato  ,  y  las  puntas  se  intro- 
ducen mas  en  las  cavidades  ,  que  quando  las  materias  son 
de  distinta  especie» 

3  p  p  Hay  otra  circunstancia  de  un  género  particular 
que  ocasiona  diferencias  notables  en  el  rozamiento  y  cuya. 
circunstancia  consiste  en  el  tiempo  que  los  cuerpos  cstiti 
aplicados  unos  sobre  otros»  Se  ha  observado  que  dejando 
mucho  tiempo  dos  superficies  una  encima  de  otra  y  su  ro**- 
zamiento  llega  á  ser  mayor  que  en  los  primeros  instantes; 
sea  que  una  presión  mas  continuada  introduzca  las  puntas 
mas  adentro  de  las  cavidades ,  sea  porque  en  general  al- 
guna causa  física  pega  y  digámoslo  así  y  mas  estrechamente 
4ina  con  otra  las  dos  superficies»  Pero  nada  se  sabe  de  cier- 
to  y  preciso  acerca  de  la  ley  que  sigue  este  aumento  del 
rozamiento  y  ni  acerca  del  tiempo  que  dura» 

400      Han  disputado  mucho  tiempo  los  Físicos ,  y  la 

cuestión  no  está  todavía  enteramente  decidida ,  sobre  si  sien- 

do  todo  lo  demás  igual  y  la  mayor  a  menor  estension  de  las 
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Fig*  superficies  por  donde  dos  cuerpos  se  tocan ,  contr&íuye  para 
el  aumento  del  rozamiento.  Unos  pretenden  que  el  raza^ 
miento  es  simplemente  proporcional  á  la  presión ,  esto  es, 
á  la  fuerza  que  aplica  las  dos  superficies  una  encima  de 
otra  j  y  no  pende  de  su  situación  y  alegando  algunos  es- 
perimentos  i  favor  de  su  opinión.  Otros  piensan  lo  con-- 
erario  ^  y  afirman  que  no  siguen  los  rozamientos  la  ra* 
9on  de  las  presiones  >  tampoco  les  faltan  á  estos  esperi« 
mentos  con  que  autorizar  su  dictamen  ^  bien  que  son  en 
corto  número  >  y  se  han  hecho  sin  atender  á  algunas  cir- 
cunstancias necesarias ,  por  lo  qual  no  bastan  á  termi- 
nar la  controversia.  Nosotros  nos  inclinamos  á  creer  lo 
propio  que  los  primeros  y  pero  con  algunas  restricciones  que 
declararemos  y  después  de  propuestas  las  razones  en  que  se 
fundan. 

401  Las  puntas  de  que  están  armados  los  cuerpos  y  sí 
pueden  considerar  y  según  dichos  Autores  y  ó  como  peque- 
nos  cuerpos  duros  incapaces  de  doblarse ,  ó  como  pequeños 
muelles  que  se  contrahen  quando  algún  peso  los  compri- 
me. Pero  i.^  si  miramos  las  puntas  como  cuerpos  duros, 
se  echa  de  ver  que  para  separar  las  dos  superficies  y  se  ha 
de  levantar  la  una  de  ellas  y  y  que  solo  estorva  levantarla 
el  peso ,  y  no  la  estension  de  la  superficie.  Verdad  es  que 
siendo  grande  la  superficie  habrá  mas  puntas  introducidas, 
que  quando  fuere  menor  >  pero  se  introducirán  menos  pro- 
fundamente que  en  esta  ,  cabalmente  en  la  misma  razón  de 
la  estension  de  las  superficies  $  porque  la  presión  que  causa 
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ei  engargante  siendo  siempre  una  misma ,  el  engargante  ten  Hg. 
tal  ha  de  ser  también  siempre  d  mismo.  2  .^  Si  considera^ 
mos  las  puntas  como  muelles  pequeños  que  se  han  de  con^ 
trahec ,  también,  será  el  rozadiietítQ  proporciónala  la  pre? 
sion.  Porque  quanto  mayor  fuere  la  presión  y  tapto  mas  con« 
traherá  los  muelles.»  y  tanto  mas  por  lo  mismo  estos  se  le 
cesistiránw  Qiiando.  se  aumenta  la  superficie  permaneciendo 
siempre  una  misma  la  presión >  los. muelles  están  tanto  me* 
nos  contrahidos  quanto  mayor  es  su  número  i  y  la  fuerza 
que  en  ambos  casos  consumen  los  resortes. ,  ha  de  ser  la  mis* 
ma  y  y  siempre  .{^opcircional  á  la  presión.       . 

402  Confesamos  que  son  muy  plausibles  estas  razo« 
Hes  ,  pero  no  son  demónstriuiva$.  Solo  prueban  quando  mas» 
hablando  con  todo  rigor  ^  respecto  de  materias  cuyas  par* 
tes  están  intimamente  unidas  unas  ^otji  otras »  sean  dichas 
tnaterias.dur^s  Q  eIásticais«.:Pei;o$i  las  puntas  de:  las  super* 
iici¿s  se  quiebran  al  rozarse  unas  con  otras  ,  el  número  de 
dichas  puntas  que  es  proporcional  á  las  superficies »  au- 
mentará la  resistencia  del  toz^fniento  5  y  la  esperiencia 
concuerda  con  esta  ilación.  .Hemos  de  prevenir  que  aun 
entonces  mismo  la  mayor  ó  menor  presión  es  la  causa  que 
quebranta  mas  ó  menos  las  puntas  de  las  superficies ,  y  que 
por  consiguiente  coadyuva  al  rozamiento  con  mas  eficacia 
que  la  estension  de  las  superficies.  Lo  que  se  debe  inferir 
de  todo  esto  es  c^ue  la  presión  es  el  principat  y  bien  que  no 
el  único,  elemento  del  rozamiento.  Hay  todavía  un  caso 
al  qual  no  se  aplica  la  bypQtesis  de  set  el  tOTamiemo  pro- 
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]?Ig*  porclonal  á  U,  presión ;  es  el  de  an  caerpo  puntiagudo  ó 
cortante  que  se  mueve  por  un  plano;  porque  entonces  la 
punta  ó  corte  ara  el  plano ,  y  lesperimenta  de  su  parte  una 
resistencia  que  no  es  de  igual  naturaleza  que  el  rodamien- 
to ordinario. 

403  Parece  á  primera  vista  que  la  velocidad  debería 
también  aumentar  el  rozamiento  h  porque  quanto  mas  veloz 
se  mueve  un  cuerpo  >  tanto  mayor  €¡s  el  numera  de  las  pun- 
tas que  se  han  de  desembarazar  1  ó  de  los  muelles  que  es 
preciso  contraher.  Se  han  iiecho  esperlmentos  que  al  ^pare* 
cer  prueban  que  el  rozamiento  de  los  cuerpos  en  movi- 
miento es  con  efecto  proporcional  á  su  velocidad.  Sin  em** 
bargo  puede  suceder  que  la  velocidad  no  aumente  sensi- 
blemente el  rozamiento  5  porque  si  por  un  lado  al  paso  que 
crece  la  velocidad  hay  mas  puntas  que  desembarazar  ,  ó 
ttias  muelles  que  contráher /puede  suceder  poc  otro  lado 
que  dicha  mayor  velocidad  no  le  dé  á  la  presión  el  tiem- 
po de  introducir  las  puntas  en  las  cavidades ,  tan  adentro 
como  lo  consentiría  una  velocidad  menor.  Y  parece  que  una 
'diminución  de  engargante  ha  de  causác  una  diminución  de 
rozamiento*  Ni  la  teóiíica)  ni  la  esperiencia  se  han  esplica* 
(do  toxlavia  con  bastante  claridad  sobre  estos  puntos. 

404  Quando  apreciáremos  mas  adelante  el  rozamien- 
to en  las  máquinas  que  esíáú  para  mov^se ,  supondremos 
que^  las.  superficies  que  se  tozan  son  bastante  duras  y  gran^- 
«des.  para  poder  considerar  el  rozamiento  como  sensiblemen- 

^  proporcional  á  la  presión.  Esta  hypótesls  ^  poede  ad^ 
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mltír  en  íá  mayor  parte  4e  las  máquinas  y  y  particularmen-  Flg. 
te  en  las  máquinas  en  grande ,  en  las  quales  las  piezas  que 
padecen  el  rozamiento  son  por  lo  regular  de  metal ,  y  se 
pone  cuidado  en  que  no  rocen  por  puptas^  ni. por  cortes. 

405  Pero  aunque  supongamos  el  rozamientp  propor-r 
cional  ála  presiQn^  no  pretendemos  que  sea  siempre  una  mis- 
ma la  razón  entre  estas  dos  fuerzas.  Varía  según  son  mas  ó 
menos  bruñidas  las  superficies.  En  los  cuerpos  que  se  resba^ 
lan  sin  rodar  ,.el  rozamiento  puede  ser  el  tercio  ,  el  quarto 
ú  otra,  parte  qUalquiera  de  la  presión  i  en  esto  no  hay  nad^ 
fijo  9  y  pende  del  grado  de  lisura  que  tienen  las  superficies.  En 
los  cuerpos  que  ruedan ,  el  rozamiento  es  mucho  menor  con« 
fbrmb  llevamos  dicbo^  puede  ser  la  sexta ,  octava  y  &c.  par^ 
te  de  la  presión  ,  segun  fueren  las  superficies  mas  ó  menos 
duras  y  lisas.  Por  consiguiente  esta  espresion  el  rozamiento 
€s  proporcional  á  la  presión  y  significará  que  la  resistencia 
del  tozainiento  es  igual  á  cierta  parte  de  la  fuerza  que  aprie- 
ta una  contra  otra  las  dos  superficies  que  se  rozan  y  y  sola 
pende  de  dicha  fuerza  combinada  con  el  grado  de  lisura 
de  las  superficies ,  y  en  ninguna  manera  de  su  estension. 

405  Todo  esto  presupuesto  y  veamos  cómo  después 
de  determinada  la  cantidad  del  rt>zamiento  respecto  de  una 
especie  de  materia  conocida  y  se  puede  inferir  en  general  el 
efecto  que  causará  en  una  máquina  ó  en  un  movimiento 
propuesto. 

Sirva  de  primer,  egemplo  el  peso  P  puesto  sobre  el  1 4  2 
plano  orizontal  ABy  de  cuyo  peso  tira  el  peso  f¿  parale- 
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Fig,  lamente  á  AB.  Supongamos  que  el  cuerpo  jQ  no  tenga  ca'^ 
balmente  mas  que  el  peso  necesario  para  poner  el  cuerpo  V 
en  términos  de  si  se  escurre  ó  no  se  escurre.  Averigüemos 
qué  razón  ha  de  haber  entre  el  peso  i3  >  y  ^^  íiier¿a  del  rof 
zamlento. 

Desde  el  centro  de  gravedad  G  det  cuerpo  P  tirai^ 
Inos  la  GH  perpendicular  al  plano  AB.  La  gravedad  so^ 
licita  el  cuerpo  P  en  la  dirección  GH ,  y  el  cuerpo  fi  le 
tolícita  en  la  dirección  KD  que  encuentlra  GH  en  iC.  Del 
concurso  de  estas  dos  fuerzas  resulta  otra  fberza  eti  U>dt- 
lección  de  tina  linea  qualquiera  KI  que  encuentra  en  /  el 
plano  orizontal ,  y  esta  fuerza  lio  puede  menos-  de  con» 
sumirse  una  vez  que ^  según  suponemos,  el  cuerpo  P  soío 
está  si  se  mueve  ó  no  se  mueve.  Concibamos  la-  fiíerza 
dirigida  por  KI  ó  KIZ  aplicada  en  el  punto  J ,  y  re- 
suelta en  dos ,  la  una  perpendicular  al  plano ,  la  otra  en 
h  dirección  del  plano  >  qualquiera  se  hará  cargo  de  que 
éstas  fuerzas  serán  de  todo  punto  las  mismas' ^uc  bis  qw 
tenían  las  direcciones  KHy  KD.  A  mas  de  esto,  la  primera 
de  dichas  fuerzas  se  consumirá  evidentemente ,  por  k>  menos 
tí  encuentra  ei  plano  AB  en  algún  punto  /  que  le  sea  co- 
mún con  la  superñcie  del*  cuerpo.  Por  lo  que  mira  á  la  sé* 
gunda  ,  como  está  en  la  misma  dirección  del  rozamiento ,  no 
se  consumirá  sino  en  quanto  fuese  cabalmente  igual  con  k 
fuerza  del  rozamiento  \  luego  es  preciso  que  sea  cabalmen- 
te igual  á  lá  fuerza  del  rozamiento. 

Esto  manifiesta  lo  que  se  ha  de  practicar  para  detev^ 
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minar  el  valor  del  rozamiento  $  se  tomarán  succesivamente  Fíg. 
en  lugar  de  Q  diferentes  pesos  hasta  dar  con  uno  que  pon*- 
ga  al  cuerpo  P  en  términos  de  si  se  mueve  ó  no  se  mué-* 
ve.  Pero  para  no  incluir  en  la  valuación  del  rozamien- 
to  del  cuerpo  P  efectos  distintos  del  que  se  busca  y  será 
preciso  poner  cuidado  i  .^  en  que  la  polea  D  sea  muy  mo« 
bil  j  y  que  el  cordón  KDQ  sea  lo  mas  flexible  que  se  pueda. 
2,^  en  atar  el  cordón  CD  en  un  punto  C  el  mas  Inmediato 
que  sé  pueda  á  la  superficie  AB  5  esta  prevención  es  indis* 
pensable ,  porque,  siendo  igual  todo  lo  demás,  el  punto  /don* 
de  la  fuerza  cuya  dirección  es  KI  encuentra  la  superficie 
AB ,  se  acercará  tanto  mas  al  estremo  S  de  la  base  del  cuerpo, 
y  también  á  caer  fuera  de  dicha  base  ,  quanto  mas  alto  es*» 
tuviere  el  punto  C  respecto  del  plano.  Como  en  el  caso  de 
caer  el  punto  /  fuera  de  la  base  y  la  fuerza  perpendicular 
al  plano  no  se  consumiría  toda  entera ,  resultaría  (177} 
un  movimiento  de  rotación  en  el  cuerpo.  Y  el  rozamlen* 
to  que  entonces  se  determinase ,  podría  discrepar  mu-* 
cho  del  que  se  busca  ,  esto  es ,  de  aquel  que  estorva  el  mo- 
vimiento para  resbalar ,  pues  dando  entonces  el  cuerpo  vuct* 
tas  sobre  una  punta »  esperimentaría  un  rozamiento  mucho 
mayor.  Pero  tomando  el  punto  C  muy  cerca  del  plano  AB, 
siempre  estará  el  punto  /.muy  cerca  del  punto  H ,  y  será 
tanto  menos  de  temer  que  toda  la  presión  se  junte  en  solo 
el  punto  ly. 

407      Si  el  peso  Q  fuese  mayor  que  la  fuerza  del  ro- 
zamiento ,  el  peso  P  se  moverá.  Si  los  cuerpos  que  se  mué-* 
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PIgic  vea  esperimentásen  el  rozamienta  del  mismo  modo  que  los 
que  están  para  moverse  ^  sería  facU  determinar  el  moví* 
miento  de  P  y  Q  al  cabo  de  uti  tiempo  quaiquiera  f .  Con 
efecto ,  si  el  rozamiento,  tuviera  con  la  presión  y  que  en  cstt 
caso  es  el  peso  del  cuerpo  P ,  una  razón  constante  mientras 
dura  el  movimiento  ,  como  pdt  es  la  velocidad  que  dá  la  pe- 
santez en  un  instante ,  Ppdt  sería  la  presión^  y  -^Ppdt  sería 
la  fuerza  del  rozamiento ,  en  el  supuesto  de  ser  ta  presión  al 
rozamiento  como  m  :  n^  Por  consiguiente  coma  la  pesan- 
tez daría  i  Q  la  cantidad  de  movimiento  Qfdt^  no  ta  que- 
daría para  obrar  eficazmente  en  F  mas:  que  la  cantidad 
QPdt  —  ~  Ppdt ,  la  quat  distribuida  conforme  se  practl- 

.    QP^^ — -Ppdt 
ca  (    a  3  3    )^  daría: ^ ,,  que  sena  la  espre- 

Suba  de  la  velocidad,  de  aceleración;  del  cuerpo  Q  ^  <í^^  poí 
consiguiente  se  movería,  coa  ua  movimienta  uniformemen- 

Qp — -Pp 
te  acelerado. ,  ima  vez  que  por  et  supuesto. ^ —  es 


una.  cantidad  coastante..  Luego,  la  velocidad  al  cabo  de  un 

Qp ±pp 

tfempa  quaiquiera:  t  sería: ^ 1 5  de  donde  se  po- 


cfeía  inferir  fácilmente  eí  espacia  atidádó..  Pero,  las:  señas  son 
de  que  el  rozamienta  no  es  constante  quando«  los^  cuerpos 
están  ea  movimiento ,,  y  que  pende  mucho  de  la  veloci- 
dad» ni  tampoco  ha  dicho  la  especienda  hasta  ahora  qual 
jcs:  la  ley  del  rozamieata  resipecto^  de  la  velocidad 
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408  Consideremos  ahora  uri  peso  puesto  encima  de  Fig- 
un  plano  inclinado  ,  y  detenido  por  ^olo  el  efecto  del  ro-  ^  4  3  «^ 
zamlento.  Como  la  acción  <le  la  pesantez  <iij:igida  por  la 
vertical  GZ  que  pasa  por  el  centro  de  gravedad  G  del  cuer« 
po  P,  encuentra  en  /  imo  de  ios  puntos  de  la  superficie 
AB  del  plano  ^  se  ha  de  resolver  allí  en  dos  esfuerzos  ,  «1 
uno  perpendicular  alplano ,  el  otro  tenia  dirección  del  plano. 
£1  primero  se  consumirá  si  el  punto  7  no  estuviere  fuera  de 
la  base  KSi  y  para  que  el  segundo  se  consuma  es  preciso  que 
sea  Igual  á  la  fuerza  del  Tozamiento.  Pero  si  formamos  el 
paralelogramo  7ZZH^  echaremos  de  ver  que  si  IZ  repie^ 
senta  el  peso  de  un  cuerpo,  ///será  la  presión,  é  IL  la 
fuerza  del  rozamiento  >  luego  yá  que  los  triángulos  seme- 
jantes ILZ ,  ABC  dan  IL :  LZ  ó  IH  r.  BC:  AC,  se  echa 
de  ver  que  la  fuerza  del  rozamiento  ha  de  tener  con  la 
presión  la  misma  razón  que  la  altura  del  plano  con  Su  base» 
Se  echa  de  ver  igualmente  que  ILz  IZ  ::  BCi  AB%  esto 
es,  que  la  fuerza  del  rozamiento  es  al  peso  mismo  del  XMttr 
po  como  la  altura  del  plano  es  á  su  longitud. 

Bstos  principios  también  pueden  servir  para  determlntt 
el  rozamiento  sobre  diferentes  superficies.  Se  alzatá  succ6- 
sivamente  el  plano  AB  hasta  que  él  cuerpo  P  esté  para  res*- 
balar;  midiendo  entonces  la  altura  y  la  base,  se  sacará  la  ra- 
zón entre  la  fuerza  del  rozamiento  y  la  presión»  Pero  en  esta 
prueba  será  menester  valerse  en  lugar  de  P  de  cuerpos  cuyo 
centro  de  gravedad  diste  muy  poco  del  plano ;  á  fin  de 
que  el  punto  /  ó  la  vertical  GZ  encuentre  el  plano ,  no 

X  4  se 
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Fig.  se  salga  de  lá  base  RS  ^  y  ni  siquiera  pase  por  el  punto 
R  5  porque  entonces  el  rozamiento  que  se  habría  de  supe- 
rar y  sería  el  de  un  cuerpo  que  roza  con  una  punta ,  y  sería 
mucho  mayor  que  el  rozamiento  de  que  estamos  tratando. 
405^  Manifiestan  estos  dos  egemptos  que  ,  llevando 
en  cuenta  el  rozamiento  y  para  que  un  cuerpo  se  mantenga 
en  equilibrio  sobre  una  superficie  propuesta  y  y  de  modo  que 
tsté  en  el  estado  mas  próximo  al  movimiento  y  es  preciso 
que  la  fuerza  única  que  obra  en  él  y  quando  no  hay  mas  que 

1 4  3  *  una  y  d  la  derivada  de  todas  las  fuerzas  que  obran  en  él, 
tenga  respecto  de  la  superficie  por  donde  ha  de  resbalar, 
\mz  inclinación  GIS  ó  ZIL  tal  que  tengamos  IL  :  LZ  co- 
mo la  fíierza  del  rozamiento  es  á  la  presión  \  pero  IL :  LZ :: 
I  :  tang  LIZ ,  siendo  i  el  radio  de  tas  tablas  >  luego  la  in* 
clinacion  LIZ  ha  de  ser  tal  que  el  radio  sea  á  la  tangente 
•de  dicha  inclinación ,  como  la  fuerza  del  rozamiento  es  á  la 
presión  \  luego  una  vez  determinada  la  razón  entre  la  fuer^ 
za  del  rozamiento  y  la  presión  y  siempre  será  fácil  determi- 
nar qué  inclinación  ha  de  tener  la  derivada  de'  todas  IdS 
Üiérzas  que  obran  en  el  cuerpo  y  para  que  dicha  cuerpo  esté 
et>  el  estado  de  equilibrio  el  mas  próximo  al  movimiento.  En 
adelante  llamaremos  Ángulo  del  Rozamiento  el  ángulo  LIZ. 
Luego  este  ángulo  varía  según  varían  las  materias  y  según  se 
'las  ha  preparado  ó  bruñido  &Cr  mas  ó  menos.  Sí  el  rozamien- 
to es  el  tercio  de  la  presión  ,  s^un  se  verifica  en  bastan^ 
tes  materias  alisadas  con  bastante  cuidado,  la  tangente 
HZ  será  tripla  del  radio  >  y  como  el  ángulo  cuya  tangente 

es 
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es  tripla  del  radio ,  es  de   71^  345  será  este  por  con-  Fig. 
siguiente  el  ángulo  del  rozamiento  en  las  espresadas  ma- 
terias. 

410  Detengámonos  en  considerar  ahora  algunos  de 
los  movimientos  que  se  originan  del  rozamiento  ,  y  que  no 
sucederían  si  no  fuera  por  esta  resistencia. 

Hemos  declarado  muchas  veces  (  177  )  ,  y  en  1 4  4: 
otras  partes  lo  que  le  sucedería  á  un  cuerpo  libre  BOQ, ,  si 
se  le  diera  un  impulso  áda  una  dirección  que  no  pasase  poc 
«u  centro  de  gravedad.  Pero  si  al  mismo  cuerpo  se  le  diera 
esteriormente  un  golpe  en  una  dirección  qualquiera  AB  y  no 
recibiría  todo  el  impulso  $  se  debería  resc^ver  dicho  impal« 
so  en  otros  dos  y  el  uno  en  la  dirección  de  la  tangente  de 
la  isuperñcie  >  el  otro  en  la  dirección  BC  perpendicular  á  la 
misma  superficie.  Si  no  hubiera  rozamiento  y  la  fuerza  Im- 
pulsiva na  causaría  efecto  ninguno  en  la  dirección  de  la 
tangente  y  no  haría  mas  que  rasar  con  la  superficie  5  no  se  le 
comunicaría  y  pues  y  ai  cuerpo  mas  que  la  fuerza  en  la  db- 
teccion  BC ,  y  esta  no  le  haría  rodar  sino  en  el  caso  de  no 
pasar  la  dirección  de  dicha  fuerza  por  el  centro  de  grave- 
dad G.  De  donde  se  sigue*  y  que  si  el  cuerpo  Riese  esférico^ 
y  de  una  materia  uniforme  >  jamás  rodaría  en  virtud  de  un 
Impulso  esterior  y  si  no  fiíera  por  d  rozamiento  5  porque  la 
perpendicular  á  su  superficie  siempre  pasa  por  el  centro  de 
figura  que  es  el  mismo  que  el  centro  de  gravedad.  No  su- 
cede lo  mismo  en  el  caso  del  rozamiento  5  la  fuerza  en  la 
direcdoa  de  la  tangente  se  comunica  por  medio  de  las  as- 

pe-* 
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fig.  pecidades  de  la  superficie  y  en  tanto  mayor  cantidad  >  quan^ 
to  la  saperfície  es  mas  capaz  de  rozamiento ;  por  manera 
que  además  de  los  movimientos  que  resultarán  de  la  fuerza  en 
la  dirección  SC^  el  cuerpo  rodará»  y  el  centro  6  abanzará 
^raídamente  i  la  tangente  y  del  mismo  modo  que  si  una  po-^ 
tencia  Igual  á  la  fiíerza  del  rozamiento  tirara  del  punto  B  en 
la  misma  dirección  por  medio  de  un  hilo  atado  á  dicho  punto. 
*'*4  5;  4  I  X  Supongamos  que  el  cuerpo  duro  y  esférico  ABC 
cayga  libremente  encima  del  plano  orlzontal  HR  j  y  que  al« 
guna  causa»  sea  la  que  fuese,  le  haya  comunicado  un  movi- 
miento de  rotación  al  rededor  de  su  centro  de  gravedad* 
Si  no  fuera  por  el  rozamiento  ,  el  cuerpo  después  de  haber 
encontrado  el  plano »  no  guardaría  mas  movimiento  que  el 
de  rotación »  y  su  centro  de  gravedad  se  estaría  inmobil. 
Pero  si  hay  rozamiento »  así  que  el  cuerpo  hubiere  dado  en 
el  plano  y  rodará  desde  I  acia  A,  ó  desde  /  acia  H,  según  su 
movimiento  de  rotación  fuere  en  U  dirección  CAB  ó  BACy 
porque  como  la  resistencia  del  rozamiento  que  obra  en  la 
dirección  del  plano  equivale  á  una  fuerza  que  obrase  en 
el  cuerpo  en  una  dirección  contraria  á  su  movimiento^ 
(debe  »  una  vez  que  no  pasa  por  el  centro  de  gravedad  de. 
'dicho  cuerpo ,  darle  (  1 7  7  )  un  movimiento  paralela 
al  plano  ^  y  un  movimiento  de  rotación  ,  ambos  en  una 
dirección  contraria  á  su  movimiento  actual  de  rotacions 
pero  de  dichos  dos  movimientos  el  uno  destruye  continua- 
mente el  movimiento  primitivo  de  rotación  ;  y  al  contra- 
rio el  movimiento  del  centro  se  acelerará » pero  hasta  cier- 
to 
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ta  punto  no  ma$ ,  pasada  el  qual  menguará  Hastl  cesar  y  y  Fíg. 
con  él  el  movimiento  de  rotación» 

411  En  virtud  de  esto  se  puede  esplicar  fácilmente  i  4  ^< 
jt*^  por  qué  dándole  al  cuerpo  esférico  ^£C  un  impulso  en 
la  dirección  DBy  abanza  desde  Luego  desde  /  acia  Ey  vyxtU 
ve  después  desde  E  acia  /^  y  pasa  aun  mas  allá  de  /  acia  F. 
La  impulsión  en  la  direccioa  DB  y  le  obliga  á  rodar  y  por 
razón  del  rozamiento  en  By  acia.  ABC  ^  y  abanzar  en  la  di- 
reccioa lE  *>  pera  como  el  rozamiento  por  el  plano  es  en- 
tonces un  rozamiento  de  la  primera  especie  ^  el  movimien- 
to del  centra  de  gravedad  para  muy  presto ,,  y  el  movimien- 
to de  rotación  le  dá  otra  acia  una  direccioa  contraria  y  del 
misma  modo  que  ea  el  caso  antecedente^. 

2  ^  Por  qu¿  una  bala  de  caSon  que  al  caer  parece  quer 
ha  perdida  toda  sxjl  fuerza  y  vuelve  no  obstante  muchas,  ve- 
ces á  moverse  coa  violencia.  Quando  la  arroja  la  iFuerza  de 
la  pólvora  y  adquiere  rozando  por  la  parte  inferior  del  hue-* 
co  del  canoa  ua  movimienta  de  rotacloa  que  mengua  poca 
ea  el  ayre :  quanda  llega  á  dar  ea  el  suelo  >  como  su  mo- 
vimienta de  rotacloa  por  la  parte  de  dicha  superficie  tiene 
una  direccioa  coatrarialsa  movimienta  de  traslación  ^  ha 
de  resultar  (41 1  >  de  aquí  una  acelcracíoa  ea  el  mo- 
vimiento del  centro  i  quiera  decir  y  ea  el  mavimienta  de: 
traslación.  Porque  aua  quanda.  el  centra  estuviera  ínmo-^ 
bil  ua  Instante  y  se  echa  de  ver  ea  vista  de  la  dicha  hasta. 
*  aquí  y,  que  el  movinñénto  de  rotacloa  puede  ser  bastante 
muchaS'  ocasiones  para  sacar  la  bala  del  hoya  en  que 

se 
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Fig.   se  hubiese  metido  y  arañando  y  arando  la  tierra. 

413  Pero  si  el  rozamiento  perjudica  en  muchos  ca- 
sos j  hay  muchos  mas  en  que  es  provechoso.  Si  no  fuera 
por  el  rozamiento  y  no  podríamos  caminar  por  pendiente 
ninguno  por  mas  suave  que  fuese.  Un  hombre  ó  un  animal 
que  corriese  velozmente  y  y  diera  vueltas  al  mismo  tiempo 
*  4  7  •  al  rededor  de  un  punto  fijo  C ,  no  podría  menois  de  caerse 
qualquiera  situación  que  tomase  $  siendo  así  que  por  medio 
del  rozamiento  puede  Inclinarse  de  lado  acia  el  punto  C 
al  rededor  del  qual  está  dando  vueltas  y  y  conseguir  con 
esto  que  su  pesantez  dirigida  por  la  vertical  GK  que  pasi 
por  su  centro  de  gravedad  G ,  y  la  fuerza  centrífuga  GF 
que  adquiere  dando  vueltas  y  que  se  dirige  desde  C  acia  F, 
concurran  para  producir  una  fuerza  única  dirigida  por  una 
linea  GI  que  pasa  por  un  punto  /  entre  las  piernas  del  ani- 
mal; entonces  esta  fuerza,  bien  que  oblicua,  será  igualmente 
destruida  por  el  rozamiento ,  con  tal  que  sea  la  inclinación 

(qual  la  requiere  esta  resistencia. 

Al  mismo  rozamiento  se  debe  el  recurso  de  poder  dis- 
minuir el  daño  que  ocasiona  y  porque  solo  con  el  rozamien- 
to se  logra  desgastar  y  bruñir  las  superficies  de  los  cuer- 
pos. Al  rozamiento  se  debe  la  fiKilidad  con  que  consegui- 
mos hacer  que  las  partes  de  algunas  máquinas  sean  yá  fijas, 
yá  móblles.  Del  rozamiento  proviene  el  efecto  que  causan 
las  tigeras ,  y  otros  instrumentos  cortantes  de  la  misma  es- 
pecie ,  como  son  las  tenazas  ,  pinzas  ,  limas  i&c.  SI  las  ho^ 
jas  de  las  tigeras  ,  por  egemplo  ,  no  fuesen  unas  sierras  ar- 
ma- 
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madas  de  dientes  muy  pequeños  que  se  introda^en  en  las  Hg* 
pequeñas  cavidades  de  los  cuerpos  que  queremos  cortar^ 
estos  cuerpos  se  escurrirían  por  entre  los  dos  filos» 

También  coadyuva  el  rozamiento  en  algunas  ocasiones  1 4  S. 
para  mover  los  cuerpos  acia  ciertas  direcciones  $  p<M:  esta 
razón  quando  queremos  levantar  por  medio  de  la  barra  AB 
el  cuerpo  P  ,  la  conseguimos  fácilmente  haciendo  que  des- 
canse sobre  su  canto  CD  >  él  rozamiento  que  entonces  es 
muchísimo  >  hace  que  CD  se  esté  inxnohíl ,  y  le  detiene 
para  qué  no  se  escurra.  La  misma  causa  sujeta  el  estremo 
A  de  la  barra»  Si  en  este  caso  queremos  averiguar  la  razón 
entre  el  peso  P  y  la  potencia  Q  ^  imaginaremos  la  pesantes 
ide  P  >  cuya  dirección  es  la  vertical  GK  que  pasa  por  su 
.centra  de  gravedad  G ^  resuelta  en  dos  fuerzas  paralelas^  la 
una  que  pasa  por  el  punto  /  donde  el  cuerpo  descansa  eni 
la  tierra  ,  la  otra  que  pasa  por  un  punta  de  CD  y  que  esti 
.'en  el  plano  dé  las  dos  paralelas  GKy  íMi  entonces  la  fuer» 
za  que  de  esto  resulta  en  /  >  será  á  P  \iEKi  EM  (  8  5  > 
y  si  desden  tiramos  á/^ la  perpendicular  AL  y  la  fuerza  (2, 
será  á  la  fuerza  /  :i  AL  1 AR  i  de  donde  Inferkemos  que  ^. 
P  :i  AL  X  EK :  AB  x  EJf.  ^  miramos  la  fuerza  en  la  di- 
rección /JIf  cooio  comunicada  enteramente  á  la  barradlo  ha- 
cemos sola  por  causa  del  rozanúenta  que  hay  en  /•  Si  no 
fuera  por  este  rozamiento^  la  barra  no  recibiría  mas  parte 
:.de  dicha  fuerza  que  la  que  obrase  en  la  dirección  de  laper*-^ 
:  pj^ndicular  AB^ 

4 14      Al  rozamiento  se  ha  de  iuribuir  >  y  al  roza- 

mien^ 
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ríg.  miento  solo  ^  aquel  movimiento  estrano  en  virtud  del  qual 
II 4^*  algunos  cuerpos  que  ruedan ,  quebrantan  las  leyes  de  la  gra« 
vedad  y  y  adquieren  un  movimiento  acia  arriba  ,  siendo  asi 
que  la  pesantez  los  impele  acia  abajo.  Hablamos  aqui  del 
movimiento  del  trompo.  Es  notorio  que  quando  un  cuerpo 
qual  le  representamos  y  esto  es ,  simétrico  respecto  del  uno 
ND  de  sus  eges,  ha  adquirido  un  movimiento  de  rotación  al 
rededor  de  dicho  ege ,  y  anda  por  su  punta  N  un  plano 
orizontal  XZ  i  es  notorio  ,  digo  ,  que  quanto  mas  pequeña 
•es  la  punta  ,  y  quanto  mas  también  la  materia  del  cuerpo^ 
apartándose  de  iV ,  se  aparta  del  ege  ND  y  tanto  mas  pron- 
to el  cuerpo  se  levanta  y  y  procura  con  cstt  esfuerzo  poner 
en  una  dirección  vertical  el  ege  ND.  Vamos  á  probar,  que 
no  sucedería  este  fenómeno  si  no  hubiera  rozamiento, 
.iieclarando  al  mismo  tiempo  de  qué  especie  es  el  rozamien* 
ito  que  le  ocasiona. 

Para  darnos  mejor  á  entender  y  no  consideremos  en  el 
I  y  o.  trompo  mas  que  un  ege  ND  ;  y  supongamos  que  la  punta 
iV  ^  y  el  plano  orizontal  HZ  son  perfectamente  bruñidos. 
Como  no  hay  mas  causa  que  se  oponga  al  movimiento  del 
centro  de  gravedad  G  que  el  plano  HZ  y  la  resistencia  que 
idicho  centro  padece  no  puede  tener  otra  dirección  que  k 
linea  NK  perpendicular  á  HZ ,  sea  por  lo  demás  el  que 
fuere  el  movimiento  de  rotación  al  rededor  de  ND.  Pero 
es  evidente  que  esta  resistencia  se  esperimenta  únicamente 
porque  la  pesantez  empuja  el  cuerpo  acia  el  plano ;  porque 
el  movimiento  de  rotación  al  rededor  de  ND  ,  no  puede 

cau- 
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causar  ninguna  presión  en  el  plano  5  luego  siempre  le  que*  Flg» 
dará  al  centro  de  gravedad  G  una  fuerza  para  arrimarse  al 
plano.  Luego  quando  no  hay  rozamiento  >  si  el  trompa  no 
ha  recibido  al  principia  mas  movimiento  de  rotación  quQ 
al  rededor  de  su  ege  de  ñgura ,  deberá  caerse» 

No  sucede  lo  mismo  quando  hay  rozamiento»  Porque  en 
esre  caso  la  resistencia  que  hay  en  iNT  ^  se  esperimenta  no  en 
la  dirección  de  la  perpendicular  iV^iT^  sino  en  la  de  una  linea 
NK^  que  forma  con  el  plano  HZ  un  ángulo  igual  al  ángulo 
del  rozamiento  ^  y  pasa  por  alguno  de  los  puntos  N  por  los 
quales  roza  la  punta»  Sean  los  que  fueren  dicho  ángulo  y  di- 
cho pimto^la  resistencia  que  obra  en  la  dirección  A^^iV  equi- 
'.vale  á  una  fuerza  que  obrase  en  el  cuerpo  por  una  dlrecciott 
contraria  >  como  su  dirección  no  pasa  por  el  centra  de  gra^ 
vedad ,  ha  de  causar  un  movimiento  de  rotación  en  el  cuer<^ 
po  I  quiero  decir,  que  ha  de  hacer  variar  su  movlmjenta  ac--^ 
tual  de  rotación  $  pero  á  mas  de  esto  se  ha  de  comunicar  toda, 
entera  al  centro  de  gravedad»  Imaginemos  ^  pues  >  que  G/  pa- 
ralela á  NK^  sea  dicha  fuerza  $  si  la  vertical  Gn  representa; 
ia  de  la  pesantez ,  ¿  imaginamos  el  paralelogramo  Glmn  y  Iz. 
diagonal  Gm  será  la  fuerza  que  tendrá  en  realidad  el  centra  G» 

Sentada  esto  ^  permaneciendo  unos  mismos  el  ángulo^ 
/G/t  >  y  la  fuerza  Gn  >  quanta  mayor  foete  la  fuerza  K^Ny  y 
por  la  mismo  la  fuerza  Gl  y.  tanta  mas  se  arrimará,  la  linea: 
Gm  á  la  linea  Gí  i  quiera  decir  ^  que  tanto  mas  procurará  el 
punto  m  levantarse  sobre  G»  Resta  saber  ^  pues  y  si  así 
por  la  oaturaleza  del  rozamiento  ^  como  por  la.  ñgura  del 

cucr- 
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f  ¡g.  cuerpo ,  y  por  su  movimiento  de  rotación  ,  la  razón  entre 
íl  4^.  la  fuerza  K^N  ó  la  fuerza  Gl  ^y  la  fuerza  Gn  de  la  pesan- 
tez j  puede  crecer  bastante  para  que  el  punto  m  llegue  á  es« 
tar  mas  alto  que  G  i  en  este  caso  será  evidente  que  el  cen^ 
tro  de  gravedad  puede  levantarse  respecto  del  plano ,  sin  que 
á  pesar  de  esto  la  punta  N  se  aparte  de  él ,  porque  el  movi* 
miento  de  rotación  que  procede  de  la  fuerza  en  la  dirección 
de  K^Ny  procura  arrimar  otra  vez  la  punta  al  plano.  Pero 
I  .^  como  el  cuerpo  descansa  sobre  una  punta  ,  no  podemos 
menos  de  admitir  que  las  partes  de  ia  punta  se  introducen  mas 
adentro  que  si  el  cuerpo  descansara  sobre  una  superficie  sensi- 
ble. 2«^  respecto  del  movimiento  de  rotación  al  rededor  de 
ND  >  y  al  impulso  de  la  pesantez  ,  la  presión  que  se  hace 
en  i\r  no  es  ni  con  mucho  el  efecto  único  de  la  pesantez. 
Para  formar  juicio  cabal  de  esta  presión  ,  es  preciso  fígcH 
Tarse  i.^  que  por  el  impulso  de  la  pesantez^  las  partes  de 
!a  punta  N  se  aplican  desde  luego  al  plano.  2.^  Por  ra- 
zón del  movimiento  de  rotación  al  rededor  de  iVD  ^  y  del 
impulso  de  la  pesantez  ,  la  presión  que  se  hace  en  A^^  no  es 
m  con  mucho  el  efecto  único  de  la  pesantez.  Para  formar 
juicio  cabal  de  esta  presión  ,  hemos  de  considerar  i.^  que 
por  razón  de  la  pesantez  las  partes  de  la  punta  N  se  apli- 
can primero  al  plano.  2«^  que  por  el  rozamiento  están 
<ietenidas  allí  con  cierto  grado  de  fuerza.  3.^  que  por 
el  movimiento  de  rotación  hacen  fuerza  para  introducir-- 
se  mas  en  el  plano  i  en  esto  no  pondrá  duda  ninguna  d 
<¡}xc  considerare  con  qué  facilidad  los  instrumentos  cuyo 

uso 
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ttso  es  agtagerear  dando  vuelras ,  llegan  á  taladrar  una  vez  Flg. 
que  se  les  ha  abierto  el  camino  con  el  mas  leve  hoyo> 
pero  por  la  figura  del  trompo  es  de  todo  punto  exacta  esta 
comparación  :  las  partes  de  la  punta  se  introducen  por  me^ 
dio  del  rozamiento  ^  y  coa  esto  es  tanto  mas  poderoso  el  mo« 
vimiento  de  rotación  para  profundizar  ó  intentarlo.  Este 
movimiento  que  pcNr  otra  parte  es  tanto  mas  rápido,  y  tan* 
to  mas  eficaz  para  profundizar  y  comprimir  la  superficie 
XZ ,  quanto  mas  distan  las  partes  del  cuerpo  del  ege  ND 
á  medida  que  están  mas  apartadas  del  punto  iV ,  ha  de  cau« 
sar  los  mismos  efectos  que  en  dichos  instrumentos ,  esto 
es  ^  :apretar  tanto  mas  las  partes  de  la  punta.  Por  consiguien* 
te  todo  conspira  para  manifestar  que  quanto  mas  abulta  la 
figura  del  trompo  apartándose  de  la  punta  y  tanto  mas  rápido 
es  su,  movimiento  de  rotación  y  tanto  mayor  será  también  la 
fuerza  en  la  dirección  de  Gl  respecto  de  la  pesantez  ^  y  tanto 
mas  por  consiguiente  el  movimiento  Gm  procura  levantar  el 
centro  de  gravedad  sobre  el  plano.  Pero  es  evidente  que 
quanto  mayor  fuere  la  fuerza  que  apoyare  la  punta  y  y  quan* 
to  mayor  fuere  al  mismo  tiempo  la  fuerza  con  que  el  cen-* 
tro  procura  levantarse  ,  tanto  mayor  será  la  disposición  del 
ege  ND  para  arrimarse  á  la  perpendicular  al  plano 5  por  ma- 
nera que  en  llegando  ND  á  ser  vertical ,  después  de  algunos 
balances  y  si  las  eminencias  sobre  que  descansa  la  punta  y  no 
fueren  muy  desiguales  y  se  le  veri  al  cuerpo  saltar  continua- 
mente encima  del  plano  con  movimientos  verticales  muy 
pequeños  y  súbitos  5  esto  es  lo  que  se  repara  con  efecto  quan- 
Tom.  ly.  Y  do 
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Fig.   do  la  punta  remata  en  una  superficie  plana  cortada  muy 
igual  y  perpendicular  al  ege. 

A  la  esplicacion  que  acabamos  de  dar  añadiremos  que 
la  esperiencla  confirma  lo  que  hemos  dicho ;  es  á  saber  que 
la  presión  es  mucho  mayor  que  si  sola  ia  pesantez  aplicara 
las  partes  al  plano  ;  porque  quando  el  trompo  s¿  mueve  so- 
bre alguna  materia  flexible  y  se  vé  que  al  instante  la  punta 
se  mete  en  un  hoyo  que  ella  misma  hace  ;  y  si  se  le  coge  en 
la  mano,  se  esperimenta  una  presión  mucho  mayor  que  si  el 
trompo  no  se  moviera. 

La  misma  esplicacion  está  diciendo  que  el  hecho  pen-- 
de  esencialmente  i  «^  de  ser  la  punta  pequeña  respecto  de 
las  distancias  que  hay  entre  las  demás  partes  y  el  ege  ND. 
3  «^  De  que  estas  rueden  con  rapidez  >  por  manera  que  se- 
gún concurriesen  mas  ó  menos  estas  condiciones  ,  el  hecho 
será  mas  ó  menos  sensible  5  por  consiguiente  no  todos  los 
cuerpos  son  igualmente  á  proposito  para  manifestar  el  mis- 
mo fenómeno  que,  según  se  vé,  pende  del'  rozamiento. 

De  aquí  se  sigue  que  en  un  plano  inclinado  el  trompo 
ha  de  procurar  volver  no  á  la  vertical ,  sí  á  la  perpendi- 
tular  al  plano.  Pero  como  at  misma  tiempo  ha  de  resbalar 
por  la  longitud  del  plano ,  y  este  movimiento  pone  al  cuer- 
po en  la  precisión  de  vacilar  mucho  andando  por  las  des- 
igualdades del  plano ,  le  costar!  mas  trabajo  permanecer  en 
la  situación  perpendicular  al  plano ,  que  si  fuera  orizontaL 


DEL 


«a'»  JJ«. 


B 


14 


Íf_ 


Uo 


\ 


-fc' 


DE  DINÁMICA.  33^ 

DEL    EQUILIBRIO^  Fig. 

Y  DEL  MOVIMIENTO  EN  LAS  MÁQUINAS, 

O 

BE   LA   ESTÁTICA 

'41^.  A  Unque  el  destino  general  de  las  máquinas  es 
/"%  comunicar ,  repartir  ó  distribuir  el  impulso 
de  las  fuerzas  ,  no  siempre  se  usan  para  aumentar  .el  efec-* 
to  de  que  seria  capaz  la  fuerza  motriz  y  si  obrara  inmedia^ 
tamente  en  el  mobil ;  no  se  lleva  en  algunas  ocasiones  otra 
mira  que  la  de  coniunicar  dicho  impulso  acia  una  dirección 
determinada ,  para  cuyo  fin  sirven  ,  por  egemplo ,  las  Poleas 
fijas.  En  otras  ocasiones  solo  se  lleva  el  intento  de  sujetar 
el  mobil  á  que  ande  espacios  ajustados  á  ciertas  condiciones 
dependientes  del  tiempo  ,  ó  de  otras  circunstancias  quales-» 
quiera  j  cuyas  condiciones  no  siempre  requieren  que  crezca 
el  impulso  de  la  fiierza  motriz  al  tiempo  de  comunicarse :  eti 
los  reloges  se  vé  la  prueba  de  esto. 

Varían  el  número  y  la  naturaleza  de  las  máquinas  se- 
gún varían  los  fines  para  que  se  inventan.  Pero  para  poder 
determinar  sus  efectos^  no  es  preciso  haberlas  considerado  to-» 
das  ;  porque  no  obstante  de  haberlas  muy  compuestas  ^  y  de 
muchísimas  especies  ^  no  son  todas  ellas  mas  que  combina^ 
clones  de  un  número  bastante  limitado  de  máquinas  senci^ 
lias  ó  simples.  Declararemos  primero  las  propiedades  de 
estas  9  y  manifestaremos  después  con  muchos  egemplos  la 
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Fig.  aplicación  que  de  estas  propiedades  se  ha  de  Hlcer  para 
apreciar  los  efectos  de  las  máquinas  compuestas. 

Cinco  son  las  máquinas  pimples  ,  es  á  saber  ,  la  Má^ 
quina  funicular ,  la  Palanca  ,  la  Polea  ^  el  Torno  ,  y  el  Pla^ 
fio  inclinado. 

Si  considerásemos  estas  máquinas  solo  respecto  del 
equilibrio  ^  las  podríamos  reducir  á  dos  ^  y  también  ¿  una 
sola  $  es  á  saber  á  la  palanca.  Pero  quando  las  considera- 
mos respecto  del  movimiento  ,  dá  motiva  la  naturaleza  de 
cada  una  de  ellas  á  consideraciones  que  la  son  peculiares^ 
y  que  aos  obligan  á  tratar  de  cada  una  separadamente^ 

De  la  Máquina  funicular^ 

415  Llámase  Máquina  funicular  aquella  en  que  na 
se  hace  uso  sino  de  cuerdas  para  sostener  un  peso  ,  ó  coa- 
trarrestar  muchas  potencias. 

417  Supondremos  primero  que  son  las  cuerdas  cuec*- 
pos  perfectamente  flexibles  y  destituidas  de  pesantez:  después 
atenderemos  á  los  efectos  que  han  de  resultar  de  ser  las  cueru- 
das cuerpos  pesados  ^  y  de  no  ser  perfecta  su  flexibilidad. 
Es  facU  percibir  q^e  y  en  virtud  de  los  dos  supuestos 
sobre  que  caminamos  y  es  indiferente  para  la  comunicacton 
de  las  fuerzas  que  sea  el  diámetro  de  las  cuerdas  mayor 
ó  menor :  se  puede  siempre  substituir  con  el  pensamietuo 
en  lugar  de  tas  cuerdas  un  hilo  que  pase  por  el  ege  del 
cilindro  que  forman  ,  y  suponer  que  la  fuerza  aplicada  á  la 
cuerda  obra  solo  por  medio  de  este  hilo«. 

Sir- 
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Sirven  lás  cuerdas  para,  comunicar  el  itnpulso  de  las  Fig.^ 
fuerzas  j  sea  inmediatamente  ,  sea  aplicando  las  cuerdas  á 
las  máquinas.  Pero  para  apreciar  los  efectos  de  las  poten^ 
cias  aplicadas  á  las  máquinas  por  medio  de  las  cuerdas ,  es 
preciso  conocer  primero  los  efectos  que  pueden  causar  las 
potencias  quando  obran  por  medio  de  solas  las  cuerdas. 
.    418      Consideraremos  primero  tres  potencias  P  ,  fi,   '  5  ^1 
R  que  obran  unas  contra  otras  por  medio  de  las  cuerdas 
AP  ,  AQ  y  AR  unidas  por  el  nudo  A  5  y  suponiendo  que 
conocemos  las  direcciones  AP  ^  AQy  AR,  propongámonos 
determinar  las  condiciones  necesarias  para  que  estas  tres  fuer* 
zas  hagan  equilibrio  y  y  la  razón  que  entre  ellas  ha  de  haber. 

£s  evidente  i  .^  Que  estas  tres  fuerzas  han  de  estar  en 
un  mismo  plano.  Porque  si  una  de  ellas  y  por  egemplo  la 
foerza  P  y  no  estuviera  en  el  plano  de  las  otras  dos  y  siem- 
pre nos  la  podríamos  figurar  (73)  resuelta  en  otras 
dos  fuerzas  tales  y  que  la  una  estaría  en  dicho  plano  y  y  la* 
otra  sería  perpendicular  al  mismo  plano  y  y  lo  sería  por 
consiguiente  á  cada  una  de  las  dos  fuerzas  P  y  Q^  luego 
dicha  fuerza  de  ningún  modo  obraría  contra  estas  dos  úlci-* 
mas ;  luego  no  habría  nada  que  la  destruyese  5  luego  tam« 
poco  habría  equilibrio. 

2«^  Estando  las  tres  fuerzas  en  un  mismo  plano^  es  pre** 
ciso ,  si  han  de  formar  equilibrio  y  que  una  qualquiera  de 
ellas  y  pongo  por  caso  la  fuerza  P  ,  gaste  dos  conatos  ,  el 
uno  igual  y  contrario  á  la  fuerza  Q ,  el  otro  igual  y  con« 
trarip  á  la  fuerza  R. 

Tom.ir.  Y  3  Pe- 
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FJg.  Pero  si  dcspucs  de  prolongadas  JR/f  y  QA ,  represen- 

tamos por  la  linea  j4D  la  fuerza  P  ^  y  sobre  uíD  coma 
diagonal  formamos  el  paralelogramo  ACDB  cuyos  lados 
AB  ,  AC  estén  en  la  prolongación  de  Q/í  y  RA ,  los  dos 
lados  AB ,  AC  representarán  (73)  dos  fuerzas  que 
si  obrasen  juntas  áda  dichas  direcciones  producirían  el  mis^ 
ma  efecto  que  la  fuerza  P.  Luego  son  AB.  y  AC  los  cona- 
tos que  P  opone  en  realidad  alas  dos  fuerzas  jg ,  /¿>  lue- 
go para  que  se  verifique  el  equilibrio  es  preciso  que  BA 
pueda  representar  Q^y  CA  pueda  representar  ü  ,  en  el  su-^ 
puesto  de  ser  representada  P  por  DA^  Luego  se  ha  de  ve-r 
rificar  que  P  :  jQ, ::  AD  :  AB ^ y  PiR  :;  AD  :  AC ,  esto 
C$  yP:  Q:  R:\  AD  :  AB :  AC^  Esta  es  la  razón  que  ha  de 
haber  entre  las  tres  fuerzas  en  el  caso  del  equilibrio.. 

4 1 P  Ya  que  las  dos.  fuerzas  j2  y  R  ^^^^  de  ser  igua- 
les á  las  dos.  fuerzas  AB  ,  AC  que  componea  la  fuerza  P, 
podemos  decir  que  quindo  hay  equilibrio  entre  tres,  fuerzas^^ 
dos,  qualesquiera  haa  de  tener  con  la  tercera,  la  misma  ra-? 
zon  que  tienea  dos  fuerzas  primitivas  con  su  derivada. 

420  Luego  tendremos  (81)  también  P :  Q: 
R  :;  sen  BAC  :  sen  CAD :  sen  DAB  ,  ó  (j^rolongando  PA  acia 
S)  ::  sen  RAQ:  sen  RAS  :  sen  QAS  y  y  por  consiguiente  quan-^ 
do  están  tres  fuerzas  en  equilibrio  ,  cada  una  es  representa^ 
da  por  el  seno  del  ángulo  que  forman  las  direcciones  de  las 
Mitras  dos  y  prolongadas  si  fuese  menester. 

421  Una  vez  que  las.  tres  fuerzas. P  ^  Qy  R entre  las 
quales  ha  de  haber  equilibrio  y  son  representadas  por  AD, 

T  AB, 
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ÁB ,  AC ,  ó  ( lo  que  viene  á  ser  lo  propio  )  por  los  lados  Rg. 
AD  y  AB  ,  BD  del  triángulo  ABD  cuyos  ángulos  ABD^ 
BDAy  DAB  son  iguales^á  los  ángulos  CAQ, ,  RASy  QAS 
que  determinan  las  direcciones  de  dichas  fuerzas ,  se  echa 
•de  ver  que  se  teducen  á  cuestiones  de  Trigonometría  las  que  . 
^  pueden  proponer  acerca  tie  los  valores  y  de  las  direccio*« 
nes  de  las  fuerzas  que  han  de  formar  equilibrio.  Por  egem^  . 
pío  y  si  dados  los  valores  de  las  tres  fuerzas  P  yQy  R  se 
preguntase  quáleá  lian  <de  ser  sus  direcciones  para  que  hayS 
entre  ellas  cqmlibrio  ^  se  liabrla  de  resolver  ( 1. 5  7  y  )  el 
triángulo  DBA  ruyos  tres  lados  son  conocidos  ;  y  los  áti« 
gulos  que  se  sacasen  pot  medio  de  esta  resolución  >  deter-^ 
minarían  los  que  habrían  de  formar  unas  con  otras  las  di« 
Tecciones  de  las  potencias.  Si  los  datos  fuesen  la  fuerza  P, 
la  fuerza  Qyy  el  ángulo  PAQ  de  sus  direcciones  >  ó  su  su- 
plemento QAS  zr:  DAB  ;  en  este  caso  serían  conocidos  en 
el  triángulo  DAB  los  dos  lados  AD  y  AB  y  y  el  ángulo 
comprehendido  DAB  5  se  podría  >  pues ,  calcular  ( I.  tf  7  7  ) 
DB  y  6  el  valor  de  la  fuerza  i¿  ,  y  el  ángulo  BDA  igual 
-al  ángulo  SAR  que  ha  de  formar  la  dirección  de  R  con  la 
dirección  de  P.  Si  fuesen  dados  los  ángulos  que  han  de  fot^ 
mar  las  tres  direcciones  >  solo  se  podría  averiguar  la  razón  que 
•habría  entre  las  tres  fuerzas  /porque  no  sería  posible  hallar  su 
valor  absoluto  ( 1. 5  3  8  )»  £n  todos  los  demás  casos  se  halla* 
rá  por  la  proposición  que  acabamos  de  demostrar  (  4  2;  o  ) 
lo  que  se  buscare  y  con  tal  que  haya  tres  cosas  conocidas. 
4  2  2.     Si  en  lugar  de  haber  dos  potencias  í¿y  R  aplí*' 

Y  4  ca-* 
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FIg«  cadas  á  los  dos  cordones ,  estuviesen  estos  dos  cordones 
afianzados  tn  Q  y  R,  ó  en  otro  punto  qualquiera  de  sus 
direcciones  y  espresarian  AB ,  JÍC  los  conatos  que  diclios 
{>untos  ñyos  contrarrestarían. 

X  5  I*  423  Si  en  vez  de  suponer  que  están  los  tres  cordo- 
nes afianzados  con  un  nudo  en  el  punto  ^ ,  estuviese  apl¡« 

x  5  2.  cada  la  potencia  P  á  un  cordón  ,  en  cuyo  estremo  hubiese 
una  sortija  ,  por  la  qual  pasase  la  cuerda  Q^R ;  en  este 
caso  no  estaría  á  nuestro  arbitrio  señalar  las  direcciones  de 
los  tres  cordones.  No  bastaría  entonces  que  ei  esfíierzo  ^B 
siguiera  la  dirección  Q/Í,y  fiíese  igual  á  la  fuerza  j2»  ni  que 
pudiéramos  decir  otro  tanto  de  jÍC  respecto  R  :  sería  me^ 
nester  á  mas  de  esto  que  no  se  pudiera  correr  la  sortija  $  part 
lo  qual  sería  indispensable  que  el  ángulo  Q^S  fílese  Igual 
á  SjíR  >  esto  es,  fílese  tal  la  dirección  de  la  potencia  P  y  que 
dividiera  el  ángulo  QAR  en  dos  partes  iguales.  Como  quie- 
ra y  siempre  se  verificaría  que  P  i  Q  \  R  \\  sen  Q/ÍR: 
sen  SAR:  sen  QASi  pero  como  SAR  =  QAS=z-^Qy^R, 
esta  serie  de  razones  vendría  áscr  P:  Q  ,  R::  sen  QjíR: 
sen  -j  QAR  :  sen  -^  Q^R  >  de  suerte  que  serían  iguales  las 
idos  potencias  R  y  Q. 

424  Lo  mismo  sucede  quando  la  cuerda  RAQ  tirada 
por  tas  dos  potencias  Ry  Q  abraza  un  punto  fijo  yf.  Las  dos 
potencias  Ry  Q  han,  de  ser  iguales  y  y  la  dirección  de  la 
presión  que  entonces,  padece  dicho  punta  fijo ,  ha  de  es- 
tar en  una  linea  que  divida  el  ángulo  Q^R  en  dos  parr 
tes  igualen  2  y  se  b«^  respecta  de  la  una  de  las  dos  poten- 
cias, 
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cías ,  como  el  seno  de  QAR  al  seno  de  su  mitad*  Píg* 

425  De  todo  lo  dicho  hasta  aquí  se  saca  con  suma 
facilidad  el  modo  de  determinar  las  condiciones  del  equili* 
brio  entre  quantas  potencias  se  quisieren  aplicadas  á  dife- 
trentes  cordones  unidos  por  ún  mismo  nudo  6  por  nudos 
distintos. 

Supongamos  que  cada  nudo  no  une  mas  de  tres  cor* 
dones  y  y  que  todos  están  en  un  mismo  plano  ,  y  del  mi^ 
JBO  modo  que  lo  pinta'  la  figura.  La  potencia  P  obfa-con^  '5  3^ 
tra  los  dbs  cordones  AT  y  AB.  Prolonguemos  >  pues  y  las 
direcciones  de  estos ,  y  espresando  pcw:  AF  la  potencia  P^ 
fi>rmaiiQS  stAxitAF  como  diagonal  ^  y  con  las  prolongado 
nes  AE ,  AD  coma  lados  ,  el  paralelogramo  ADFE  y  será 
preciso  que  yffi  esprese  Tj  y  la  tensión  ó  tirantez  del  cor- 
don  BA  la  espresará  AD  i  de  suerte  que  si  llamamos  a  esta 
tensión  ,  tendrenaos  P  iT  lav.  AF:  AE  :  AD ,  ó  P  :  T: 
■0  ::  sen  DAE  :  sen  FAD:  sen  FAE ,  ó  (por  ser  TAD  su- 
plemento d^DAE}::  sen  TAD  :  sen  FAD :  sen  FAE. 

Concibamos  la  fiíerza  AD  aplicada  en  B  en  la  direc* 
Clon  de  BI  ignú  iADp  y  en  la  misma  recta  que  ella.  Obra 
BI  contra  la  potencia  Qyy  contra  el  cordón  BC :  prolon* 
gftndo  y  pues  y  ¿orno  an^  los  cordones  QB  y  CB  ^  y  for- 
mando el  par alelograma  GBHI  y  será  BU  el  valor  que  ha 
de  tener  la  potencia  Q^  y  BG  la  tensión  del  cordón  CB. 
Tendremos  ^  por  la  misma,  razón  ^  llamando  ¿  esta  tensión^ 
a:Q  :  *  iiscnGBH:  sen  IBG  isenlBH^ 

Concibamos  la  fíietza  BG  a{>Ucada  en  Cen  la  direccfon 

Cíe 
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Fig,  C/T  igiial  ÍBG  ,  y  en  la  misma  recta  que  ella.  Obra  CK 
contra  S ,  y  contra  R.  Luego  si  prolongamos  RC  y  SCj  y 
formamos  como  antes  el  paralelogramo  MCLKy  espresará 
CM  el  valor  que  ha  de  tener  la  fuerza  A  >  y  CL  ei  que 
ha  de  tener  la  fuerza  S.  Por  lo  mismo  tendremos  b\Rx  S:z 
sen  MCL  :  sen  KCL :  sen  MCK. 

Y  si  quisiéramos  sacar  inmediatamente  ia  razón  entre 
la  tensión  T  de  una  ix>rcion  qualquiera  T^  de  la  cuerda, 
y  la  tensión  de  otra  porción  qualquiera  >  pongo  por  caso  de 
es  y  lo  conseguiríamos  fácilmente  del  modo  siguiente. 

Con  tomar  de  las  series  de  razones  halladas  hasta  aquí 
no  mas  que  las  <\nc  pertenecen  á  las  tensiones  de  las  par* 
xcs  de  la  cuerda  TABCS ,  tendremos 

r :  n ::  sen  FAD  :  ^n  FAE 
4t:  b\\  sen  GBH :  sen  IBH 
h\S\\  sen  MCL  •:  sen  MCK^ 
tnultípllcando  por  orden  las  t'azonés  sacaremos  T  \  Sr. 
sen  FAD  x  sen  GBH  x  sen  MCL  :  sen  FAE  x  sen  IBH  % 
ícn  MCK.  Y  si  quisiéramos  sacar  la  rascón  entre  la  tensión 
T  y  la  tensipn  b ,  bastaría  tiiultiplicar  las  dos  primeras  pro- 
porciones ^  y  así  de  las  demás.'  :/ 

Si  quisiéramos  hallar  las  Talones  de  las  porenxrlas 
unas  con  otras  ,  lo  lograríamos  solo  con  sacar  de  las  series 
-de  razones  qiie  hemos  hallado ,  la  razón  que  tienen  dos  po* 
tencias  consecutivas  con  la  tensión  de  un  mismo  cordón, 
y  saldría  ' 


P: 
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P'.av.  sen  TAD  :  sen  FAE  Tlg. 

a.Q,:'.  sen  GBH :  sen  IBG 
Q,:hx:  sen  /5G  :  sen  IBH 
b:R:'.  sen  iífCÜ  :  sen  KCLi 
multiplicando  estas .  quatro  proporciones ,  y    reduciendo 
(  1,2  o  I  ),   P  :R  ::  sen  TAD  x  sen  GBH  x  sen  MCL  i 
sen  F^ÍE  x  sen  IBHx  sen  KCL  5  y  si  no  quisiéramos  mas 
que  la  razón  de  P  ÁQr  bastaría  multiplicar  las  dos  prime? 
ras  proporciones.. 

Todo  esto .  dá  bastante  á  entender  lo  que  se  debería 
practicar  respecto  de  un  mayor  número  de  potencias  ,  y 
para  comparar  las  tensiones  de  los  cordones  coa  las  poten^ 
cías  mismas.. 

4  2  ef  Si  las  potencias F^Qy  R  dividiesen:  en  dos  pat^ 
tes  iguales  los  ángulos  TAB^ABC  &c..  los  ángulos  DAP,, 
FAE  serían  iguales  ,  y  los  ángulos  GBH  y  MCL  y  tendrían 
los  mismos  senos  que  los  ángulos,  IBH  y  MCKy  de  donde,, 
y  de  las  razones  de  arriba  inferiremos  qué.  en  este  caso  es- 
tarán igualmente  tirantes,  todas,  las;  partes,  de  la.  cuerda: 
TABCS., 

427  Si  en  lugar  de  las  potencias  P  ,  j2  ,  ^  „  abra?- 
aára  la  cuerda  puntos  fijos  en^,jB,C,  lá  presión: (4 2  4) 
que  padecerían  estos  puntos  y  originada  de  la  tirantez,  de  las 
partes  estremas  de  la  cuerda  ,  tendría  tal  dirección:  que  di- 
vidiría cada  ángulo  en  dos  panes  iguales  $  y  sería  igual  la 
tirantez  en  cada  una  de  las.  partes  TAy.  AB  &c.-  de  la 
cuerda  TABCS  (425   )  ^    Luego,  si  dos.  potencias  T  y 
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Hg.   5*  tienen  tirante  una  cnerda  que  abraza  d  imbito  <ie  un 
I  5  4«  polygono  y  será  igual  en  todas  partes  la  tensión  ,  de  modo 
que  las  dos  potencias  han  de  ser  iguales. 

428  Quando  estando  los  cordones  en  un  mismo  pla- 
no son  mas  de  tres  los  que  une  un  mismo  nudo  \  ó  quan« 
do  están  en  diferentes  planos  y  y  son  mas  de  quatro  i  en 
este  caso  aunque  sean  dadas  las  direcciones  de  ios  cordo- 
nes y  no  son  enteramente  determinadas  las  razones  entre 
las  potencias  y  ni  entre  las  tensiones  de  los  cordones ;  quie- 
ro decir  que  si  un  número  de  potencias  y  que  no  bage  del 
espresado  número  ,  se  ha  puesto  en  equilibrio  con  direc- 
ciones conocidas  y  se  puede  substituir  en  su  lugar  igual  nú- 
mero de  otras  potencias  dirigidas  del  mismo  modo  que  no 
dejarán  de  ponerse  en  equilibrio  ^  aunque  haya  entre  ellas 
razones  muy  distintas  de  las  que  habla  entre  las  primeras.  . 
tz  ^  f .  Supongamos  para  probarlo  y  que  los  quatro  cordones 

AP  y  j4Q  y  AR  y  AS  están  todos  en  un  mismo, plano  ,  y 
<}ue  representando  AB  la  fuerza  P  y  y  prolongando  el  ¿or- 
don  SA  acia  C ,  concibamos  la  fuerza  AB  como  compues- 
ta de  otras  dos  AC  y  AD  y  de  manera  que  sea  la  primera 
Igual  y  y  directamente  contraria  á  la  potencia  S  $  no  hay 
circunstancia  alguna  que  determine  la  dirección  AD  de  la 
fuerza  que  ha  de  recibir  el  conato  de  las  dos  potencias  Q 
y  R  juntas  y  acerca  de  cuya  dirección  solo  sabemos  que 
prolongada  ha  de  pasar  por  dentro  del  ángulo  QAR  y  i 
cuya  condición  se  puede  satis£icer  evidentemente  de  utít 
infinidad  de  maneras.  Por  este  motivo  ^  $i  tomando  á  arbi- 
trio 


DE  DINAMICJ.  ¡34P 

trio  lá  dirección.  AD  y  sin  mas  condición  que  la  espresada^  Fig. 
formamos  sobre  AB  como  diagonal ,  y  con  los  lados  ACj 
AD  el  paralelogramo  ACBD ;  y  si  formamos  después  so- 
bre AD  como  diagonal ,  y  con  las  prolongaciones  AEy 
AF  de  las  direcciones  de  las  dos  potencias  Q^y  R^tl pa- 
ralelogramo AEDF  5  si  representa  AB  el  valor  de  P,  po- 
drá representar  AC  el  valor  de  S ,  AF  el  de  ü ,  y  A^.  el 
de  Q,  y  porque  obra  la  fuerza  AB  del  mismo  modo  que 
obrarían  las  dos  AC  y  AD ,  de  las  quales  la  primera,  que 
ha  de  contrarrestar  S  ha  de  ser  =zSy  por  lo  que  toca  á  I4 
segunda  AD  y  obra  como  obratian  las  dos  AF  y  AE  y  que 
para  contrarrestar  R  y  Q  han  de  tener  respectivamente 
los  mismos  valores  que  estas.  Pera  se  echa  de  ver  al  mismo 
tiempa  y.  que  si  se  le  diera  á  AD  distinta  dirección  ,.  ten;- 
drian  AC ,  AE  y  AF  distintos  valores  ,  tales,  no  obstante 
que  si  se  les  dieran  los  mismos  á  las  potencias  en  cuyas 
direcciones  están,  estas  potencias  se  pondrían  en  equilibrio: 
es  y  pues  ,  constante  que  en  este  caso,  no  mudándose  las  di- 
recciones de  las  potencias  y.  hay  infinitos  modos  de  poner- 
las en  equilibrio. 

429  Lo  mismo  se  verifica  respecto»  de  Tos  cordones 
que  salen  de  un  mismo  nudo ,  quando  están  en  diferentes 
planos  ,  y  son  mas  de  quatco.  Pero  quando  no.  pasan  de 
quatro ,  una.  vez  dadas  las  direcciones  ,  las  razones  que  ha 
de  haber  entre  las  fiíerzas  aplicadas  á  dichos  cordones,  son 
determinadas. 

Forqpe  siempre  podemos  suponec  que  por  dos  qualesi- 

quie.- 
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Fíg*  quiera  AP  j  AS  de  dichos  cordones  pasa  un  plano  que, 
I  5  tf  •  después  de  prolongado  lo  que  fuere  menester,  encontrará  el 
plano  RAQ  de  los  otros  dds  en  la  dirección  de  una  línea 
qualquiera  DAE  ,  cuya  posición  está  no  obstante  determi- 
nada por  las  direcciones  de  las  quatro  potencias.  En  este 
caso  y  ú  prolongamos  la  dirección  SA  ^  y  después  de  re« 
presentar  por  AB  la  potencia  P  y  formamos  sobre  AB  co« 
mo  diagonal ,  y  sobre  las  direcciones  AD  y  AC  como  la« 
dos  y  el  paxalelogramo  DACB  y  será  AC  el  valor  de  la.po« 
tcncia  S  y  y  AD  será  la  espresion  de  la  fuerza  que  hace  la 
potencia  P  contra  las  dos  potencias  Q  y  R  obrando  ]un-> 
tas.  Luego  si  después  de  prolongadas  QA  y  RA  que  están 
en  un  mismo  plano  con  AD  ,  trazamos  sobre  AD  como 
diagonal ,  y  sobre  las  prolongaciones  AF  y  AG  como  la- 
dos ,  el  paralelogramo  AFDG ;  serán  AF  y  AG  los  va- 
lores correspondientes  á  las  dos  potencias  Qy  R. 

430  Pero  en  qualquiera  de  estos  dos  casos ;  quiero 
decir,  estén  ó  no  los  cordones  en  un  mismo  plano?  como 
es  indispensable  para  el  equilibrio  que  se  mantenga  inmo* 
bil  cada  nudo ,  si  resolvemos  la  fuerza  ó  tensión  de  cada 
cordón  aplicada  á  un  mismo  nudo  en  otras  tres  fuerzas  per- 
pendiculares entre  sí ,  ó  paralelas  á  tres  rectas  perpendicu- 
lares entre  sí ,  será  preciso  (  170)  respecto  de  cada 
nudo  ,  que  la  suma  de  las  fuerzas  paralelas  á  cada  una  de 
dichas  lineas  sea  cero.  (  Escusamos  prevenir  que  llamamos 
suma  la  suma  de  las  fuerzas  que  obran  acia  una  dirección, 
menos  la  suma  de  los  que  obran  acia  una  dirección  opuesta). 

Si 
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Si  los  cordones  afianzados  en  un  mismo  nudo ,  estuviesen  Fig. 
en  un  mismo  plano  ,  bastaría  resolver  en  dos  fuerzas  pa- 
ralelas á  dos  lineas  perpendiculares  entre  sí  y  y  tiradas  en 
el  mismo  plano.  En  virtud  de  este  principio  se  hallarán  en 
todos  los  casos  las  condiciones  de  que  pende  el  equilibrio^ 
estando  fijamente  atados  unos  con  otros  los  cordones» 

Propondremos  para  probarlo  un  caso  muy  fácil ,  pro- 
ciurando  averiguar  en  virtud  -del  espresado  principio  qué 
razón  ha  de  haber  entre  tres  potencias ,  que  se  hacen  mu- 
tuamente equilibrio  por  medio  de  tres  cordones  unidos  por 
un  mismo  nudo.^  . 

Representemos  las  tres  potencias  por  las  lineas  AGy 
AB  y  AF  y  y  para  escusar  resoluciones  y  resolvamos,  las  dos 
potencias  Q  y  R  como  se  vé  en  la  figura^  >  quiera  decir^ 
cada  una  en  dos  $  la  una  en  la  direccioa  de  P  $  la  otra  per* 
pendicular  á  esta  misma,  dirección.  En:  estos  supuestos ,  s¡ 
llamamos  el  radio  i  ^  de  los  triángulos  rectángulos  BACy. 
FAI  y  sacaremos  BC=:  AD=:  AB  sen  QACy  FI=:  AE  =: 
AFscn  RACh  AC  =  AB  eos  QAC^  AI  =r  AF  eos  FAI^ 
Luego  infcrirenu)S  del  principio  que  acabamos  de  sentar^, 
AB  sen  Q,AC  —  AF  sen  RAC  =  a ,  y  AB  eos  QAC-^ 
AF  eos  RAC — AG  =  o.  De  la  primera  de  estas  dos. 
equaciones  sacamos  AB  sen  Q AC zzi A F  sen  RAC  i  y  por 
consiguiente  AB  :  AF ::  sen RACí  sen  QAC 5  esto  es  Q; 
Ry.scti  RAC :  sen  QACí  cuya  proporción,  concuerda  de 
todo  punto  con  lo  que  llevamos  demostrado  (  420  ).. 
Si  de  la  primera  equacioa  sacamos  el  valoc  de  AF  y.  y  le 

subs-- 
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Flg.  substituimos  en  la  segunda  y  tendremos  AB  eos  Q,AC 

AB  eos  RAC  sen  QAC  mj^  ^^__^  ^      /     ^y\  r\  ^ry  r\    jtj^ 

l¿niiAc -^^  =0,0  AB  eos  i¿AC  sen  RAC-^ 

AB  eos  RACkví  QAC=zAG  sen  RAC.  Pero  ( 1.5  j  5  ) 
<:os  QAC  sen  A-^C  -4-  eos  RAC  sen  fí^C  =  sen  (  QAC 
'^RAC):=,  sen  QAR  s  luego  -^B  sen  QAR  =z  AG 
sen  -R-^C ;  esto  es ,  -^jB  ;  AG  ::  sen  Ji-í4C  :  sen  QAR ,  ó 
Q:  P::  sen/i-^^;  sen  QAR^  cuya  proporción  también 
concuerda  de  todo  punto  con  lo  que  demostramos  an^ 
tes  (   420    )^* 

431  Averigüemos  ahora  cómo  la  pesantez  de  las 
cuerdas  puede  estorvar  la  comunicación  de  la  acción  de 
las  potencias. 

Sean  quantas  potencias  se  quisieren  aplicadas  i  una 
^y^'  misma  cuerda  sin  pesantez  r^^j^Cf  afianzada  en  dos  pun- 
tos fijos  r  y  S,  ó  de  cuyos  estremos  .tiran  dos  potencias 
Jy  Jl 

£s  evidente  que  si  prolongamos  los  dos  cordones  es- 
tremos  TA ,  SC  Iiasta  que  se  encuentren  en  f^,  el  esfiíer- 
zo  derivado  de  las  tensiones  particulares  de  estos  dos  cordo^ 
nes  estremos ,  ha  de  pasar  por  d  punto  f^.  Y  como  supo* 
nemos  que  hay  equilibrio ,  la  derivada  de  las  tres  poten* 
das  P  íQyR  9  y  <ic  las  tensiones  de  los  dos  cordones  la- 
termedios  AB  y  BC  ha  de  pasar  también  por  el  punto  J^i 
porque  para  el  equilibrio  ha  de  ser  igual  y  directamente 
opuesta  á  la  derivada  de  las  tensiones  de  los  dos  cordo- 
nes TA  y  es.  Pero  la  derivada  de  las  tres  potencias  y  de 
las  tensiones  de  los  dos  cordones  intermedios ,  no  es  otra 

que 
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que  la  derivada  de  las  tres  potencias  solamente,  porque  nín-  Fíg» 
.  guno  de  los  dos  cordones  AB  y  BC  tiene  por  sí  acción  al- 
guna ,  ni  por  consiguiente  causa  alteración  ninguna  en  nin- 
guna parte  del  systema.  Luego  la  derivada  de  todas  las  po- 
tencias V  jQ^yK  aplicadas  á  la  cuerda  pasa  por  la  pro^ 
longacion  V  de  los  dos  cordones  estreñios. 

Ya  declaramos  antes  (757  sig.  )  el  modo  de  hallar 
esta  derivada  \  pero  si  fuesen  paralelos  los  cordones ,  como 
quando  las  potencias  T?  yQ^^K  son  pesos  ^  en  este  caso  la 
dirección  de  la  derivada  no  puede  menos  de  ser  paralela  á 
la  dirección  de  los  pesos  ,  y  se  determinará  facilísimamen- 
te  la  dirección  de  dicha  derivada  con  tirar  por  el  punto  l^ 
una  paralela  á  la  dirección  de  qualquiera  de  los  pesos  ^  esto 
(s  y  una  verticaL 

Sean ,  pues ,  quantos  pesos  se  quisieren  aplicados  á  una  x  5  9\ 
misma  cuerda  sin  pesantez  5  si  prolongamos  los  dos  cordo- 
nes estremos  ,  y  tiramos  por  su  punto  de  concurso  V  la 
vertical  VX ,  se  podrá  reducir,  con  el  pensamiento,  el  equi* 
librio  de  todo  este  systema ,  al  de  tres  potencias  aplicadas 
á  tres  cordones  unidos  por  el  nudo  ^ ,  y  la  potencia  cuya 
dirección  fuese  Xf^Z  será  la  suma  de  los  pesos.  De  aquí  y 
«  de  lo  dicho  (  420  )  inferiremos  que  la  tensión  T  es  á 
la  tensión  S ,  como  el  seno  de  Xf^S  es  al  seno  de  Tf^X. 

Si  consideramos  ahora  una  cuerda  pesada  ,  como  el  i  5  o; 

conjunto  de  una  infinidad  de  pesos  pequeños  unifbrmemen-^ 

te  distribuidos  sobre  el  ege  de  dicha  cuerda ,  hallaremos 

que  si  S  representa  el  punto  donde  la  potencia  está  aplL- 

Tom.If^.  Z  ca- 
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lig,  cada  á  la  cuerda ,  y  T  el  punto  donde  la  cuerda  está  apli- 
cada á  una  máquina  ,  la  fuerza  que  hace  la  potencia  contra 
el  punto  T ,  se  comunica  en  la  dirección  de  la  tangente  W^ 
de  la  curva  que  forma  la  cuerda  por  su  peso :  que  esta  fuerza 
no  es  igual  á  la  de  la  potencia  S ,  sino  quando  la  vertical  ti* 
rada  por  el  punto  de  concurso^ de  las  dos  tangentes  estremas 
divide  el  ángulo  Tf^S  en  dos  partes  Iguales  $  y  que  en  general 
la  acción  de  la  potencia  5*9  la  que  comunicaría,  si  no  fuese  pe« 
sada  la  cuerda ,  es  á  la  que  comunica  juntamente  con  el  peso 
de  la  cuerda  ,  como  el  seno  de  Tf^X,  es  al  seno  de  Sy^X. 

l6l.  4  3  2  Hemos  de  prevenir  que  hablando  con  rigor, por 
grande  que  sea  la  fuerza  con  que  se  procura  poner  tirante 
una  cuerda  ,  jamás  puede  quedar  perfectamente  recta  á  no 
ser  en  la  situación  vertical*  Con  efecto  ,  supongamos  que 
por  medio  de  la  cuerda  R^P  sin  pesantez  ,  sostienen  el  pe- 
so Q  dos  potencias  iguales  P  y  R  cuyas  direcciones  for-r 
man  un  ángulo  que  se  arrima  infinitamente  á  los  i  S  o^. 
Tendremos  j2  •  ^  ••  sen  C^ÍD  :  sen  CyíB  (420),  ó 
(prolongando 27-^)::  sen  C^ÍS :  sen  -^CAD  j  pero  el  ángu- 
lo CAS  es  infinitamente  pequeño,  por  el  supuesto  de  acer- 
carse infinitamente  á  los  x  8  o^  su  suplemento  CAD  j  y 
•i-  CAD  se  acerca  infinitamente  al  valor  de  un  ángulo  rec- 
to: luego  ha  de  ser  j^  infinitamente  pequeña  respecto  de 
P  5  luego  aun  quando  el  peso  Q  es  infinitamente  pequeño^ 
las  dos  partes  de  la  cuerda  forman  un  ángulo* 

De  esto  se  puede  inferir  que  una  fuerza  muy  pequen- 
ña  Q  ocasiona  una  tensión  muy  grande  en  los  cordones 
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AP  ,  AR  quando  es  muy  obtuso  el  ángulo  que  forman.        Fíg. 
En  virtud  de  esto  podemos  esplicar  j  porque  si  sopla^  x6z* 
mos  por  medio  dé  un  tubo  Aa  dentro  de  una  cubierta  ó 
bolsa  flexible  aEBCa  en  cuyo  estremo  B  está  atado  un  peso 
P  9  con  soplar  medianamente  se  consigue  levantar  el  peso 
P  >  aunque  sea  de  alguna  consideración.  Podemos  conside* 
rar  cada  mirad  aCB  >  aEB  de  la  sección  vertical  de  la  bol* 
sa  como  una  cuerda  que  en  cada  uno  de  sus  puntos  está 
impelida  de  una  fuerza  perpendicular^  iguala  la  presión  que 
egerce  interiormente  el  ayre  contra  los  lados  de  la  bolsa.  La 
derivada  de  todas  estas  presiones  ha  de  estar  (431  )  en  Ift 
dirección  FED  >  quiero  decir  que  ha  de  pasar  por  el  punto 
donde  concurren  las  tangentes  en  los  estremos  de  dicha  cuer^ 
da  I  y  ha  de  tener  con  la  fuerza  que  se  gasta  en  la  dirección 
BD  la  misma  razón  que  sen  aDB  ó  sen  aDu  con  sen  FDa^ 
Pero  siendo  el  ángulo  aDu  muy  pequeño  >  el  esfuerzo  muy 
pequeño  en  la  dirección  FD  >  produce  otro  muy  grande  en 
la  dirección  BD  $  por  la  misma  razón  la  presión  que  se  hace 
en  aEB  causará  un  esfuerzo  considerable  en  la  dirección  BF; 
luego  el  peso  P  se  hallará  tirado  de  dos  fuerzas  muy  conside* 
rabies  en  las  direcciones  BD ,  BF^y  que  serán  tanto  mayo- 
res quanto  menor  fuere  el  ángulo  FBD  y  porque  el  conato 
que  de  ellas  resultare  se  arrimará  mas  al  valor  de  su  suma. 

433       Si  en  virtud  de  lo  dicho    (431    )    supone-  1^3 
mos  que  TDHES  sea  una  cuerda  de  peso  uniforme  ó  no 
uniforme ,  afianzada  en  los  dos  puntos  fijos  Ty  Sy\z  qual  en 
virtud  de  sola  su  pesantez  tonu  cierta  curvatura  ^  es  evl« 

Z  2  den^ 
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Fig.  dente  que  podremos  considerar  dicha  cuerda  como  un  po«- 
lygono  de  una  infinidad  de  lados  ,  cargado  de  pesos  en  to- 
dos sus  puntos.  Por  consiguiente ,  si  tiramos  en  las  direccicv- 
nes  de  los  lados  estremos  de  dicho  polygono  las  tangentes 
Tf^ ,  Sl^  que  se  encuentren  en  ^  5  y  después  de  tirar  las 
verticales  Í^X ,  TT,SZ  y  llamamos  R  el  peso  total  de  U 
cuerda  yT  y  S  las  cargas  de  los  garfios  T  y  J* ,  ó  las  ten^ 
slones  de  la  cuerda  en  las  direcciones  Tf^^  SV ^  resulta- 
rá  (431)  A:  T:  S.\  sen  Tl^S\  sen  VSZ :  sen  l^TT.  Del 
mismo  modo  9  si  por  un  punto  qualquiera  D  de  la  cuerda  se 
tira  la  tangente  DF ,  y  se  levanta  la  perpendicular  FI,  sa- 
caremos ( llamando  R^  el  peso  de  la  parte  SEHD  de  U 
cuerda ,  y  D  la  tensión  de  dicha  cuerda  en  JD)  ^  R^:S: 
D  ::  sen  SFD  :  sen  DFI :  sen  FSZ.  Si  se  tira  todavía  otra 
tangente  qualquiera  EM  que  encuentre  DF  en  M^y  des^ 
pues  de  levantada  la  vertical  MN ,  se  llama  R^  el  peso  de 
la  parte  EHD  ,  E  la  tensión  de  la  cuerda  en  £ ,  se  saca^ 
ti  R'^:  E  :  D  ::  sen  EMD  :  sen  DMN  :  sen  EMN.  Es, 
pues  y  siempre  tal  la  curvatura  de  la  cuerda  que  siendo  su 
peso  ó  el  de  una  qualquiera  de  sus  partes  proporcional  al  se^ 
no  del  Ángulo  que  forman  unas  con  otras  las  tangentes  tira^ 
4as  por  los  estremos  de  la  cuerda  ,  ó  de  su  parte ,  las  ten^ 
sienes  en  las  direcciones  de  las  tangentes  son  recíprocamen^ 
te  proporcionales  a.  los  senos  do  los  ángulos  que  forman  con 
la  vertical. 

434      Consideremos  todavía  otro  .caso  de  la  máquina 
'funicular  que  |uHta   tres  cordones   en   cada   nuda    Sea 

j1 
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ABCDEF  un  polygono  funicular  regular  en  cuyas  ángu-  Fig. 
los  están  aplicadas  las  potencias  P  ^Q^R  &c.  que  obran  16^. 
desde  el  centro  á  la  circunferencia  ^  y  que  están  en  equili- 
brio  unas  con  otras.  Es  evidente  que  todas  estas  potencias 
son  Iguales  entre  sí ;  que  están  igualmente  tirantes  todos  los 
lados  del  polygono  >  y  que  la  suma  de  todas  las  potencias  es 
á  la  tensión  del  uno  de  los  lados  del  polygono  y  como  el  pe*' 
rímetro  del  polygono  es  al  radio  del  círculo  circunscripto. 
Porque  las  potencias  son  representadas  por  los  senos  de  los 
ángulos  iguales  FABy  ABC ^  BCD  &c.  siendo  así,  que  las 
tensiones  de  los  lados  del  polygono  lo  son  por  los  senos  de 
los  ángulos  ABOy  OBC,  OCB  Scc.  iguales  también ,  y  como 
en  un  triángulo  ABO  podemos  considerar  la  mitad  de  cada 
lado  como  el  seno  del  ángulo  opuesto  s  se  sigue  que  si  Ha* 
oumos  n  el  número  de  los  lados  del  polygono  y  x  la  tensión 
de  uno  de  sus  lados,  sacaremos  P  -+-fi-+-  -R-H  ky-H  &c: 
y  ::  w  X  ~  :  ^  ::  »  X  AB  :  AO  ,  en  cuya  proporción  los 
dos  últimos  términos  son  el  contorno  del  polygono ,  y  ei 
radio  del  círculo  que  le  está  circunscripto. 

Quando  crece  al  infinito  el  número  de  los  lados  del 
polygono  ,  llega  á  confundirse  su  perímetro  con  la  circun-^ 
fcrencia  del  círculo  circunscripto  j  y  en  este  caso  la  tensión 
de  cada  uno  de  sus  lados  es  la  tensión  de  la  circunferencia 
en  un  punto  qualquiera  ,  en  la  dirección  de  la  tangente  en 
dicho  punto.  Así ,  si  se  le  aplican  á  todos  los  puntos  de  una 
circunferencia  de  círculo  flexible  unas  potencias  que  obren 
desde  el  centro  á  la  circunferencia  ,  y  que  estén  en  cquilí- 
TomJJ^.  Z  V  brioj 
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Kg.  brío  5  todas  estás  potencias  serán  iguales  5  estará  igualmente 
tirante  en  todos  sus  puntos  la  circunferencia  ,  y  la  suma  de 
todas  las  potencias  será  á  cada  una  de  diclias  tensiones  ^  co« 
jno  la  circunferencia  es  al  radio. 

De  la  Palanca. 

*  '43;  Llamamos  Palanca  nna  barra  Inñexible ,  sea  íá 
1^5*  qne  fuere  su  ñgura  ^  que  descansa  de  tal  modo  sobre  un3 
I  66.  de  sus  puntos  C>  que  no  pueden  darla  las  fuerzas  que  se 
lá  aplicaren  ^  otro  movimiento  que  un  movimiento  de  rota- 
clon^,  esto  es ,  un  movimiento  para  dar  vueltas  al  rededor- 
del  punto  C,  que  se  llama  Punto  de  apoyo  ^  Hypomoclhj 
ó  solamente  Apoyo. 

Supondremos  primero  qü¿  las  fuerzas  aplicadas  á  la  pa«' 

■      •        » 

láncá>  y  el  apoyo  están  en  un  mismo  plano  5  y  coiiside*^ 
ráremos  por  ahora  la  palanca  como  que  no  tiene  ni  masa^ 

» 

ni  pesantez.  En  el  caso  del  equilibrio  se  puede  atender  muy;- 
bien  á  •  la  pesantez  de  la  palanca ,  considerándola  como  re-* 
concentrada  en  su  centro  de  gravedad  >  y  como  una  nuc-^ 
va  fuerza  que  en  dicho  punto  se  la  aplica  en  irna  direc- 
ción vertical.  Pero  en  el  caso  del  movimiento  no  se  debe 
suponer  k  maiia  reconcentrada  en  el  centro  de  gifavedad 
para  apreciar  él  efecto  que  puede  causat  5  sé  ha  de  suponer 
toda  la  masa  reconcentrada  en  otro  punto  que  determina*» 

remos  dentro  de  poco. 

4  3  5      Supongamos  ,  pues  ,  que  dos  potencias  P  y  Q 

t  •  

aplicadas  á  los  dos  puntos  B  y  Dác la  palanca BCD  sea 

•  in- 
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Inmediatamente ,  sea  por  medio  de  dos  cordones  jó;  dos  va-  Fig, 
rillas  sin  masa ,  obren  contra  dicha  palanpa  .ín  las  direc? 
clones  BP ,  DQ  ,  y  hagan  equilibrio  :  hemos  de  determi-i 
nar  las  condiciones  de  este  equilibrio.   :  ; 

Como  qualquiera  de  las  ios  potencias  -y  pongo  por  ca^ 
so  la  potencia  Q ,  no  forma  equilibrio  con  la  otra ,  sino 
por  medio  del  hypomoclio  C,  es  evidente  que  la  potencia  Q 
ha  de  producir  dos  esfuerzos  de  los  qualeí  el  Uno  contra^ 
reste  el  de  la  potencia  P,  y  el  oiroesté  aniquilado  por  el 
apoyo  C,  y  pase  por  consiguiente  por  este  punto». 

Prolonguemos  indefinitamente  las  direcciones  PB  y 
QD  que  sq  encuentran  en  -/f  >  y  tiremos  ^C.  Podemo« 
suponer  (.  7>6'  )  la  potencia  j2  aplicada  en^^díácia  -^j3? 
en  cuyo  supuesto ,  si  representa  ^G  el  valor  de  esta  pótenm- 
ela ,  y  si  sobre  jÍG  como  diagonal ,  y  las  direcciones  ^C^ 
BAE  ,  como  lados  contiguos  ,  formamos  el  par alelOgram^ 
AHGE  5  representará  jíE  (73)  el  esfuerzo  que  ha- 
ce Q  en  la  misma  dirección  de  P ,  pero  contrario  á  esta  po« 
tcDcia  i  y  jíH  el  que  hace  cotitca  d  hypomoclio  C.  G)ii 
cfectof  y  aunque  'c\  punto  j4  no  esté  unido  con  los  dos  puar 
tos  B  y  C\^no  por  esto  deja  de  hacetse  la  distribución  de 
la  fuerza  Q  del  mismo  modo  que  si  lo  estuviera.  Porque 
es  evidente  que  si  aun  sin  alterar  en  nada  las  fuerzas  y 
sus  direcciones  9  se  uniese  el  punto  A  con  los  tres  puntos  By 
C  y  D  por  medio  de  tres  barras  inflexibles  AB  y  ACy  AD 
sin  masa  y  esta  circunstancia  en  nada  alterarla  el  estado  ac- 
-tual  del  systema  ,  ni  pcú:  consiguiente  el  modo  con  que  la 

Z  4  fiíer^ 
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rig.  fiíerza  Q  comunica  su  impulso  5  pero  en  este  último  caso 
el  impulso  de  la  fuerza  Q  se  comunicaría  evidentemente 
del  modo  que  acabamos  de  declarar ;  luego  del  mismo  mod- 
elo se  comunica  en  el  primer  caso.  Sentado  esto,  es  preci* 
so  para  que  haya  equilibrio  ,  que  la  fuerza  AE  sea  no  solo 
directamente  contraria  y  sino  también  igual  á  la  fuerza  P. 
Por  lo  que  mira  á  la  fuerza  AH  ^  basta  para  que  se  pierda, 
que  vaya  dirigida  al  punto  C  Tenemos  ,  pues  ^  llamando 

C  la  carga  que  lleva  el  apoyo  C,  j^*  ^  ^  ^  ••  -^í=^- 
AEx  AH. 

437  SI  desde  A  acia  B  tomamos  AI  =  AE ,  y  tl- 
iramos  ///,  se  echa  de  ver  que  ATG  H  scrí  un  paralelo* 
gramo.  Pero  AI ,  AG  que  son  los  lados  de  este  paralelo^ 
gramo  9  espresan  los  valores  y  las  direcciones  de  las  dos  fuer-* 
zas  P  yQy  luegp  (70)  la  diagonal  AH  representa- 
t4  su  derivada  5  luego  ya  que  AH  representa  también  la 
carga  del  punco  de  apoyo  y  hemos  de  inferir  que  en  gene^ 
ral ,  la  carga  del  punto  de  apoyo  es  cabalmente  la  deriva- 
<b  de  las  dos  fuerzas  aplicadas  á  la  palanca  >  y  que  por  con-í* 
siguiente  obran  estas  dos  fuerzas  contra  el  apoyo  ,  del  mis- 
010  modo  que  si  se  le  aplicaran  inmediatamente  en  dírec- 
clones  paralelas  á  las  que  tienen  actualmente. 

Podríamos ,  si  quisiéramos ,  manifestar  de  otro  modo  li 
verdad  de  esta  proposición^  considerando  que  una  vez  que  en 
lugar  de  la  fuerza  j2  se  pueden  substituir  las  dos  fuerzas  AE, 
AH  de  las  quaies  la  primera  se  consume  en  contrarres- 
tar la  fuerza  P y  es  la  fuerza  residual//  el  único  efec- 
to 
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to  que  producen  las  dos  fuerzas  P  y  QfY^ot  consiguiente  Fig- 
la  fuerza  que  de  ellas  se  deriva. 

438  Abre ,  pues  ,  la  serie  de  las  razones  Q:  P  :C:: 
jíG  :  JÍE:  AH  que  hemos  hallado  (  4  3  tf  )  ,  un  camino 
para  comparar  las  fuerzas  (g  y  -P  9  así  unas  con  otras ,  como 
con  la  carga  C  del  apoyo.  Pero  buscaremos  otro  camino  to« 
davia  mas  acomodado. 

I  .^  En  virtud  de  lo  dicho  (81)  tenemos  AGi 
AE\AH\\  sen  HAE\  sen  HAG :  sen  GAE , ó ::  sen  HAh 
sen  HAG :  sen  GAI ;  porque  los  ángulos  HAE  ,  GAE  tie- 
nen los  mismos  senos  que  sus  suplementos  HAI  y  GAh 
luego  (2  :  P  :  C : :  sen  HAI :  sen  HAG  :  sen  GAI  5  quiero 
decir  ^  que  las  fuerzas  i3  y  P  >  y  la  carga  C  del  apoyo  son 
representadas  cada  una  por  el  seno  del  ángulo  que  forman 
las  direcciones  de  las  otras  dos« 

2.®  Hemos  visto  (82)  que  en  habiendo  tres 
ífuerzas  /tales  que  la  una  de  ellas  sea  la  derivada  de  las  otras 
dos  y  dos  quaiesquiera  de  dichas  fuerzas  son  entre  sí  recí-^ 
procamente  como  las  perpendiculares  tiradas  á  sus  direcdo« 
nes  desde  un  punto  qualquierá  de  la  dirección  de  la  ter-« 
cera. 

Luego  sí  desde  un  punto  qualquiera  de  AC  ^  5i  desde 
^  >  por  egemplo,  se  tiran  las  perpendiculares  CX ,  CMi  las 
direcciones  VB ,  QP ,  tendremos  Q,\¥.\CL\  CM.  Y  sí 
desde  un  punto  qualquiera  de  la  dirección  de  Q ,  por  egem- 
pío  desde  D ,  se  tiran  las  perpendiculares  DO,  DR  á  la  di- 
rección de  la  fuerza  P ,  jr  de  la  carga  del  apoyo ,  tendre- 
mos 
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Elg.  mos  P :  C : :  DR :  DO.  Del  mismo  modo  podríamos  compa« 
rar  la  fuerza  Q  con  la  carga  C  . 

Son  ciertas  todas  estas  proposiciones ,  sean  las  que 
fueren  la  fígura  de  la  palanca^  y  las  direcciones  de  las 
potencias. 

4  3  P  Qiiando  son  paralelas  las  direcciones  de  las  dos 
potencias  ^  en  cuyo  caso  es  paralela  con  ellas  la  derivada  ó 
la  carga  del  apoyo  ,  las  perpendiculares  tiradas  desde  un 
mismo  punto  de  la  dirección  de  qualqüiera  de  ellas  ,  á  las 
direcciones  de  las  otras  dos  ^  están  todas  en  una  misma  ii^ 
j  j  ^  nea  LCM  >  se  puede  ,  pues  ,  decir  en  este  caso  ,  que  si  se 
tira' una  linca  LCM  perpendicular  á  las  direcciones  de  las 
potencias  ,  cada  potencia  será  representada  por  la  porción 
de  dicha  recta  y  compreendida  entre  las  direcciones  de  las 
otras  dos. 

440  Si  á  mas  <fc  esto  füefe  recta  la  palanca  ^  es  fií- 
cil  sacar  de  los  triángulos  semejantes  CLB ,  CMD ,  qué 
las  porciones  CB  ,  CD ,  BD  tienen  entre  sí  la  misma  ra- 
zón que  las  porciones  CL  y  CM  y  LMh  luego  se  puede  de^ 
cir  en  este  caso  ^  que  cada  fuerza  es  espresada  por  la  por-^ 
clon  de  la  palanca  compreendida  entre  las  direcciones  de 
las  otras  dos  j  así  ^^  :  P  ::  CJ?  :  CT>  5  esto  es  ,  que  las  dos 
potencias  están  en  razón  inversa  de  los  brazos  de  palanca 
GByCD  5  de.  suerte  que  la  potencia  Q  ha  de  ser  tanto  me-# 
ñor  para  estar  en  equilibrio  con  la  potencia  P  ,  quanto  el 
brazo  CD  de  la  palanca,  al  qual  está  aplicada, es  mayor  que 
el  brazo  ¿fCalqual  está  aplicada  P«  Por  lo  que  mira  á  la 

car- 
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carga  del  apoyo ,  es  igual  á  la  suma  de  las  dos  potencias  P  y   Fíg* 
Q  ,  pues  si  representan  CDy  BC  las  potencias  (   439    ), 
representará  BD  la  carga, 

441  Aquí  podremos  probar  una  propiedad  muy  im- 
portante del  centro  común  de  gravedad  de  dos  cuerpos  que 
están  en  equilibria  5  y  aunque  la  probaremos  respecto  de  U 
palanca  ^  la  misma  demostración  dirá  por  st  que  se  puede 
aplicar  á  las  demás  máquinas  que  se  la  refieren. 

Esta  propiedad  consiste  en  que  el  centro  de  gravedad 
común  de  dos  cuerpos  que  están  en  eqmlibrio  está  en  el  pun^ 
to  mas  bajo  respecto  de  la  palanca  j  quiero  decir  ,  que  su  dis^ 
táncia  á  la  orizontal  que  pasa  por  el  punto  de  apoyo  es  siem-* 
pre  la  mayor  posible* 

Supongamos  que  estanda  la  palanca  en  la  situación  orl^ 
zóntal  LM  y  estén  respectivamente  en  P^  y  (gf  los  dos  pe-* 
sos  equilibrados ,  y  que  esté  en  G  su  centro  común  de  gra* 
vedad  ^  y  que  pasando  después  la  palanca  á  la  situación 
BB  tstén  respectivamente  los  pesos  en  F  y  Q^  Hemo* 
de  probar  que  en  ambos  casos  es  G  su  centro  común  de 
gravedad»  A  este  fin  tiraremos  la  ¿M^  paralela  á  LM. 

Si  tos  dos  pesos  estuvieran  en  la  palanca  y  su  centro 
Común  de  gravedad  estaría  (  121  )  en  la  misma  palan* 
ca  en  un  punto  (  44  a  )  que  la  dividiría  en  dos  partes 
tecíprocamente  proporcionales  á  los  pesos.  Pero  si  estos  se 
.van  apartando  de  la  palanca  acia  abajo  y  bajará  también  sct 
centro  conmn  de  gravedad  ^  manteniéndose  constantemen*- 
te  C  z  ^  I   ])  eii  uncit  4e  los  puntos  de  la  linea  GC  que  es 
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Fig.  la  dirección  de  la  fuerza  derivada  de  las  fuerzas  He  los  pe« 
sos.  Es  ,  pues  ,  preciso ,  que  G  divida  en  dos  partes  recí- 
procamente proporcionales  á  los  pesos  la  línea  tirada  desde 
el  un  peso  al  otro. 

1  .^  Estando  la  palanca  orlzontal  y  los  triángulos  F^GL¡ 
f^GM^son  semejantes  por  ser  iguales  los  ángulos  en  6 ,  y. 
paralelos  los  dos  lados  verticales  PP!  QQ!'y  luego  P^G:  GQ^:: 
GlJ\  GMÍ  Pero  GL!z=l  CL  ,  y  GM'zz:  CMson  recíproca- 
mente proporcionales  á  los  pesos  >  luego  también  lo  son  P^G 
y  GQ  5  luego  quando  la  palanca  es  orizontal ,  está  en  G  el 
centro  común  de  gravedad  de  los  pesos. 

2  .^  Quando  después  de  mudada  la  situación  de  la  pa- 
lanca están  respectivamente  en  P  y  j2  1^^  dos  pesos  ;  han 
andado  los  espacios  PP^  y  Q^Q  proporcionales  á  los  arcos 
ZB ,  MD  que  han  trazado  los  estremos  de  la  palanca» 
pues  quanto  mayores  fueren  estos  arcos ,  tanto  mayor  tre- 
cho habrá  bajado  P^>  y  subido  Q¡  >  dichos  arcos  son  propor- 
cionales á  sus  radios  $  esto  es  ,  á  CL  zz:  GL\  y  á  CM  =; 
GM^,  ó  proporcionales  á  GP^  y  GQ\  que  según  acabamos 
de  probar  son  proporcionales  á  GL  y  GM.  Luego  los 
triángulos  PGP^, fiG^fi"^  son  semejantes  (  1.4^4  )i  luen- 
go PG  iGQ::  GP^:  GQ¡'y  luego  el  punto  G  divide  también 
la  linea  PQ  en  dos  partes  recíprocamente  proporcionales 
á  los  pesos  >  luego  está  también  en  el  punto  G  el  centro 
común  de  gravedad  de  los  dos  pesos  en  la  nueva  situación 
de  la  palanca ,  y  como  lo  mismo  probaríamos  en  otra  nue- 
ya  situación  qualquiera  de  la  misma  palanca ,  siendo  slem-- 

prc 
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pre  unos  mismos  los  supuestos ,  sigúese  que  el  centro  co  Fíg. 
mun  de  gravedad  G  de  los  dos  pesos  no  puede  bajar  mas 
abajo  de  G  ,  y  que  por  consiguiente  su  distancia  á  la  orLr 
zontal  LM  es  la  mayor  posible. 

442      Si  foerc  Q  una  potencia  motriz,  ó  que  está  para  i6S. 
comunicar  el  movimiento,  P  un  mobil ,  y  C  un  apoyos   i^P 
distinguiremos  con  los  Antiguos  tres  especies  de  palanca^  17^ 
según  varían  las  situaciones  en  que  puede  estar  la  potencia 
respecto  del  mobil  y  del  apoyo.  La  figura  i  5  8  representa  * 
la  palanca  de  la  primera  especie  :  está  el  apoyo  entre  la  po^ 
tencia  y  el  mobil ,  y  hace  tanto  mayor  fuerza  la  potete- 
cia  (   44a   )  quanto  mas  distante  está  del  hypomodio.^ 
La  figura  169  representa  la  palanca  de  la  segunda  especie^ 
en  la  qual  está  el  mobil  entre  el  apoyo  y  la  patencia  ,.  que  - 
por  consiguiente  tiene  siempre  mas  ventaja.  Finalmente  re^ 
presenta  la  figura  ija\la  palanca  dé  la  tercera  especie,  en 
la  qual  está  la  potencia  entre  d  mobil  y  d  apoyo :  tiene^ 
pues ,  en  este  caso  la  potencia  una  desventaja  conocida ,.  y^ 
por  consiguiente  lo  erraría  el  que  se  valiese  de  esta  palaa-  . 
ca  para  aumentar  d  efecto  de  la  fuerza  motriz,  esto  es,  para 
ponerla  en  parage  de  sobrepujar  una  fuerza  mayor  que  ellau 
Pero  como  no  siempre  se  lleva  la  mira  de  aumentar  la  ñierv 
za  motriz ,  según  hemos  insinuado ,  no  deja  de  ser  muy  útil 
esta  tercera  especie  de  palanca  en  las  máquinas  de  que  nos . 
valemos  para  aprovechar  todos*  los  movlmientos^  que  están  . 
á .  nuestra  disposición. .  Por  este  motivo  sirve  con  ventaja  en 
los  telares  para  4;eger  lienzos ,  paños ,.  y;  otras  telas ,  en  cur 

yas 
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rig.  yas  máquinas  no  pueden  las  manos  del  oficial  que  tege  la 
tela  emplearse  en  dar  el  movimiento  al  celar :  válese  para 
esto  de  los  pies  y  con  los  quales  empuja  los  palos  CD ,  y 
tira  la  cuerda  BR  j  que  pasando  por  la  polea  R  vi  i  en- 
contrar la  armazón  que  sirve  para  alzar  y  bajar  alternada- 
mente los  hilos  ,  cuya  armazón  no  pide  mucha  fuerza  por- 
que pesa  poco.  Lo  propio  se  vé  en  la  máquina  del  amo- 
lador. 

443  Conviene  prevenir  ^  antes  de  pasar  adelante, 
^ue  prescindiendo  del  rozamiento ,  el  punto  de  apoyo  de 
una  palanca    no   debe  ser  tenido  como  un  mero  susten- 

íi  5tf.  ^^^^^'  ^^^  efecto  ,  si  el  apoyo  en  vez  de  introducir- 
se en  la  palanca  y  no  hiciera  mas  que  tocar  su  superfi- 
cie ,  es  fácil  percibir  que  aun  quando  las  dos  potencias  Q 
Y  P  estuviesen  una  con  otra  en  razón  inversa  de  las  per- 
pendiculares CM  j  CL  y  no  podrían  estar  en  equilibrio  en 
dicha  palanca  sino  en  solo  un  caso  i  es  á  saber ,  quando 
fuese  la  dirección  ^C  perpendicular  á  BD  >  ó  á  la  tangen- 

1  5  y .  ^c  en  C ,  porque  si  fuese  ^C  oblicua  ,  se  echa  de  ver  que 
comunicaría  á  la  palanca  un  movimiento  en  la  dirección  BD; 
por  lo  que  se  equivocaría  el  que  creyera,  por  egemplo,  que 
prescindiendo  del  rozamiento ,  y  de  la  pesantez  de  la  palanca 
JPQ ,  quedarían  en  equilibrio  los  dos  pesos  P  y  j2  en  la  si- 

^171.  tuacion  inclinada , 'si  P  siendo  ÁQ::CQ:CPyU  superficie 
de  la  palanca  no  hiciera  mas  que  descansar  sobre  el  punto 
C.  £1  punto  de  apoyo  qual  se  debe  considerar  á  fin  de  que 
haya  equilibrio  en  codas  las  situaciones  de  la  palanca ,  ha 

de 
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de  producir  el  mismo  efecto  que  un  asador  que  pasando  Fíg. 
por  C  no  le  dejaría  á  la  palanca  mas  libertad  que  para  mo- 
verse al  rededor  del  punto  C.  £n  una  palabra  quando  deci* 
mos  que  basta  que  la  derivada  AC  de  las  dos  potencias  16  f. 
pase  por  el  punto  de  apoyo  C y  suponemos  que  el  punto  l66^ 
correspondiente  C  de  la  palanca  no  puede  adquirir  ningún 
movimiento  ;  porque  si  le  pudiera  adquirir  y  yá  no  bastaría 
la  condición  espresada.  Por  egemplo  y  si  fuese  tirada  la  pa- 
lanca BD  de  tres  potencias  P  yQy  R  aplicadas  á  los  tres 
cordones  BP  ,  DQ  ,  CR  ,  no  habría  equilibrio ,  si  fuese  jÍC 
la  dirección  de  la  derivada  de  P  y  de  j2  >  ^^"  quando  pa- 
sara jÍC  por  el  apoyo  C  y  sería  menester  á  mas  de  esto  que 
el  punto  de  concurso  A  estuviese  en  la  linea  CR^ 

444  Una  vez  que  es  preciso  para  que  las  dos  fuer-  rg^^ 
zas  P  y  j2  se  pongan  en  equilibrio  por  medio  de  la  palanca 
SCD  q'ie  estén  en  razón  inversa  de  las  perpendiculares  CLy 

CM  y  ó  que  tengamos  P  :  j2  ••  CM\  CL ,  se  infiere  que 
P  X  CL  =:  J2  ^  ^^  y  ^^^  es  9  ^^e  los  momentos  de  estas 
dos  fuerzas  tomados  respecto  del  punto  de  apoyo ,  0(^5) 
respecto  de  otro  punto  qualquiera  de  la  dirección  yfC,  han 
de  ser  iguales. 

445  Como  toda  fuerza  arguye  una  inclinación  al 
movimiento ,  por  fuerzas  P  y  Q  hemos  de  entender  el  pro- 
ducto de  cierta  masa  por  la  velocidad  que  la  comunicarían 
dichas  fuerzas  y  si  nada  detuviera  dicha  masa«  Sea  »  pues^ 
M  cierta  masa  /y  ^  la  velocidad  que  puede  comuni- 
carla la  fuerza  P  obrando  libremente  en  ella  $  sea  cambien 
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Fig.  M^  otra  masa  qualqoiera ,  y^  la  velocidad  que  la  puede  co- 
municar la  fuerza  Q ,  será  preciso  para  el  equilibrio  que 
MxP^iM^f^y.CMiCL. 

445  Sea  g  la  velocidad  que  la  gravedad  comunica 
»<  7  3  •  en  un  instante  á  toda  parte  material  que  esté  libre  $  y  sean 
My  M^  dos  cuerpos  graves  colgados  de  los  dos  cordones 
BIM  y  DKM'  ,  que  descansando  sobre  los  dos  apoyos  cur- 
yos  I  y  K  comunican  enteramente  (427  )  á  la  palan- 
ca BCD  acia  las  direcciones  BI  y  DKy  el  impulso  de  la 
pesantez  de  dichos  cuerpos  ;  serán  gM  y  gM^  la  medida 
de  las  fuerzas  con  que  estos  cuerpos  obran  (23); 
será  y  pues  ,  preciso  para  el  equilibrio  qnc  gM : gM^ ::  CO: 
CN  y  esto  es  M :  iíf^::  CO  :  CN  5  luego  en  general  para 
que  dos  masas  que  no  esperimentan  mas  impulso  que  el 
de  su  pesantez  y  ó  para  que  dos  masas  solicitadas  de  ve* 
locidades  iguales  y  se.  pongan  en  equilibrio  en  una  pa- 
lanca y  basta  que  dichas  noasas  .estén  en  razón  inversa  de 
las  distancias  que  hay  desde  sus  direcciones  al  punto  de 
apoyo. 

447  Pero  si  ^fuesen  desiguales  las  velocidades  ,  se 
echa  de  ver  que  no  bastaría  estuviesen  las  masas  solamen- 
te en  razón  inversa  de  las  dbtancias  que  huviere  entre  sus 
direcciones  y  y  el  punto  de  apoyo  y  deberían  estar  en  la 
misma  razón  los  productos  de  las  masas  por  las  velocl- 

*  dades..         . 

448  Si  liega  el  caso  de  que  se  les  comuniquen  á 
idos  masas  ñnitas  y  pesadas  M  y  M^  velocidades  ñnitas  y 

des- 


De  dinámica.  ^6^^ 

desiguales  en  las  direcciones  de  las  cuerdas /iKf  y  iO!f^  como  Fígl  i 
la  velocidad  que  puede  comunicarles  en  un  instante  la  pesan* 
tez  es  infinitamente  pequeña  y  bastará  para  que  se  destruyan 
mutuamente  las  dos  velocidades  finitas,  que  las  cantidades xle 
movimiento  que  tendrían  ios  dos  cuerpos  en  virtud  de  dichas  -  ^ 
velocidades  estén  en  razón  inversa  de  CO  y  CN.  Pero  este 
equilibrio  no  durará  sino  un  instante  >  porque  luego  que  se 
huvieren  destruido  mutuamente  dichas  velocidades  ,  los 
cuerpos  My  M'  sujetos  al  impulso  de  su  pesantez ,  recibirán 
de  ella  cantidades  de  movimiento  que  seguirán  la  razón  sim« 
pie  de  las  masas  ,  y  que  por  consiguiente  no  estarán  en  ra« 
9on  inversa  de  las  distancias  CX)  y  CN. 

44P  Esto  manifiesta  la  diferencia  que  hay  entre  el^ 
equilibrio  de  los  cuerpos  solicitados  por  sda  la  pesantez  y  y^ 
el  de  los  pesos  Impelidos  de  velocidades  finitas. 

Conviene  también  reparar  que  no  es  posible  poner  en  j  ^  g^ 
equilibrio  un  peso  solicitado  por  sola  su  pesantez  con  un 
peso  ó  una  masa  impelida  de  una  velocidad  finita ,  por  la 
misma  razón  que  declaramos  en  otro  lugar  (    2  3  o   ).   De 
donde  inferiremos  que  si  el  peso  P  está  en  equilibrio  con 
una  fuerza  j¿  y  que  sea  por  egemplo  la  de  un  hombre  ,  de 
un  caballo  &c«  el  conato  de  esta  última  no  se  dirige  mas 
que  á  hacer  que  se  mueva  el  punto  D  con  una  velocidad  infi- 
nitamente pequeña.  Por  el  contrario,  si  la  fiíerza  Q  aplicada 
en  D  obrase  por  una  sacudida  ó  impresión  finita  y  haría  su*- 
bir  el  peso  P  y  sea  el  que  ñiese  y  á  lo  menos  cierto  tiempo 
que  y  quando  fíiere  P  algo  considerable  y  podrá  ser  tal  que  no 
Tom.iy.  Aa  per* 
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IFig.  perciba  lá  vista  este  movimieato,  que  no  por  esto  ¿ejará  de 
verificarse  (.230   ). 

450      Las  razones  que  liemos  determinado  (.4357 
S)g.  )  entre  las  dos  potencias  P^Qy  ia  carga  C  del  apoyo 

16$.  dan  ios  principios  para  resolver  está  cuestión  general :  Dadas 
X  ^%*  t^^s  de  estas  seis  cosas  ,  ¡as  dos  potencias ,  la  carga  del 
apoyo  y  y  sus  direcciones ,  bailar  las  otras  tres  ?  Quando 
no  hay  mas  datos  que  las  direcciones  y  solo  se  puede  ha« 
llar  la  razón  entre  las  potenciad  Fúndase  la  resolución 
de  esta  cuestión  en  lo  dicho  (  421  )•  .Quando  son  pa« 
tálelas  las  direcciones  y  la  respuesta  á  la  pregunta  se  saca 
de  lo  dicho  (  860439  )  j  y  en  gerieral^ji  se  trata 
de  determinar  la  posición  del  apoyo  quando  son  conocí* 
das  las  potencias  P  y  Qy  y  determinadas  sus  posiciones, 
se  reduce  la  operación  á  hallar  la  derivada  de  dichas  dos 
potencias ,  cuya  operación  es  fácil  en  virtud  de  lo  di* 
cho  (    70   ). 

.    451       No  sucede  lo  propio  quando  son  mas  de  dos  las 
potencias  aplicadas  á  la  palanca  >  en  este  caso  se  pueden,  va- 
riar al  infinito  ,. conforme  hicimos  (428)  respecto  de  las 
cuerdas^  las  razones  ó  las  direcciones  de  algunas  de  laspocen*' 
cias  y  permaneciendo  las  otras  las  mismas  y  sin  que  por  esto 
se  pierda  el  equilibrio  5  pero  hay  esta  diferencia  entre  la 
palanca  y  las  cuerdas,  que  la  condición  del  equilibrio  en 
la.  palanca  es  única;  siendo  así  que  respecto  de  las  cuerdas 
son  tantas  las  condiciones  como  los  nudos  (   430.  ).   Bas^ 
tara  manifestar  esta  condición  en  el  caso  de  ser  tres  las 

po- 
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potencías-y  para  dar  á  entender  que  se  verifica  igualmente  Flg. 
quando  son  mas. 

452      Sean  ,  pues  ,  tres  potencias  P  ^  QyR  cuyas  di-  1 7  4. 
lecciones  sean  BP  y  EQy  DRy  en  equilibrio  en  la  palancas 
BCED.  Obra  ,  pues  y  la  potencia  j2  <^ontra  cada  una  de  U 
dos  potencias  P  y  R^y  contra  el  apoyo  C.  Después  de  pro- 
longadas las  direcciones ,  tomo  desde  el  concurso -rf  de  -BP  y; 
EQ  la  linea  ^H  para  representar  la  potencia  'Q  ,  é  imagí-* 
no  esta  potencia  resuelta  en  otras  dos ,  la  una  AG  igual 
y  directamente  opuesta  á  la  potencia  P  y  la  otra  j4F  tal  que 
pueda  contrarrestar  la  potencia  R  por  medio  del  apoyo  C« 
Luego  si  imaginamos  la  fuerza  AF  aplicada  en  la  dirección 
AFIL  en  el  punto  /  donde  la  dirección  DA  encuentra  li 
fuerza  AF  y  es  preciso  que  pueda  resolverse  la  fuerza  AF  ó 
IL  en  otras  dos  fuerzas  y  la  una  IK  igual  y  directamente 
opuesta  á  la  potencia  R ,  la  otra  /iU dirigida  al  punto  de  apo? 
yo  C  De  todo  esto  resulta  que  la  fuerza  Q  produce  los  tres 
efectos  AGy  IKy  IMy  de  los  quales  los  dos  primeros  son  des« 
truidos  por  ser  iguales  y  directamente  opuestos  á  las  fuerzas 
P  y  jR  ,  y  el  último  que  se  dirige  al  punto  C  no  puede  mcr^ 
nos  de  ser  también  destruido.    Pero  ya  que  todas  las  fuer-^ 
zas  que  obran  en  la  palanca  son  P  ,  j2  >  ^  >  ó  AG  ,  IKy 
IM ,  P  y  jR ,  de  las  quales  AG  ylK  yP  y  R  se  destruyen^ 
podemos  inferir  que  es  IM  la  derivada  de  las  tres  poten- 
cias P  yQ^yR\  que  por  consiguiente  la  condición  única 
de  que  pende  el  equilibrio  y  es  que  la  derivada  de  todas 
las  potencias  pase  por  el  punto  de  apoyo  C  £s^  pues,  evi- 

Aa  2  den- 
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Kg.  dente  que  las  tres  potencias  P ,  fí  y  -R  obíran  en  el  apo- 
yo C  y  como  si  se  le  aplicaran  inmediatamente  en  direc- 
ciones paralelas  á  las  que  tienen  actualmente.  Es  general 
esta  proposición ,  sea  el  que  fuere  el  número  de  las  poten-, 
cias  9  porque  siempre  se  puede  suponer  que  una  sola  de  las 
potencias  contrarresta  todas  las  demás  ^  por  medio  de  la  re*-* 
sistencia  del  apoyo. 

45  3  Ya  que  es  C  uno  de  los  puntos  por  donde  \a 
(de  pasar  la  derivada  ^  ha  de  tener  las  propiedades  que  es- 
pecificamos (  P  5  )  ;  quiero  decir  que  en  general  ^  quan* 
io  muchas  potencias  que  están  en  un  mismo  plano  forman  eqtd'^ 
iibrio  unas  con  otras  por  medio  de  una  palanca  y  sea  la  que 
fuere  su  figura ;  si  desde  el  punto  de  apoyo  se  tiran  perpen^ 
diculares  á  las  direcciones  de  dichas  fuerzas  ,  y  se  muhipli'^ 
ca  cada  fuerza  por  la  perpendicular  correspondiente  y  esto  es, 
si  se  toman  los  momentos  de  dichas  fuerzas  respecto  delpun^ 
to  de  apoyo  y  la  suma  dé  los  momentos  que  intentan  hacer  gi^ 
rar  la  palanca  en  una  dirección  y  ha  de  ser  igual  á  la  su* 
$na  de  los  momentos  de  las  que  intentan  hacerla  girar  en 
ana  dirección  contraria  >  y  si  tomamos  con  s^nos  contrarios 
los  momentos  de  las  fuerzas  que  intentan  hacer  girar  la  pa- 
lanca en  direcciones  opuestas  y  podremos  decir  general- 
mente que  la  suma  de  los  momentos  ha  de  ser  cero. 

45  4  Luego  quanto  hemos  dicho  (roí)  para 
hallar  el  valor  y  la  dirección  de  la  derivada  y  se  aplica  aquí 
para  hallar  la  carga  y  la  posición  del  punto  de  apoyo  y  sea 
el  que  fuere  el  número  de  las  potencias. 

Lúe- 


DE  DINÁMICA.  ^373 

45  5  Luego  si  en  ei  supuesto  de  ser  conocidos  los  Fíg, 
dos  pesos  P  y  j2  >  ííi  longitud  y  el  peso  BD  de  la  palanca^  I  7  y 
quisiéramos  determinar  el  punto  de  apoyo  C  y  sobre  el  qual 
todo  puede  descansar  en  equilibrio  >  consideraríamos  el  peso 
de  la  palanca  como  una  nueva  fuerza  vertical  R  aplicada 
al  centro  de  gravedad  E  de  dicha  palanca  y  y  seria  preciso 
que  el  momento  de  P  respecto  del  punto  incógnito  C  y  fue- 
se igual  á  la  suma  de  los  momentos  de  los  dos  ^esos  R  y 
Q  y  tomados  también  respecto  del  mismo  punto  incógnito  C. 

Supongamos  y  por  egemplo  y  que  la  palanca  BD  sea 
recta  y  de  un  grueso  y  de  una  pesantez  uniforme  i  y  conside- 
rando que  por  causa  de  las  paralelas  podemos  substituir  en 
lugar  de  las  perpendiculares  CI  y  CK  y  CL  las  porciones 
BC  y  CE  y  CD  que  tienen  entre  sí  la  misma  razón  y  ten** 
dremos  PxjBCzzi/ixCE-f-fíx  CD. 

Sea  a  y  la  longitud  de  la  palanca ;  jr ,  la  distancia  BC% 
tendremos  (  127  )  BEziz^a  yCE^=:z^a — xiCD 
zua  —  X.  Sea  p  la  gravedad  específica  de  la  palanca  y  esto 
es  lo  que  pesa  cada  pulgada  de  largo  de  la  palanca  y  va^ 
luando  en  pulgadas  ay  x  y  será  pa  su  peso  total  R.  Ten- 
dremos ,  pues ,  Px  =  pa(;^  a  —  ^^'^(¿^(fi — ^)  >  de  don- 

de  sacaremos  x  =  p^^^^Q-  Sea  ^  =:  2  4  pulgadas  ,  P 

=  20  libras  ,i2=  4  libras  ,  p  =:  i  de  libra.  Tendremos 
jp  =  ^  =:  4^  pulgadas  5  cuyo  valor  manifiesta  que  ha 
de  estar  el  punto  C  á  la  distancia  de  4^  pulgadas  del 
estremo  B  y  y  si  no  se  atendiera  al  pe.so  de  la  palan- 
Tom.IP\  Aa  3  ca. 
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Píg.  ca  ,  saldría  x  =  j£-^  =  |J  =  4  pulgadas. 

Si  dados  los  puntos  B  y  C ,  se  pidiese  el  punto  D 
'donde  se  ha  de  aplicar  la  potencia  Q  que  suponemos  co« 
nocida  igualmente  que  P  5  llamaríamos  5C ,  ¿  ,  y  -BI?, 
j; ;  entonces  la  equacion  de  los  momentos  se  transforma- 

lía  en  P^  =  py  C-^y  —  *)  -^  Qíy —  *)  >  que  dá  j^  zn 
¿-grfcvpQ-/-^^)'-^-^^^^^^  El  valor  positivo  dá  la  distan- 

17  5'  cia  jBD  en  la  figura  i  7  5:  ,  y  el  valor  negativo  dá  la  dis- 
17^'  táncia  BD  en  el  supuesto  de  que  no  pese  la  distancia  BC. 
^7  5*  Para  determinar  á  qué  distancia  y  bastará  el  peso  de 

la  parte  CD  para  hacer  equilibrio  con  P,  haremos  QznOy 

,177,  Si  suponiendo  conocidas?  ,  Q ,  BCy  y  la  gravedad  es- 

pecífica de  la  palanca  DC ,  quisiéremos  determinar  á  qué 
distancia  CD  ha  de  obrar  la  potencia  D  5  llamaremos  CD^ 
y  5  BC  ybi  Y  espresará  py  el  peso  R  ;  será  ,  pues  ,  preciso 
que  P¿-f-— pjjynr  Qy y  de  cuya  espresion  será  fácil  sacar  j^, 

Qualquiera  podrá  hacerse  cargo  de  que  en  la  figura 
'I  7  j  quanto  mas  larga  fuere  la  palanca^  tanto  mas  habrá  de 
disminuir  la  potencia  Q  hasta  llegar  á  ser  cero  ,  y  después 
habrá  de  obrar  en  dirección  contraria. 

En  la  figura  í  7  7 ,  á  medida  que  crece  la  longitud 
de  la  palanca  ,  vá  primero  en  diminución  la  potencia  Q, 
pero  hasta  cierto  término  no  mas  ,  y  pasado  este  térn>ino 
es  preciso  que  crezca.  Manifiéstalo  evidentemente  la  equa- 

P6-^^pyy 
cion  P¿ H-  ^pyy  :=:  ¡¿y  qnc  di  Q=z  —       .     >  cuyo  va- 
lor 
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lor  está  diciendo  que  quando  j;  =  o ,  jg  ha  de  Ser  infini-  Fig. 
ta  5  y  que  también  lo  ha  de  ser  quando  y  es  infinita  y  lue- 
go entre  estos  dos  casos  estreñios  ,  ha  de  tener  valores  fini- 
tos h  luego  para  pasar  del  uno  al  otro  ha  de  pasar  por  el 
menor  valor  posible. 

Para  averiguar  donde  tiene  este  mínimo  de  valor ,  igua- 
laremos (III.  408)  con  cero  la  diferencial  del  valor  de  Q, 
sacada  en  el  supuesto  de  no  haber  mas  variable  que  j^.  Tcn- 

dremos,  pues, — • -4-  pdy  n=  o ,  de  donde  se 

saca  y  rr  \/—.   Luego  el  valor  de  la  mínima  potencia  j2 
de  que  podemos  hacer  uso  con  una  palanca  pesada ,  de  la 

la  segunda  especie  ,  es  \/^  2  Ppb ,  y  la  longitud  de  la  mis- 
ma palanca  es  \/   ^. 

Se  echa ,  pues  ,  de  ver  que  quando  se  quiere  levan-' 
tar  con  una  palanca  pesada  un  cuerpo  JP ,  se  la  debe  dar  á  i  7  8 
la  palanca  una  longitud  determinada  ,  y  que  dándosela,  ó 
mayor  ó  menor  ,  no  se  adelanta  nada ,  antes  hay  que  per- 
der. Por  lo  mismo  vá  mucha  diferencia  de  considerar  I4 
palanca  como  pesada  ,  á  considerarla  como  destituida  d^ 
pesantez.  En  el  egemplo  que  aquí  proponemos ,  no  se  debp 
tomar  por  P  el  valor  toral  del  fardo  F ;  yá  determinamos 
antes   (    4 1  3    )    la  parte  que  se  ha  de  tomar. 

455  Hasta  aquí  hemos  supuesto  que  están  en  un 
mismo  plano  las  fuerzas  que  se  equilibran  por  medio  de  la 
palanca  >  si  estuvieren  en  planos  distintos ,  imaginaremos 

Aa  4  que 
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Flg.  que  por  el  punto  de  apoyo  C  pasen  tres  planos  HI ,  KLj 
I  7p.  MN  perpendiculares  entre  sí.  Y  como  siempre  se  puede  re- 
solver una  fuerza  qualquiera  en  otras  tres  perpendiculares  á 
tres  planos  dados  de  posición ,  resolveremos  cada  una  de  las 
fuerzas  dadas  ,  en  otras  tres  perpendiculares  á  los  tres  pla- 
nos HI,KL,MN. 

Sea  P  una  de  las  que  son  perpendiculares  al  plano  MNh 
y  concibamos  que  por  el  punto  V^  donde  su  dirección  en- 
cuentra al  espresado  plano ,  pase  una  linea  qualquiera  SVT 
que  encuentre  en  i*  y  T  las  intersecciones  DE  ,  AB  de  di- 
cho plano  con  los  otros  dos.  Siempre  podemos  figurarnos 
que  la  fuerza  P  está  resuelta  en  otras  dos  ]2  Y  ^  paralelas 
con  ella  y  y  que  obran  en  los  puntos  Sy  T.  La  espresion 
Üc  la  fiíerza  Q  será  (88)  ^.f^  5  la  de  la  fuerza  R 
será  ^—^  ,  ó  si  tiramos  Í^X ,  f^Z  paralelas  iSCy  TCy 
de  donde  sale  ST:  VT ::  CS.VX.yST :  SV.\  CT:  VZ, 
la  fuerza  j2  será  ^j^  ,  y  la  fuerza  R  será  ^^7^. 

Pero  se  echa  de  ver  que  la  fuerza  j2  intenta  hacer  gi- 
rar al  rededor  del  ege  DE  5  y  su  momento  respecto  de  tstz 
cge ,  que  es  fi  X  Cy ,  es  ^^^  x  GF ,  ó  P  x  VX ,  esto  es, 
el  mismo  que  el  de  la  potencia  P ,  si  esta  potencia  ,  sin  que 
varíe  la  distancia  á  que  está  del  ege  DE ,  obrase  sobre 
el  plano  LK  al  qual  es  paralela.  La  fuerza  R  intenta  ha-* 
cer  girar  al  rededor  del  ege  AB  ,  y  su  momento  respecto 
de  este  ege  ,  que  es  /i  x  CT ,  es  í^^  x  CJ,  ó  P  x  VZ^ 
esto  es,  el  mismo  que  el  de  la  potencia  P>  si  esta  potencia, 
sin  que  variase  la  distancia  á  que  está  del  ejge  AB ,  obrase 

en 
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en  el  plano  HI  al  qual  es  paralela.  Procura ,  pues ,  la  fuer-  Fíg. 
za  P  causar  dos  movimientos  de  rotación  ,  el  uno  al  rede- 
dor de  DEj  el  otro  al  rededor  de  AB^  Pero  si  discurriéra- 
mos del  mismo  modo^  probaríamos  que  toda  fuerza  perpen- 
dicular al  plano  KL  ^  intenta  hacer  girar  al  rededor  del 
cge  AB  ,  y  al  rededor  del  ege  FG  5  y  que  toda  fuerza  per- 
pendicular al  plano  HI ,  intenta  hacer  girac  al  rededor  de 
DE  ,  y  al  rededor  de  FG.  A  mas  de  esto  ,  el  momento  de 
la  fuerza  con  que  cada  una  intenta  hacer  girar  al  rededor 
de  uno  de  los  eges  espresados  y  es  el  mismo  que  si  dicha 
potencia  olease  sobre  aquel  de  los  dos  planos  al  qual  es  pa^^ 
ralela  9  y  que  es  perpendicular  á  dicho  ege.^ 

Sentado  esto  ^  si  concebimos  respecto  de  cada  fuerza 
una  resolución  semejante  á  la  que  henK>s  hecho  respecto  de 
la  fuerza  P  y  se  echa  de  ver  que  reduciremos  dichas  tres 
fuerzas  á  que  obren  sobre  los  tres  planos  KL  ^  HI ,  MN.  Y 
como  estos  tres  planos  son  perpetkliculares  entre  sí  y  las  que 
obraren  sobre  qualquiera  de  ellos  y  no  pueden  y  ni  ayudar ,  nt 
estorvar  á  las  que  obraren  sobre  qualquiera  de  los  otros  doSé 
Luego  para  que  todas  las  fuerzas  propuestas  formen  equi- 
librio y  es  preciso  que  todas  las  que  otaran  sobre  uno  de  los 
planos  puedan  equilibrarse  unas  con  otras  5  pero  para  que 
esta  condición  se  verifique  y  es  indispensable  (  453  ) 
que  la  suma  de  sus  momentos  respecto  del  punto  C  sea  cero^ 
luego  una  vez  que  los  momentos  de  las  fuerzas  que  des^ 
pues  de  la  resolución  obrarían  sobre  cada  plano  y  son  los  mis- 
mos  que  si  las  fuerzas  (][ue  los  han  engendrado  obrasen  sobre 

los 
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Fíg>  los  mismos  planos  ^  sin  que  vaiiase  la  distancia  á  que  están 
del  ege  respecto  del  qual  se  consideran  los  momentos  y  po^ 
demos  sentar  esta  regla  general. 

Concíbase  que  pasen  por  el  punto  de  apoyo  tres  planos 
perpendiculares  entre  sí  j  resuélvase  cada  una  de  las  fuerzas 
dadas,  en  otras  tres  ,  perpendiculares  á  dichos  planos.  Tomen-- 
se  los  momentos  de  cada  una  respecto  de  los  dos  eges  que 
son  las  intersecciones  del  plano ,  al  qual  dicha  fuerza  es  per^ 
pendicular  con  los  otros  dos  planos  >  hecho  esto  ,  júntense 
(  con  los  signos  que  fueren  del  caso )  los  momentos  de  todas 
las  fuerzas  que  obran  paralelamente  á  uno  de  los  planos ,  é 
iguálese  la  suma  con  cero  ?  practíquese  lo  propio  respecto  de 
cada  uno  de  los  tres  planos. 

4  j  7  Si  la  palanca,  ó  en* general ,  si  el  cuerpo  ó  sys- 
tema  de  cuerpos  al  qual  están  aplicadas  las  fuerzas  que  se 
han  de  equilibrar  recíprocamente  ,  no  estuviera  afianzado 
en  un  punto  fijo  ,  conforme  hemos  supuesto  5  entonces  se 
tirarían  los  tres  planos  por  el  punto  que  se  quisiere  5  y  se 
habrían  de  verificar  también  las  tres  condiciones  que  hemos 
sentado  para  el  equilibrio.  Porque  como  no  hay  punto  fijo, 
todas  las  fiíerzas  que  obran  sobre  un  mismo  plano  ,  se  han 
de  poder  equilibrar  unas  con  otras  5  pero  en  el  caso  actual 
no  puede  suceder  sino  en  quanto  su  derivada  es  cero  5  lue- 
go una  vez  que  la  suma  de  los  momentos  de  dichas  fiíer- 
zas es  igual  (  p  5  )  al  momento  de  su  derivada  ,  es 
también  preciso  que  cada  una  de  dichas  sumas  de  momen- 
tos sea  cero. 

Pe- 
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Pero  en  el  mismo  caso  no  bastan  aún  las  tres  condi-  Fíg. 
clones  mencionadas  5  es  preciso  ,  á  mas  de  esto  (  170) 
que  la  suma  de  todas  las  fuerzas  perpendiculares  á  uno 
qualquiera  de  los  tres  planos  ,  sea  cero  5  de  donde  nacen 
tres  condiciones  mas  5  por  manera  que  el  equilibrio  entre 
muchas  fuerzas  cuyas  direcciones  están  en  planos  diferen- 
tes pende  de  seis  condiciones  ,  quando  no  hay  punto  fijo 
en  el  systcma  ,  y  todas  las  partes  del  systema  están  sólida- 
mente unidas  unas  con  otras. 

458  Se  hace  uso  de  la  palanca  en  la  mayor  parte  de 
las  máquinas.  Puede  ser  de  madera ,  de  hierro ,  de  otra 
materia  qualquiera ,  según  los  usos  para  que  ha  de  servir. 
Su  grueso  y  resistencia  han  de  corresponder  á  su  longitud^ 
á  la  materia  de  que  fuere  ,  y  á  la  fuerza  que  ha  de  aguan- 
tar. Para  determinar  este  grueso  hay  poco  que  esperar  eti 
la  teórica  ,  y  lo  mas  acertado  es  acudir  á  la  esperiencia. 

4  5  9  Entre  las  máquinas  en  cuya  estructura  hay  pa- 
lancas ,  merece  particular  atención  aquella  especie  de  puen- 
tes que  llaman  Puentes  levadizas»  Como  la  teórica  de  estas 
puentes  no  se  halla  comunmente  en  los  libros  de  Mecáni- 
ca y  no  puedo  menos  de  darla  aquí  su  lugar. 

La  figura  que  citamos  es  el  perfil  de  una  puen-  180* 
te  levadiza  ,  cortada  por  el  medio  por  un  plano  vertical^ 
que  la  divide  en  dos  partes  de  todo  punto  iguales  y  seme- 
jantes. Esta  máquina  se  compone  de  un  tablero  figurado  en 
la  recta  AE  ,  el  qual  se  mueve  al  rededor  de  dos  eges  A^ 
que  lleva  en  sus  cstrcmos  5  de  dos  maderos  largos  represen- 
ta- 
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Fig.  tados  en  el  perñl  por  una  misma  linea  GM  ^  que  3án  vuel- 
tas al  rededor  de  dos  cges  K\  y  cuyas  partes  anteriores  GK 
se  llaman  Sagitas  ,  y  las  posteriores  KM  se  llaman  Báscur 
¡as  5  las  dos  básculas  están  unidas  una  con  otra  por  medio 
<Íe  travesanos  de  madera  5  y  todas  las  partes  que  hemos  es- 
pecificado se  consideran  como  un  solo  y  mismo  cuerpo. 
Dos  cadenas  figuradas  en  GN^E  unen  las  sagitas  con  el  ta^ 
blcro  ;  le  tiran  acia  arriba  quando  la  báscula  baja ,  y  recí- 
procamente ,  quando  baja  el  tablero  ,  sube  la  báscula. 

450  Imaginemos  que  la  puente  levadiza  haya  llega- 
ndo subiendo  á  una  posición  qualquiera  >  que  represente  T 
el  peso  del  tablero  $  Cy  el  peso  del  systema  de  las  dos  cade- 
nas )  F>  el  del  systema  de  las  dos  sagitas  ;  y  finalmente  By 
el  del  systema  de  las  dos  básculas  y  y  del  travesano  que  las 
une.  Hemos  de  considerar  que  todos  estos  pesos  TyCyFyB 
obran  en  las  direcciones  de  las  verticales  que  pasan  por  sus 
centros  de  gravedad.  Figurémonos  las  dos  cadenas  confiíndi- 
das  en  una  sola  GiV^fi  >  y  consideremos  también  primero  esta 
cadena  como  una  cuerda  perfectamente  flexible.  Tírense  por 
sus  estremos  las  tangentes  GISÍ ,  EN  5  estas  lineas  se  encon- 
trarán (433)  en  un  punto  N  que  está  en  la  dirección  de 
la  vertical  CNP  que  pasa  por  el  centro  de  gravedad  de  la 
cadena  GN^E.  Llamemos  /  y  /  las  tensiones  de  la  cadena 
en  G  y  jE  ,  en  las  direcciones  de  las  tangentes  GN ,  ENy 
y  desde  los  puntos  de  apoyo  Ay  K tírense  respectivamen- 
te las  perpendiculares  At  yAhyKdyKgy  Ke  á  las  direccio- 
nes de  las  fuerzas  T,/  ,/,  F y  B. 

Sen- 
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Sentado  esto  ^  es  evidente  que  se  puede  considerar  yjf£  Fig» 
como  una  palanca  aislada  y  á  la  qual  están  aplicadas  las  dos:  . 
potencias  T  yf'  tn  equilibrio  ,  y  que  por  consiguiente  ten- 
drenaos.  (-  Í444   )   T  yc'Ab  =/  X  Ab.  Podemos  conside^' 
rar  también  GKM  como  una  palanca  aislada  ^  á  la  qual  es- 
tán aplicadas  laa  tres  fuerzas  f^FyR  en  equilibrio.  Ten- 
dremos. (45^    >,   pijcs^/xiSa-t-FxJSr¿f=5x  AEj, 
¿BxKE^^FxKgzzifxKd. 

£n  cuyas  equacloncs  se  pueden  eliminar  las  tenslo» 

ncs  /^  y  / ,  considerando  que ,  por  lo  dicho    (   433    )^ 

=  ^  sen ENti    >/=-l?0}S^-  Tetidremos^  pucs  .Tx.^ 

Manifestemos;  et  uso  que  dei  ¿stas  equaciones  se  puede  ha-^ 
icer  en  la  práctica» 

*  4^  t  Como  el  pesoC  de  las  caílenás  es  por  lo  re^ 
Iguhr muy  corto,  en  compaf^cfon  de  los  pesos  P^  F yB^y 
como  por  otra,  parte  tos  ipüntos  E  j  G  estáa  ambos  ^  con) 
corta  diferencGi  y  en  una  misma  tihea  vertical  £X>  se  pue- 
de süponer.que  tas  cadenas  se  confunden  sensiblemente  cot» 
la  recta  GE  y  sin;  atender  á  su>  curvatura.  Podremos  ^  pues^ 
cónfiíklerar  tos  doá  .ángulos  GNP  y  ENP  como  suplementos 
una  de  otro  y  y  como  que  tienen  por  consiguiente  un.  mls^ 
ma  seno.  Será,  pues  ,/  =/,  sensiblemente.  Luego  pot 
ser  /^=:  —^  ,  y  /=  ^^"^/^  ^  ^  será  sensiblemente 
•-5^-"  =:  — — 1^/  p.  Llamemos  i  al  seno  total ,  y  consi- 
deremos que  ApznAH  x  stxiAHTyjttz=z  AE  x  sen  AEG, 
sensiblemente  i  Sjíz^KGt^svl  AiSJS ,. sensiblemente  5  AT^ 
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Fig.   =  iST/  X  sen  ICIF  j  Ke = AZ  x  sen  iTZ^  í  U  eqaácion  se 
ttamfbrmarí  en  i^"S^^^=  i^^-^^-^^-Jaíif. 

4^2      Manifiesta  esta  equacion  que  como  los  senos  de* 
los  ángulos  que  incluye  ^  varían  de  una  posición  de.  la  puen*' 
te  levadiza  á  otra  ^  siguiendo  en  su  variación  una  ley  que 
pende  de  la  especie  particular  del  quádrilátero  AEGKi  esta 
especie  no  puede « ser  arbitraria  ,  quandp  se  quiere  ^  que 
manteniéndose  unos  misnios  los  pesos  T  y  F  y  B  y  como  se 
mantienen  con  efecto  y  se  verifique  el  equilibrio  en  todas 
las  situaciones  de  la  puente  levadiza.  Pero  si  suponemos  que 
los  lados  opuestos  del  qüadrilátéro  son  iguales  de  dos  eti. 
dos  ,  quiero  decir  ,  si  yíE  =  XG  ,  yíJK  z=z  EG  ,  y  que  por 
lo  mismo  el  quádrilátero  guarde  la  .figura  paraleJogrdmica, 
ó  de  un  paralelogramo  en  todas  las  situaciones  posibles ,  el 
equilibrio  se  verificará-  Porque  eo  este  supuesto  los  dof  án- 
gulos-^¿"Cr,  KGE  que  ton  Suplementos  uno  de  otra,  tén^ 
drán  senos  ¡guales  i  los  tres  ángulos  jíHT ,  KLB  ,  KW 
tendrán  también  senos  ¡guales*   De  donde  resulta    que  la 
equacion  precedente  se  reducirá  á  T  x  yíH  i=  B  x  KL  —  * 
F  xKI  y  6  BxKL  =  Tx  Afí^Fx  iST/,  en  la  qual 
no  hay  sino  cantidades  constantes ,  ^  independientes  de  la^ 
situación  de  la  puente  levadiza*   Por  consiguiente  con  tai 
que  el  quádrilátero  AEGK  sea  un  paralelogramo  y  la  puente 
levadiza  se  mantendrá  en  equilibrio  por  sí ,  y  sin  el  socor- 
ro de  ninguna  potencia  estraña,  én  todas  las  situaciones 
en  que  se  la  pusiere.   De  donde  resulta  que  es  muy  venta- 
josa para  el  caso  actual  la  figura  del  paralelogramo  y  que 

tairi- 
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timbicn  ^cUIta  la  construcctotí'  y  li  maniobra.  Flg. 

453  .  Aunque  en  la  equacion  B  x.  KL  =z  Tx  AH 
'r^  F  kKI  no  entra  el  peso  de  las  cadenas  ,  y  espresa  el 
equíHbrio  la  misma  equacion  en  que  estaría  cifrado  si  no 
tuviesen  las  cadenas  ninguna  pesantez  ^  na  hay  que  estra-- 
ñarlo.  Todo  e$to  es  una  consecuencia  necesaria  del  supues* 
to  sobre  que  caminamos  de  que  guarde  la  puente  levadiza 
en  todas  tas  situaciones  posibles  la  figura  paralelográmica^ 
Su  las  cadenas  tuvieren  una  pesantez  sensible  y  compara* 
ble  con  los  pesos  T  jF  yB  ^  será  imposible  que  díctia  fígu* 
ra  subisista  >  considerando  siempre  las  cadenas  como  perfec-» 
tamente  ñexibles.  Bien  que  lo  dicho  hasta  aquí  no  pcr«^ 
mire  duda  alguna /acerca  de  esto  ^  darenras  sin  embargo 
una  demostración  particular  aplicándola  á  un  caso  en  que 
parece  que  debería  subsistir  mas  que  en  otros  el  parale^ 
Usmo  de  los  lados  del  quadrilátero  AEGK^ 
:  4^4  Supongamos  que  el  quadrilátero ^EGJT sea  un  iSrw 
paraletogramo  i  que  los  dos  puntos  A  y  /Testen  en  una  mis^ 
ma  linea  vertical  >  igualmente  que  los  dos  puntos  E  y  G^ 
y  que  tas^  cadenas  no  tengan  ninguna  pesantez  y  ó  que  se 
consideren  como,  hilos  inestensibtes  sin  pesantez  9  que  todo 
el  systcma  esté  en  equilibrio.  Se  echa  de  ver  que  el  hilo 
GE  está  igualmente  tirante  en  las  direcciones  EG  y  GE ;  y 
que  si  llamamos/ esta  tirantez ,  tendremos  exactamente  Tx 
AHz=ifx  AEy  B%KL — Fx  KI  z=if^x  KG-z/k 
AE  5  de  donde  se  saca  T  x  AHzzi  B  x  KL  —  Fx  KI^ 
Esta  equacion  se  verificará  de  todo  punto  en  todas  tas 

si- 


■> 
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Be.  situaciones  posibles  de  la  puente  levadiza ,  y  íá  figura  para^ 
klográmica  del  quadrilátero  JÍEGK  subsistirá  constante- 
fnente,  mientras  fuere  nula  la  pesantez  del  hiloGf.  Atemo» 
ahora  un  peso  é,  este  hilo  y  ó  supongamos  que .  las  cadenas 
son  pesadas ;  el  equilibrio  precedente  no  podrá  subsistir  $  los 
puntos  G  y  Esc  arriman  uno  á  otro  por  precisión  $  las  cade- 
nas adquieren  la  curvatura  G^NE^;  y  el  paralel<^ramo  AEGK 
se  transforma  en  la  fígmra  AÉNG^IC  De  donde  hemos  de  in^ 
ferir  en  general  y  por  la  razón  inversa  ,  que  si  el  quadriláüe* 
ro  AEGK  guardare  la  figura  paralelográmica  en  todas  las 
situaciones  posibles  y  el  peso  de  las  cadenas  se  deberá  con* 
siderar  como  nulo  en  comparación  de  la  tirantez  de  las  ca« 
idenasy  causada  por  las  fuerzas  T  yFyB.  Por  consig^iento 
dicho  peso  no  deberá  hallarse  en  la  equacion  del  equilibrio. 
4^5  Hasta  ahora  hemos  considerado  las  cadenas  co- 
mo perfectamente  flexibles ,  pero  no  lo  son  y  ni  con  mucho. 
Se  componen  de  eslabones  prolongados  de  hierro  que  no  se 
pueden  doblar  en  su  longitud  >  fuera  de  esto ,  dichos  esla* 
foones  por  estar  enlazados  unos  con  otros ,  esperlmentan  un 
rozamiento  que  hace  todavía  mas  dificultosa  la  flexibilidad 
ele  la  cadena.  D^emos  y  pues  y  el  supuesto  espresado  y  y  si- 
gamos otro  del  todo  contrario  >  consideremos  las  cadenas 
como  enteramente  destituidas  de  flexibilidad ,  y  como  bar* 
ras  GE  atadas  en  sus  estremos  con  el  tablero  y  y  las  sagi- 
tas  y  por  medio  de  sortijas  ó  garabatos  que  en  dichos  estre- 
mos les  dan  entera  libertad  para  moverse  circularmente  en 
el  plano  de  la  puente  levadiza  á  medida  que  esta  sube  ó  baja. 

Sea 
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^66  Sea  ^£6 JT un  quadrilátero  qualquiera,  com-  Pig^v 
puesto  de  las  mismas  partes  que  la  puente  levadiza ,  que  ha  182» 
llegado  á  una  posición  qualquiera.  Desde  los  puntos  de  apo**- 
yoAy  K bágense,  como  antes,  las  perpendiculares  At , Kg^ 
Ke  á  las  direcciones  de  los  pesos  T  y  F  yB  h  y  tírense  á  U 
barra  EG  las  perpendiculares  Ab ,  Kd.  Llamemos  C  el  peso 
de  dicha  barra  ,  reconcentrado  en  su  centro  de  gravedad  ó 
punto  del  medio  O  ;  y  resolvamos  este  peso  en  dos  fuerzas 
verticales  que  pasen  por  los  puntos  E  y  G  y  cada  una  de  las 
quales  vale  por  consiguiente  (  8  3  )  la  mitad  del  es^ 
presado  peso  ;  y  tiremos  las  lineas  Am  y  Kn  perpendicular 
res  á  sus  direcciones.  £s  evidente  que  la  barra  EG  está  tK 
rada  igualmente  en  (a  dirección  de  su  longitud  y  acia  EG  y 
acia  GE.  Luego  si  llamamos  X  esta  fuerza  de  tensión  $  la' 
palanca  ^£,á  cuyos  puntos  HyE  están  aplicadas  tres  fuer- 
zas  y  dos  verticales  y  es  á  saber  fí  y  -^ ,  y  la  tercera  X  en 
la  dirección  de  EG  y  dará  (453)  para  condición  del 
equilibrio  ,  la  equacion  J  x  y#¡f  -H  —  x  Am  — :  JT  x  Ab. 

La  palanca  GKM,  en  cuyos  puntos  G  y  I  y  L  estáti 
aplicadas  quatro  fuerzas  y  tres  verticales  que  son^yFyBy 
y  la  quarta  X  en  la  dirección  de  la  GE  y  dará  para  el  caso 
del  equilibrio  la  equacion  ^y^Kn-^^XxKd'^Fy.  Kg 
zzíB^KeyóBxXe  —  ^x  Kn  ---  F  x  Kg=:.XrK  Kd. 
Si  de  cada  una  de  estas  equaciones  sacamos  el  valor  de  Xy 
inferiremos  estotra  equacion 
TxAt-^-^  xAm^BxKe  —  ^x  Kn  —  F  x  Kg 

Ab  Kd^  • 

'     Tom.Il^.  Bb  Y 
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Ilg.  Y  como  I  representa  siempre  el  seno  total,  será  ^l:zz 

AHy.stwAHTjAmz=.  AE  x  sen  AEm^  Ab  =r  AE  x sen 
AEG  ,Ke=.KLx  sen  KLB , Kn-=:KG  x  sen  KGriy Kgz=, 
KI X  sen  AT/JP,  Kdzz:  KG  x  sen  KGEy  y  la  eqaadon  se  trans- 

T  X  AH  X  sen  AHT  -H  4  x  ^fi  x  sen  víJBw 


formará  en 


.>     I 


jíE  X  sen  ^EG 


^  B.KL.scnKLB-^^.KG.scnKGn — F.KI.scnKIF 

KG ,  sen  KGE 
qae  espresa  las  condiciones  del  equilibrio ;  pero  variará  £ 
medida  que  el  quadrilátero  mudare  de  situación  ^  quanda 
dicho  quadrilátero  no  fuere  un  paralelogramo. 

4^7  Supongamos  que  el  quadrilátero  sea  un  parale** 
Ic^ramo  :  será  ^E  =  KG  >  sen  yíEG  =:  sen  KGE ,  sen 
^HT  =  sen  ^Em  =:  sen  KGn  =  sen  KIF  zz:  sen  KLB. 
Luego  la  equacion  se  reducirá  í  Tx  AH  -H  -f  ^  -^^ ^^^' 
B  X  KL—  ^  X  AE  —  F  X  KI  ,6  B  X  KL=.T  X  AH 
*H  C  X  ^£  -H  Fx  A7  ^  que  discrepa  de  la  que  sacamos  an- 
tes (  4  5  2  >  en  que  aquella  lleva  mas  que  esta  el  térmi- 
no C  x  AE  correspondiente  al  peso,  de  las  cadenas*   : 

458  Aunque  son  muy*  distintos  uno  de  otro  los  dos 
supuestos  que  hemos  hecho  para  averiguar  las  condiciones 
en  que  estriva  el  equilibrio  de  la  puente  levadiza  ,  dan  no 
obstante  dos  equaciones  que  no.  se  diferencian  sino,  en  un 
solo  término ,  y  es  el  menos  importante  de  todos*  En  la. 
práctica  parece  que  se  debe  dar  la  preferencia  á  la  fór- 
mula Bx  KL  =  Tx  AH^Fx  KI-^CxAE. 

Una 
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Una  vez  determinadas  ^  por  qualquiera  de  los  dos  mé-  Fig* 
todos  ,  las  dimensiones  de  la  puente  levadiza  y  respecto  de  la 
madera  y  del  hierro  con  que  se  ha  de  fabricar ,  se  man- 
tendrá indefectiblemente  en  equilibrio  en  todas  las  sitúa* 
clones  posibles ,  y  por  consiguiente  el  agente  que  le  hu- 
viere  de  mover  no  tendrá  que  vencer  á  cada  instante  mas 
resistencia  que  la  del  rozamiento. 

Antes  de  pasar  á  otro  asunto ,  daremos  aquí  la  des« 
cripcion  de  algunos  instrumentos  que  se  refieren  á  la  palana 
ca  y  y  son  de  mucho  uso  en  la  sociedad. 

De  las  Balanzas. 

'4^9  Las  Balanzas  son  ,  como  nadie  lo  ignora  /una  1^7. 
máquina  que  sirve  para  pesar  géneros  y  y  se  compone  de 
una  palanca  recta  AB  y  llamada  la  Cruz  y  en  cuyos  estremos 
cuelgan  por  medio  de  cordones  dos  platillos  CyD  donde  st 
pone  lo  que  se  quiere  pesar.  En  medio  de  la  palanca  está  el 
Fiel  que  es  un  ege  xy  perpendicular  á  su  longitud  y  y  cu- 
yos estremos  entran  y  se  mueven  con  libertad  en  los  ojos 
que  hay  en  los  dos  brazos  de  la  Alcoba  EM  que  sos« 
tiene  la  máquina.  Los  estremos  del  ege  no  son  de  figura  ci- 
lindrica y  están  á  manera  de  cuchillos  mas  ó  menos  romos^ 
conforme  hayan  de  servir  las  balanzas  para  pesar  géneros 
mas  ó  menos  pesados  ;  U  palanca  descansa  con  el  corte  de 
dichos  cuchillos  en  los  ojos  de  ía  alcoba  quedando  con 
toda  libertad  para  inclinarse  al  uno  y  otro  lado  i  lleva 
una  Lengüeta  fg  que  está  dentro  de  la  alcoba  quando  hay 

Bb  2  equi- 
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Flg.  equilibrio  y  y  está  orizontal  k  palanca ;  cuya  Icogneta  des* 
yiáadose  á  la  derecha  ó  izquierda  de  la  alcoba  en  su  estre- 
mo superior  y  manifiesta  no  solamente  acia  qué  lado  se  ha 
inclinado  la  cruz  >  sino  también  las  mas  mínimas  inclina* 
clones  que  puede  padecer. 

470  Se  viene  á  los  ojos  que  las  balanzas  son  una  pa« 
lanca  de  la  primera  especie.  Lo  primero  que  se  debe  hacer 
es  ponerlas  en  equilibrio  y  sin  peso  ninguno.  Después  que 
en  virtud  de  esta  primera  operación  se  mantuviere  la  palan- 
ca en  la  situación  orizontal  y  las  balanzas  se  hallarán  en  el 
mismo  caso  que  si  sus  partes  no  tuvieran  ninguna  pesantez» 
y  solo  se  deberá  atender  á  los  pesos  que  se  han  de  poner 
en  los  platillos.  Una  vez  conocidos  los  que  se  pusieren  ea 
el  uno  de  ellos  y  se  conocerán  los  que  se  pusieren  en  el  otro. 

471  Se  han  de  hacer  con  mucho  cuidado  las  balan* 
zas  para  que  salgan  exactas.  Desde  luego  es  esencial  que 
los  dos  brazos  EAy  EB  sean  exactamente  iguales.  Si  des- 
pués de  cumplida  esta  condición  y  el  un  lado  vence  al  otro 
estando  los  brazos  armados  con  los  platillos  y  se  pondrán  del 
lado  mas  débil  pesos  pequeños  en  bastante  cantidad  para 
hacer  equilibrio  y  y  mantener  la  cruz  en  la  situación  ori- 
zontal. Estos  pesos  pequeños  se  han  de  considerar  como 
parte  de  las  mismas  balanzas  >  y  no  como  parte  de  los  que 
$e  han  de  pesar. 

472  Si  los  dos  brazos  ^E  y  BE  no  ñiesen  iguales^ 
el  mas  largo  ayudaría  al  peso  puesto  de  su  lado.  Porque 
supongamos  que  estando  la  palanca  ^B  en  equilibrio  y  en 

la 
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la  Situación  oriapntal ,  Se. píonga  en  el  platillo  C  un  peso  P,  Fig. 
y  en  el  platillo  D  un  cuerpo  Q  ^  de  modo  que.  haya  equíü- 
brío.  Por  estar'  en  equilibrio  los  dds  pe$os  ^  tendremos  (440) 
P  :  jg  ::  AE  :  BE.  .  Luego  si  AE  fuese  mayor  que  BE^  ' 
será  P  mayor  que  i2*  -Por  consiguiente:,  aunque  los  dos 
pesos  sean  igudles  ,  el  uno. podrá  m^s  <}ue  el  otro  ,  y  ^4 
recerá  de  mayor  peso.  Estas  balanzas  se  llaman  Balanzas 
falsas  ;  y  pueden  servir  no  obstante  para  determinar 
exactamente  el  peso;  de  alguna  mercadería  y  y  lo  proba-* 

remos,  .      :  :  «  ^  'i'    *.  .-     -     '  ¡ 

473  Sin  indagar  qual  es  el  mas  largo  tie  los  dos 
brazos  de  unas  balanzas  que  malicip  ser  falsas  ,  pongo  i  .^ 
en  el  uno  de  los  platillos  ,  en  el  platillo  D  por  egemplo  ^  el 
género  j^. que  deseo  pesar  ,  y  miro  con  cuidado  el  peso  P 
que  le  pone  en  equilibrio/  2.^  Traslado  el  género  j^  al 
platiUo  Ci  y  miro  también  con  cuidado  el  peso  P^  que  le 
pone  en  .equilibrio.  Hecho  esto,  multiplico  P  por  p\  sa-  . 
co  la  raíz  quadrada  del .  producto  ,^  y  será  el  valor  cabal 
de  Q.  Porque  el  primer  equilibrio  dá  (  440  )  la  equa« 
cion  Q  X  AE  =:P  xEB  ,el  segundo  dá  P^  x  AE  =  j^  x 
EBé  Dividiendo  la  primera  equacion  por  la  segunda ',  sal- 
drá J-  =2  J  ,  Y  por  consiguiente.  S¿^  st  P  x  P(i  hiego  Q 
z=v(PxP'). 

474  Es  menester  poner  el  mayor  cuidado  en  que 
estéd  .quanto  se^  posible  en  una  misma  linea  odzontal ,  el 
corte,  del'  tíúcbilio  que  hace  ofíciol  de  ege  ,  y  los  dos  pun« 

to^l  Ay  R  átí^ios  qu^Ies  cuél^>  ios  filatíllos.  Porque  si  d  i  84. 
TomJf%  Bb  3  pun- 


^^ 
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Fig*  punto  de  apbyo  £  está  mas  arriba  6  más  abaxo  que  la  orí- 
184.  EOhtat  JÍB  i  por  poco  que  esta  Utí^a  e^té  inclinada  ál  ori- 
I  8  5  •  ¿on^te  ,  estará  dividida  eo  dos  partes  desiguales  por  la  verti- 
cal .£ilf. tirada  por  el  apoyo;  y  por  cón^guietite  los  peso^ 

184.  que  se  .equilibraren 'iu>  serán  iguales*  £0  el  primer  caso  i  las 
baiaazas  se>t¿ueveii  con  sobrada  facilidad  sobre  el  punto  E; 
y  entonces  se  llaman  Balanzas  locas ;  en  el  segundo  caso, 

185.  caen  con  mucha  dificultad  ,  y  se  llaman  Balanzas  sordas. 
Esta  ^Il^itn^  disposición  tiene  menos  inconvenientes  que  la 
primera ,  y  sirve  la  lengüeta  para  señalar  la  mas  leve  in- 
clinación acia  quálquiera  de  los  dos  lados. 

De  la  Romana. 

*  4  7  5  Sirve  la  Rotnana  para  pesar  mercaderías  de  di« 
ferente  peso  por  medio  de  un  solo  y  mismo  peso  ,  apartan-* 
dolé  mas  ó  menos  del  punto  de  apoyo.  Compónese  esta  má- 
1B6.  quina  de  una  palanca  AB  colgada  de  una  asa  EK  que  la  di- 
vide en  dos  brazos  EjÍ^  EB  sumamente  desiguales.  Del  bra- 
«o  mas  corto  cuelga  un  platillo  6  un  garfio  Ccuyo  destino  es 
sostener  los  géneros  que  se  quieren  pesar  ;  y  se  hace  correr 
por  medio  de  una  argollita,  alo  largo  del  brazo £5 ^  el  peso 
jbonstaate  P  que  se  ha  d?  equilibrar  con  «lips;  Vamos  á  de- 
clarar cómo  se  determinan  los  puntos  de  división  del  brazo 
EB  ,  á  los  quales  ha  de  corresponder  el  peso  dado  P  para 
toantener  en  equilibrio  diferentes  pesos  jg  puestcw  eq  C 

476      Llamemos  G  el  peso  del  brazo  EB  í'efoncen- 
irado  en  sú'  centro  de  gravedad  iV;  í\  ejl  peso  del  brazo EA 

re- 
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reconcentrado  en  su  centro  de  gravedad  H  5  C,  el  peso  del  Fíg. 
platillo  ó  garfio ,  que  se  supone  obrar  en  la  dirección  de  la 
vertical  j4C.  Pónganse  succesivamente  en  C  diferentes  pe- 
sos fí  ,  tí  y  Q!\  Qi"  &c  j  y  supongamos  que  para  poner  la 
palanca  en  la  situación  orizontal ,  y  hacer  el  equilibrio ,  ha* 
yamos  de  aplicar  succesivamente  el  peso  constante  P  én  los 
puntos  a^b  yC  y  d  &c«  Las  diferentes  eqiuciones  del  equi- 
librio serán  (   4  jr  3    ) 


fi.  £-^-1 

-F.EHm 

'CEA- 

=  P.  £tf- 

f-  G.  EN, 

tí  ^  EA^ 

hF.EH-i 

\^C.EAz: 

zzP,Eb  ' 

H  G .  EN, 

tí'-  JSA'\ 

\^F,EH-\ 

WC.EA- 

=  P.Ee  H 

1-  G .  EN, 

tí"'  EA  H 

h  Fi  EH  H 

y-C  ,EA-=i 

:zP,Ed  H 

\-G,EN, 

■  Si  cestamos  succesivamente  la  primera  equacion  de  la 
Segunda ,  la  segunda  de  U; tercera,  la  tercera  de  la  quarta^ 
&c.  tendremos 

es'  — fí)  .  í:^=  P  X  tf*,  ó<i*=í2L-i^Ll?^ 
02''*—  tí)  'EAz=zPx6c,66c=:  ^^'r-^-Jd. 
'ttí"—tí'') »EA=zPx  cd,Qcd=z^9:-p'E\ 
47  7j     De  aquí  se  sigue  i  .*  que  si  lo?  pesos  Q ,  tí  i  tí' 
&c.   crecen  en  progresión  arismética,  de  mo<k>  que  sea 
fi  ~  fi  =  tí'-^tí  —  tí"—  tí'=  &c  todas  las  divi- 
siones oh  y  Be  i  cA  &c.  serán  Iguales  entre  sL    i."  Que  si  ha- 
ccmos  cada  una.  de  las  partes  alf ,  ic,  &c.  igual  al  brazo 
men(M;  EA  de  la  romana ,  tendremos  ^"T^  —-  r  ^Ap  — 

fi'— fi,^=  i,óP=fi''— fí'&cjquiero  decir, 
-que  el  contrapeso  P  será  igual  á  la  diferencia  de  la  pro- 
gresión arismétíca  de  los  géneros  Q ,  tí*  tí'  &c. 

Bb4  Si 
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Fig.  478  Sí  P  tuviere  yá  un  valor  determinado  ,  el  pri- 
mer término  Q,  de  la  progresión  arismética  no  podrá  ser 
arbitrario  >  habrá  de  ser  tal  que  se  verifique  esta  equacion 
Q.  EA-^F .  EH -^C .EAz=zP  .  Ear^  G  .  EN. 

En  la  prádtica  y  conviene  poner  primero  la  romana  eni 
equilibrio  por  sí  sola  y  sin  intervención  de  los  pesos  P  y  Q. 
£sto  se  consigue  ^  ó  colgando  del  garfio  C  un  peso  pe- 
queño y  Ó  atando  un  peso  pequeño  al  brazo  EB  y  confor- 
me sea  de  los  dos  el  que' prevalezca.  Supongamos  que  pre- 
«valece  el  brazo  EB  y  é  incluyamos  el  pequeño  peso  aña* 
dido  en  el  peso  del  garfio ;  tendremos  en  este  caso  F  x 
EH-i-CxEA^iGxEN  5  luc^oQx  EAz=:PxEa; 
luego  si  hacemos  Ea  zrz  EA  y  tendremos  (  por  ser  P:=^í^ 
r—Q)yQ=z  Q¡ — Qy  ó  q!=:  iQ.  Por  consiguiente  ,  d 
primer  término  de  la  progresión  arismética  será  Qy  y  Iz 
razón  será  también  Q.  Por  donde  se  echa  de  ver  que  si  en 
este  caso  se  señalan  en  el  brazo  mas  largo  EB  ^  partes  igua- 
les al  brazo  mas  corto  EA  y  se  conseguirá  hacer  equilibrio 
con  los  pesos  P  y  2P,  5P  &c;  por  medio  de  un  peso  dado 
P  aplicada  á  las  diferentes  divisiones. 

479      También  se  pueden  subdlvjdir  las  partes  iguáf 

« 

•les  abybc  y  cd  &c.  para  contrapesar  con  el  mismo  peso  P 
ios  pesos  intermedios  á  los  de  la  serie  P  y  %P  Scc.  Sea  un 
género  =r  P  H-  -j  P ,  siendo  my  n  números  positivos ,  y  w 
menor  que  n.  Coloquemos  este  peso  en  C ,  y  llamemos  x  la 
distancia  que  ha  de  haber  entre  el  contrapeso  P  y  el  pun*- 
to  a.  Resulta  de  la  equacion  ai  ==  ^^'""^^V^^  q^^  en  el  caso 


DE  DINÁMICA.  35^3 


üLPxEA        „  ^  ^  Fig- 

propuesto  será  s  ==  -2 =  —EA  =:  —  tí¿.    Luego 

á  las  fracciones  del  peso  corresponden  fracciones  análogas 
de  la  parte  üh.  Lo  propio  sucede  respecto  de  las  partes  bc^ 

cdñcc 

480  Tiene  la  romana  la  propiedad  de  que  con  un  solo 
y  mismo  peso  ^  se  pueden  contrapesar  pesos  muy  grandes» 
A  mas  de  esto  9  cansa  menos  los  ojos  de  la  alcoba  que  las 
balanzas ;  porque  si  con  estás  se  quiere  contrapesar  un 
peso  4P  j  cada  uno  de  los  dos  platillos  sostendrá  un  peso 
igual ;  y  la  presión  que  padecerán  los  ojos  de  la  alcoba  se« 
lá  4P  -^  4P  ^  ó  8P  (  83  )  ;  siendo  asi  que  en  la 
£omana  donde  el  peso  P  aplicado  á  la  quarta  división  del 
brazo  EB  y  contrapesa  el  peso  4P  puesto  en  el  platillo  C>  la 
presión  que  padecen  los  ojos  de  la  alcoba  no  es  mas  que  4P 
rf-PóyP  (  83  ).  Pero  también  está  espuesto  á  tor- 
cerse el  brazo  EB  de  la  romana  quando  es  algo  largo  ;  y^ 
tsto  es  un  inconveniente  á  que  están  menos  espuestas  las 
balanzas. 

481  Es  evidente  que  en  vez  de  suponer  constante 
el  peso  aplicado  al  brazo  mas  largo  EB  >  y  el  otro  variable, 
se  podría  hacer  una  romana  en  que  este  último  peso  fuese 
tónstante ,  y  el  otro  variable.  Esta  romana  estaría  construí- 
!da  al  revés  de  la  primera  i  y  se  percibe  y  sin  que  nos  deten^ 
gamos  en  especificarlo  y  qué  método  se  habria  de  seguir  para  . 
j^vidirla. 


De 
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Tiz. 

De  ¡a  Romana  Sueca  ó  Dinamarquesa. 

X  8  7  •  482  La  Romana  que  así  se  llama ,  por  ser  muy  usa- 
da en  Suecia  y  Dinamarca  ^  es  una  barra  larga  jíB  de  hier« 
ro  ó  madera  ^  que  en  el  uno  de  sus  estremos  lleva  una  masa 
pesada  ^  ^  y  en  el  otro  un  garfio  ó  platillo  C  para  soste- 
ner las  mercaderías  que  se  quieren  pesar  s  pasa  por  dcti^ 
tro  de  una  argolla  E  que  la  sostiene  ,  y  corre  á  lo  largo  de 
la  palanca »  hasta  que  haya  equilibrio  al  uno  y  otro  Idda 
del  punto  E. 

483  Imaginemos  que  el  systema  de  la  masa  jí  ,  de 
la  barra  ^B ,  y  del  platillo  C  no  componen  mas  que  un  mis« 
mo  peso  P  reconcentrado  en  su  centro  de  gravedad  H.  Lla^ 
memos  Q  el  peso  del  género  que  se  quiere  pesan  De  U 
condición  del  equilibrio  sacaremos  P  x  EH  r:zQx  EB ,  6 
P(BH — BE)  =zQx  BE  i  de  donde  se  saca  BE  =:  f^^ 
Por  consiguiente  y  en  conociendo  P  y  BH  y  será  fácil  gra-» 
duar  la  barra  Btí  de  modo  que  sus  divisiones  correspoQ« 
dan  á  los  diferentes  pesos  Q  que  se  hubieren  de  pesar. 

Del  Roxamiento  en  la  Palanca. 

^4  8  4  En  la  palanca  es  muy  poco  el  rozamiento.  En 
los  casos  mas  comunes  para  que  sirve  esta  máquina  ^  el  mo« 
vimiento  de  rotación  se  hace  sobre  un  filo  que  le  facilita^ 
y  el  rozamiento  cuya  dirección  es  tangente  á  las  dos  super- 
ficies,  obra  en  el  estremo  de  un  brazo  muy  corto  de  palana 
ca  respectar  al  de  la  potencia.  Por  lo  que^  se  puede  dejar  de 

aten- 
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atender  á  esta  resistencia  en  la  práctica  donde  no  es  menes*  Fig* 
ter  una  precisión  tan  escrupulosa. 

£n  las  balanzas ,  que  y  según  hemos  dicho  ,  son  una  es- 
pecie de  palanca^ y  han  de  estar  hechas  con  toda  la  exactitud 
posible  y  no  es  de  despreciar  el  rozamiento.  Para  que  no  se 
ladee  esta  fuerza  á  favor  del  uno  de  los  pesos  que  se  han  de 
pesar  ^  es  preciso  que  siendo  bien  iguales  los  dos  brazos  y  el 
filo  sobre  el  qual  se  hace  el  movimiento  de  rotación  y  esté 
exactamente  á  iguales  distancias  de  las  direcciones  de  los  po- 
sos; porque  si  este  punto  de  rotación  se  acercase  al  uño  de  los 
dos  pesos  y  el  otro  se  hallaría  con  ventaja^  y  la  llevaría  tanto 
mayor  y  aun  quando  no  se  considerara  mas  que  el  rozamiento^ 
iquanto  mayores  fuesen  los  pesos  y  porque  subiría  mas  de  punta 
el  rozamiento. 

De  las  Poleas  ó  Garruchas. 
48  5]     La  Polea  es  un  círculo  y  ó  por  mejor  decir  y\m  139; 
cilindro  poco  grueso ,  en  cuya  superficie  esterior  hay  una 
especie  de  garganta  ó  carril  donde  se  introduce  una  soga 
i6  maroma  tirada  de  ambos  lados  por  dos  potencias  P  y  j^ 
Perpendicularmente  al  centro  de  la  polea  la  atraviesa  un  ege 
C  cuyos  estremos  dan  vuelta  con  libertad  dentro  de  los  bra«  .1 8p. 
zos  de  una  asa  ^  ó  armas  CI. 

La  polea  puede  ser  mobil  6  inmohily  conforme  sube  con 
el  peso  y  6  se  mantiene  en  un  mismo  lugar  ,  ó  ^  en  general^ 
eonfbrme  muda  ó  no  de  sitio  para  superar  la  resistencia.  Es^ 
pues  y  la  polea  inmobil  ó  fija  aquella  en  que  la  potencia^  1 8  %. 
y  el  ]^eso ,  ó  %\  obstáculo  que  ha  de  vencer ,  están  ambos  i  i  9. 

apU- 


[3ptf  ELEMENTOS 

Fíg.  aplicados  en  direcciones  tangentes  á  la  circunfecencia  de 
I  p  o.  la  polea.   La  polea  mobil  es  aquella  en  que  el  peso  ó  el 
I  p  I .  obstáculo  está  aplicado  al  centro  ^  ó  en  una  dirección  que 
[X  p  2  •  pasa  por  el  centro  ó  ege  de  la  polea* 

Quando  se  considera  generalmente  la  polea ,  se  ref^^ 
ra  que  admite  esta  máquina  dos  especies  de  movimientos 
en  virtud  del  uno  de  estos  dos  movimientos ,  la  maroma  ó 
soga  que  pasa  por  el  carrillo  ó  muesca  de  la  polea ,  esto  e$ 
<|ue  la  abraza ,  puede  mudar  de  lugar  y  sin  que  por  esto 
mude  de  lugar  el  cuerpo  de  la  polea  >  en  virtud  del  otro 
puede  mudar  de  situación  el  cuerpo  de  la  polea.  Por  esta 
xazori  pende  de  dos  condiciones  enteramente  distintas  el 
equilibrio  en  esta  máquina :  la  primera  consiste  en  que  las 
tensiones  de  las  dos  partes  de  la  maroma  que  abraza  la  po? 
lea ,  se  destruyan  mutuamente  $  para  cuyo  efecto  han  de  ser 
iguales  9  sea  la  que  fuere  (  4  2  7  )  la  curvatura  de  la  po- 
lea. La  segunda  condición  se  infiere  de  la  primera  por  el 

método  siguiente. 

485       De  las  tensiones  de  los  dos  cordones  que  abráv 
zan  la  polea  ,  resulta  en  el  cuerpo  de  esta  máquina  un  es^ 
fuerzo  que  se  determina  con  tomar  en  las  direcciones  de  los 
cordones  ,  empezando  desde  su  punto  de  concurso  las  par- 
188.*^  iguales  lA^IB^y  formando  el  paralelogramo  lADB 
1 8p.  <uy^  diagonal  ID  representará  el  esfuerzo  que  aguanta  el 
xgo.  Jcuerpo  de  la  polea  ,  suponiendo  que  represente  I  A  la  ten- 
don  del  cordón  OP  ( fig. 1 8 8  y  1 8p  ), \iOG  ( fig. i po> 
Pero  por  razón  de  las  tangentes  IRpIO  ^  y;  de  las  lineas 

igua. 
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Iguales  IB ,  IjÍ  ,  es  fácil  percibir  que  ID  prolongada  pasa  Fi^ 
por  el  centro  C  de  la  polea.  Luego  si  el  cuerpo  de  la  po- 
lea no  estuviere  fírmemente  asegurado ,  no  será  posible  con* 
trarrestar  ID  ^  á  no  ser  que  el  obstáculo ,  sea  el  que  fuere^ 
que  ha  de  Impedir  el  movimiento  del  cuerpo  de  la  polea^ 
esté  en  algún  punto  de  la  linea  IC  que  vá  desde  el  centro  al 
punto  de  concurso  de  las  dos  cuerdas  que  abrazan  la  polea. 
Por  lo  que  ^  si  ha  de  dar  vueltas  la  polea  dentro  de  unas  ar- 
mas CG  aseguradas  en  un  punto  esterior  G ,  y  si  estas  armas  g  ^ 
pudieren  dar  vueltas  al  rededor  de  6  ^  no  habrá  equilibrio 
sino  en  el  caso  de  estar  las  armas  dirigidas  acia  CI. 

£fi  el  caso  de  ser  mobil  la  polea  ,  abrazándola  una  má« 
roma  afianzada  en  el  punto  6,  no  habrá  equilibrio  sino  quajDe  i  ^  o. 
do  el  esfuerzo  aplicado  al  centro  C ,  ó  á  las  armas  clavadas 
en  el  mismo  centro  y  dividiere  en  dos  partes  iguales  el  án- 
gulo de  los  cordones  OG  ^  RQ,  y  fuese  dicho  esfuerzo  á  la 
tensión  de  cada  uno  de  los  dos  cordones  OG  ^  RQ  ::  ID ; 
lAi  IB. 

4  8  7  Esto  supuesto  ^  será  fácil  hallar  la  razón  que  Ha  j  p  q; 
de  haber  entre  las  tensiones  de  cada  uno  de  los  dos  cordo^ 
nes  que  abrazan  la  polea  y  y  el  esfuerzo  que  resulta  contra 
el  cuerpo  de.  la  polea  ,  y  por  consiguiente  entre  el  esfuerzo 
de  que  es  capaz  la  polea  mobil.  Como  representa  I  A  y  6  su 
Igual  IB  y  la  tensión  de  cada  cordón  y  representa  ID  el  es- 
íiierzo  que  aguanta  el  cuerpo  de  la  polea.  Pero  en  el  trián- 
gulo lAD  ylA.ID  ::  sen  IDA :  sen  lADy  ó  ::  sen  CI<¿: 
sen  OAD  ó  sen  GIQ  5  se  puede ,  pues ,  decir  en  general, 

que 
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Fig*  que  qaando  se  verifica  el  kquiHbrio  for  media  ák  ^la  pokd 

simple  y  fija  d  mobil     i  .^  las  tensiones  de  los  dos  cordones 

que  cArazan  la  polea  \  d  las  potencias  apUcadas  d  dichos  dos 

cordones  son  iguales.    2  .^  cada  una  de  estás  potencias  es  ai 

esfuerzo  que  aguanta  el  centro  de  la  polea  y  como  el  seno  de  la 

mitad  del  ángulo  que  forman  los  dos  cordones  y  es  al  seno  del 

mismo  ángulo  entero. 

X  8  8  •  Por  esto  no  tiene  la  potencia  Q  otra  ventaja  a\  la  po« 

I  8  p.  lea  fija  sino  la  de  poder  mudar  á  arbitrio  la  dirección  de  su 

I  p  o.  conato.  Pero  en  la  polea  mobil  lleva  la  potencia]^  dos  ven*^ 

X  p  I «  tajas  ,  la  de  poder  mudar  su  dirección  ,  y  la  de  aumentar  el 

I  p  2  •  efecto  de  su  impulso.  Pero  es  de  observar  que  al  paso  que 

muda  su  dirección  >  varía  la  fuerza  que  hace  en  el  centra: 

de  suerte  que  hay  una  dirección  en  que  esta  fuerza  es  la 

mayor  posible  y  y  esto  sucede  quando  los  dos  cordones  0G> 

RQ  son  paralelos  >  conforme  vamos  á  probarlo. 

xpo.  .      488      Si  se  tiran  los  radios  OCy  CRy  y  la  subtensa 

OR,  tendrá  el  triángulo  OCR  sus  lados  perpendiculares  á  los 

del  triángulo  BID  >  y  serán  por  consiguiente  semejantes  los 

dos  triángulos 9  tendremos,  pues,  IB  :  ID  ::  CR:  ORy  esto 

cSyQ:  Pv.  CR  :  OR  i  luego  en  general ,  la  tensión  del  ung 

de  los  cordones  es  a  la  fuerza  que  aguanta  el  cerero  y  como  el 

radio  de  la  polea  yes  á  la  subtensa  del  arco  que  abraza  la 

fnaroma. 

Pero  es  evidente  que  esta  última  razón  es  la  mayor 
posible  ,  y  es  la  de  i  á  2  quando  son  paralelos  los  cordo- 
nes >  luego  en  la  polea  mobil  es  la  potencia  Ja  menor  posible, 

quan^ 
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quando^  son  paralelos  los  cordones  i  en  ci^yo  caso  es  la  mitad  Flg. 
del  peso  que  sostiene  el  centro  de  la  polea. 

489      Luego  si  sostuviere  la  potencia  Q  un  peso  P  por  193 
medio  de  muchas  poleas  móbiles  y  abrazadas  cada  una  por 
un  cordón  y  que  tenga  el  un  esfremb  asegurado  en  un  punto 
fijo  ,  y  el  otro  en  las  armas  de  la  polea  inmediata  y  habrá 
entre  la  potencia ,  y  el  peso  la  misma  razón  que  entre  el 
producto  de  los  radios  de  todas  las  poleas  móbiles  y  y  el  pro* 
ducto  de  las  subtensas  de  los  arcos  que  los  condones  abrazaren* 
Porque  si  llamamos  Ny  Mlzs  cargas  de  los  centros 
de  las  dos  poleas  N  y  M^  que  son  al  mismo  tiempo  las  ten- 
siones de  los  dos  cardones  asegurados,  en  los  centros  de  las^. 
poleas  Ny  M  yj  llamamos  r  ^r  y  r"  los  radios  ,  y  x ,  /,  s" 
las  subtensaside  las  poleas  N y  M yL  y  tendremos  (  4 S  8  )   . 
Q:Nziriss  N:M::t\s'íM:L  Q  P.\f^!:  /^y  luego   . 
nmltipli^aiQido  por  orden  y  yjoáiitiendo  los  fiíctoiíes  comunes 
á^  los  términos  dé  iá  primera  razón  y  saldrá  Q:  P  ::  rr^/^^z 
sssl^    Y  si  fiíesen  paralelos  los  cordones  y  en  cuyo  casoí 
<  zzzir  y  szzzzr^y  s'^znir^'y  tendremos  QiP  v.rrr^'i  ar  x» 
iar^x  2/^::  I  :  2  X  2  X  2  9  quiero  decir  y  que  la  potiencia* 
ser$  al  peso  como  la  unidad  al  número  2  levantado  á  una 
potencia  espresada  por  el  número  de  las  poleas  móbiles  >  por 
cgemplo.,  con  tres  poleas  y  sostendrá  la  potencia  1^  ocho  ve- 
ces su  válon 

490  Pero  no  es  esta  colocación  de  las  poleas  la  mas 
acomodada ;  se  colocan  mas  comunmente  y  conforme  se  vé 
en  las  figuras  que  se  citan  y  representan  mueblas  poleas  >  las. 
' :  i  unas 


Pfg.  unas  ñjas  y  las  otras  tnóbiles ,  qué  abraza  una  misma  maroma. 
I  p  A.  Para  las  poleas  fijas  sirven  unas  mismas  armas,  y  en  otras  ar- 
I  p  r .  mas  están  solas  las'  poleas  móbilés.  Unas  veces ,  en  las  figu- 
ip5.  r^s  194,  195  9  196  y  I97>  están  los  centros  de  las  po- 
ipy.  leas  en  distintos  puntos  de  las  armas ,  y  otras  veces  están 

198.  todos  en  un  mismo  ege  ^  como  en  la  figura  198.  Llámau^ 

199.  se  estas  poleas  Tr aculas. 

De  qualquiera  modo  que  varíen  estas  disposiciones  par- 
ticulares ,  siempre  se  podrá  hallar  la  razón  entre  la  potencia^ 
y  el  peso  ,  por  este  principio.  La  potencia  es  al  peso  y  como 
el  radio  ó  seno  de  9  o^  ,  es  á  la  suma  de  ¡os  senos  de  Jos  áfh 
gulos  que  forma  con  la  orizontal  cada  uno  de  ¡os  cordones 
que  rematan  en  ¡as  trdculas  mótiles. 

194.  Porque  si  para  representar  la  tensión  de  los  cordones 

195.  tomamos  en  cada  uno  de  ellos  las  partes  iguales  im  ^np  &c. 
y  sobre  cada  una  de  estas  lineas  como  di^^onal  ^  forma-* 
mos  un  paralelogramo  que  tenga  dos  lados  verticales ,  y* 
los  otros  dos  orizontales  s  en  vez  de  considerar  el  peso  P  co-^. 
mo  sostenido  por  las  tensiones  inmediatas  de  los  cordones^, 
le  podremos  considerar  como  sostenido  por  el  concurso,  de  las 
fuerzas  orizontales  /*,  no  &c.  y  de  las  fuerzas  verticales  i/,  nq 
&c.  Pero  como  las  dos  primeras  son  perpendiculares  á  la  di- 
rección de  la  fuerza  del  peso  y  de  ningún  modo  contribuyen 
para  contrarrestar  esta  fuerza  $  y  en  el  equilibrio  se  destruyen 
mutuamente  $  luego  no  está  sostenido  el  peso  P ,  sino  por  la 
derivada,  esto  es ,  por  la  suma  de  las  fuerzas  verticales  i¡ ,  nq 
&c.  Pero  en  los  triángulos  rectángulos  Um  ^  nqp  8cc 

te- 
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tenemos  im  :  //::  i  :  sen  iml  ^  np  6  im  :  nq  ::  i  :  sen  npq ,  y  Fíg. 
así  de  los  demás  cordones  >  luego  il  =  im  sen  iml  $  nq  =: 
im  sen  np^  ;  luego  por  fin  Q:  P  :\  im  :  im  sen  iml  -h  ¿«i 
sen  npq  h-  &c.   ó  ::  i  :  sen  iml  h-  sen  npq  -f-  &c. 

Si  fuesen  paralelos  los  cordones  ,  y  por  consiguiente 
verticales  ,  serían  rectos  los  ángulos  iml ,  npq  &c,  y  el  seno 
de  cada  uno  de  ellos  sería  igual  al  radio  i.  Luego  en  este 
caso  la  potencia  será  al  peso  como  i  es  á  la  suma  de  rane- 
tas unidades  quantos  cordones  remataren  en  las  tróculas  mó-« 
biles.  De  donde  se  infiere  ^  que  si  el  uno  de  los  estremos  de  la  x  p  4^ 
maroma  está  asegurado  en  las  tróculas  fijas  y  la  potencia  será  x  p  5, 
al  peso  y  como  la  unidad  al  duplo  del  número  de  las  poleas  de 
las  tróculas  móbiles.  T  si  el  estremo  de  la  maroma  estuviera  ip<. 
afianzado  en  las  tróculas  móbiles  y  la  potencia  será  al  peso,  co-  i  p  7, 
mo  la  unidad  al  duplo  del  número  de  las  poleas  de  las  tró^ 
culas  móbiles  y  añadiéndole  una  unidad. 

4  p  I  La  proposición  general  que  acabamos  de  pro^ 
bar^  se  verifica  estén  ó  no  los  cordones  en  un  mismo  pla- 
no. Y  si  el  obstáculo  que  se  ha  de  mover  por  medio  de 
las  tróculas  no  fuese  un  peso  ;  esto  es  ,  si  la  dirección  del 
esfiíerzo  total  de  la  trócula  no  fuese  vertical,  no  por  esto  de- 
jaría de  verificarse  la  proposición,  con  substituir  en  lugar  de 
los  ángulos  que  se  suponía  que  los  cordones  hacían  con  el 
pinino  orizontal ,  los  que  forman  con  el  plano  perpendicular 
ií  conato  total  de  la  trócula.  Por  egemplo  la  potencia  Qcs  i  pp^ 
al  esñierzo  que  se  hace  en  6 ,  como  el  radio  es  á  la  suma 
ác  los  senos  de  los  ángulos  que  cada  uno  de  los  cordones 

Tom.  If^n  Ce  que; 
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Fig.  que  rematan  en  la  trócula  EH  forman  con  un  plano  per- 
pendicular á  HG. 

492  También  se  puede  inferir  de  lo  que  acabamos  de 
declarar  la  razón  que  ha  de  haber  entre  la  potencia  y  el  peso, 
quando  se  hace  uso  de  muchas  tróculas  compuestas  cada  una 

IPP*  de  poleas  fijas  y  móbiles.  Porque  suponiendo  paralelos  los 
cordones  y  la  potencia  jg  es  á  la  fuerza  que  se  hace  en  la  di- 
rección BC  (  4P  o  )  ::  1 :  5  >  pero  esta  última  fuerza  hace 
las  veces  de  potencia  respecto  de  la  máquina  BA  $  es  ^  pues» 
respecto  del  peso  P  ::  i  :  4  ;  luego ^  multiplicando  por  or- 
denóla potencia  Q  es  al  peso  P ::  i  :  2  o ;  y  por  consiguien- 
te  se  podria  con  una  fuerza  de  5  o  libras^  por  egemplo^  sos- 
tener un  peso  de  1000  libras* 

493  En  lo  que  acabamos  de  decir  hemos  prescin- 
dido de  la  pesantez  de  las  poleas  y  armas  y  &c.  del  roza- 
miento y  y  de  la  rigidez  de  las  maromas  ,  á  cuyas  circuns*- 
tandas  atenderemos  en  adelante.  Por  lo  que  mira  al  peso 
de  las  partes  móbiles  que  ha  de  sostener  la  potencia  y  el 
modo  de  apreciarle  en  el  caso  del  equilibrio  y  consiste   en 

196.  incluir  su  valor  total  en  el  del  peso  P  y  quando  la  acción 

197.  total  de  su  peso  coincide  con  la  de  P  >  pero  si  el  peso  de  la 
199.  máquina  CF  no  se  dirige  por  la  misma  linea  BC  y  que  sería 

.  la  dirección  del  esfuerzo  de  dicha  máquina  y  si  no  fiíera  pesa- 
da )  en  este  caso  no  estará  BC  en  esta  última  dirección  y  sí 
en  la  dirección  de  la  derivada  del  peso  de  la  máquina ,  y 
de  la  fuerza  que  haría  si  no  fiíese  pesada ;  pero  como  es  de 
muy  corta  consideración  este  punto  >  escusaremos  indagar 

la 
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la  razón  cabal  que  hay  entre  la  potencia  y  el  peso  ,  quan*   Fig. 
do  se  usan  las  poleas  del  modo  que  las  representa  la  fígura. 
4  p  4      Por  lo  que  mira  al  movimiento  en  la  polea,  solo 
consideraremos  aquí  el  que  comunica  al  peso  P ,  quando 
son  paralelos  los  cordones.  Es  evidente  que  en  la  polea  fíja  200. 
y  simple ,  ha  de  caminar  el  peso  con  la  misma  velocidad 
que  la  potencia  j^ ;  y  en  la  polea  simple  y  mobil  es  la  ve-  201. 
locidad  del  peso  la  mitad  de  la  velocidad  con  que  camina 
la  potencia*    En  las  tróculas  ,  como  los  cordones  son  para^ 
lelos  y  la  velocidad  del  peso  es  á  la  de  la  potencia ,  como  la 
potencia  es  al  peso  en  el  caso  del  equilibrio.  Porque  es  evi-  196. 
dente  que  si  las  tróculas  nlóbiles  han  subido ,  pongo  por  ca-  &c. 
so  un  pie  >  cada  uno  de  los  cordones  que  en  ellas  rematan 
sé  habrá  acortado  un. pie >  luego  el  cordón  á  que  está  apuñ- 
eada la  potencia  y  ha  tenido  que  alargarse  tantos  pies ,  quan« 
tos  son  los  cordones  que  rematan  en  las  tróculas  móbiles. 

4  p  5  Quando  un  peso  j2  ^^  ^^j^  ^  impulsos  de  su  202. 
pesantez  se  lleva  consigo  por  medio  de  la  polea  de  retorno  T 
otro  peso  P  atado  á  una  polea  mobil  ^  le  comunica  cada  ins- 
tante cierta  cantidad  de  movimiento.  El  que  quisiere  ave- 
riguar qual  ha  de  ser  el  peso  P  ,  á  fin  de  que  la  cantidad  de 
movimiento  comunicada  sea  la  mayor  posible  ^  esto  es  ,  en 
qué  caso  la  fuerza  j2  causará  el  mayor  efecto  posible ,  prac« 
ticará  lo  siguiente. 

Sea  p  la  velocidad  que  la  pesantez  comunica  á  un 
cuerpo  Ubre  en  un  segundo  de  tiempo  >  pdt  será  la  que  le 
comunica  en  el  instante  dt.  Sea  dv  la  velocidad  que  adqui*- 

Ce  2  ri- 
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lig.   rirá  en  realidad  el  cuerpo  P  y   idv  será  la  que  adquirirá 
Q  (    494   ).  Hemos , pues , de  imaginar  (    174    )  que 
la  velocidad  pdí ,  que  hubiera  adquirido  Q  si  hubiese  esta- 
do libre  y  se  compone  de  la  velocidad  2  dv  que  conserva  ^  y 
.  ^        de  la  velocidad  pdt  —  2  dv  que  ha  de  perder. 

Hemos  de  imaginar  también  que  la  velocidad  pdt^  que 

>  P.  hubiera  adquirido  si  hubiese  estado  libre  y  se  compone 
de  la  velocidad  —  dv  que  está  para  adquirir  en  dirección 
contraria  á  la  velocidad  pdt  que  habla  de  adquirir  y  y  de 
la  velocidad  pdt  H-  dv  que  quedará  destruida.  Pero  como 
las  velocidades  pdt  —  2  ¿t; ,  y  pdt  H-  rfí;  de  j^  y  P  han  de 
quedar  destruidas  y  es  preciso  (488  )  que  pQ/U  ^-~ 
\2Q1iv  :  pPdt-^Pdv  ::  I  :  2  5  luego  %pQ,dt  — r  4j2¿ü  =3 
pPdt  -H  Pdv  y  de  donde  se  saca  dv  =  ^^fcljT  dt.  Luego  la 
cantidad  de  movimiento  de  P  será  ^^■^^~^*  dt  5  y  y á  que 
ha  de  ser  un  máximo  ,  es  preciso  que  su  diferencial  y  sacán^ 
dola  en  el  supuesto  de  no  haber  nus  variable  que  P  >  sea 
cero  5  tendremos  ,  pues ,  rf[^^^^^~^*  dt^=:  0,0  SQ^--^ 
$PQ —  P*  =  o ,  de  donde  se  saca  P  =  fí( — 4  -+-  V'i  4)^ 

.        .  ■         -' 

Del  Rozamiento  en  las  Poleas. 

203.  49^  S^^  OMCD  una  polea  colgada  por  medio  de 
sus  armas  de  un  punto.  fí)o  JE  9  el  círculo  pequeño  jí  es  su 
ege  sobre  el  qual  dá  vueltas  con  libertad  y  ó  le  arrastra  la 
polea  haciéndole  dar  vueltas  sobre  dos  apoyos.  Sean  P  y 
Q  dos  pesos  iguales  colgados  de  los  estremos  de  una  cueír 
da  PDCMQ  que  abraza  la  polca.  Supongamos  cjue^para  aU 
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terar  el  equilibrio ,  ó  contrarrestar  el  rozamiento ,  se  le  Fíg, 
haya  de  añadir  al  uno  de  los  pesos  ^  al  peso  P  por  egemploi^ 
otro  peso  x^ 

9 

Sentado  esto  ^  es  evidente  que  antes  de  añadir  el  peso 
X  y  la  presión  vertical  que  padece  el  centro  Ayo  la  superfi-* 
cié  convexa  del  ege  ,  era  igual  á  P  -^  Q,  ó  A  2P5  será,» 
pues^  la  presión,  después  de  añadido  el  peso  at^  z:i  zP-^xí 
luego  si  representamos  por  n  la  razón  entre  el  rozamiento 
y  la  presión  ,  será  en  este  caso  el  rozamiento  w(2P-h  jp). 
Obra  esta  fiíerza  en  una  dirección  tangente  á  la  superfi«« 
cié  convexa  del  ege  y  siendo  así  que  el  peso  cuyo  destino  es 
vencerla  y  obra  en  una  dirección  tangente  á  la  superficie 
convexa  de  la  polea  ?  luego  si  llamamos  a  el  radio  del  ^ge; 
i^y  el  radio  AC  de  la  polea  y  tendremos  por  la  naturaleza  del 
equilibrio  (  444  )  ^  x  í=:  «(2P -+-;(?)  x  a ,  de  donde, 
saldrá  í^=tÍ2-^. 

Supongamos  y  por  egemplo ,  que  cada  uno  de  los  pc^ 
sos  P  Y  Q  sea  de  i  o  o  libras  y  que  sea  el  rozamiento  el 
y  de  la  ptesion ,  y  el  radio  del  ege  la  sexta  parte  del  de 
la  polea  $  esto  es,  P  =s  i  o  o  libras ,  fi  rr:  y,  -y-  =  *g-5  ser! 
^  =  6—  libras.  Se  necesitaría ,  pues  ,  para  vencer  el  roza- 
miento un  peso  de  cerca  de  7  libras. 

4P7      Representa  la  figura  un  systema  de  quatro  po-  a  cí4r^ 
leas  iguales  A  yByC  yD  que  sostienen  un  peso  P.    Está 
colgado  este  peso  de  las  armas  de  la  polea  A  y  y  esta  po« 
lea  está  sostenida  por  una  cuerda  cuya  parte  i  está  asegu* 
rada  en  el  punto  fijo  £ ,  y  la  parte  2  en  las  armas  de  la 

Tom.IF.  Ce  3^  po- 
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Fíg.  poleí  B  i  la  polea  B  está  sostenida  por  nna  cuerda  cnya  par- 
te 3  está  asegurada  en  F  ^  y  la  parte  4  en  las  armas  de  la 
polea  C  &c.  Todos  los  cordones  1,2,3^4  &c.  son 
paralelos  entre  sí ,  y  verticales  y  y  son  iguales  todos  los 
eges  de  las  poleas. 

Sentado  esto ,  en  el  simple  estado  de  equilibrio ,  y 
prescindiendo  del  rozamiento ,  á  cada  uno  de  los  cordones 
X  y  2  le  mantiene  tirante  una  fuerza  que  es  la  mitad  d¡el 
peso  P  ^  á  cada  uno  de  los  cordones  3  y  4  una  fuerza  qqe 
es  la  mitad  de  la  tensión  de  cada  uno  de  los  cordones  i  y 
i2  ,  y  por  consiguiente  la  quarta  parte  del  peso  P  &c;  de 
suerte  que  la  tensión  del  último  cordón  8  ,  ó  la  potencia  Q 
es  la  décima  sexta  parte  del  peso  P.  Pero  quando  se  trata 
de  vencer  el  rozamiento  y  crecen  las  tensiones  de  los  cordo« 
nes ,  y  se  determinan  del  modo  siguiente. 

Llamaremos  en  general  9  la  razón  entre  el  rozamíen*- 
to  y  la  presión  ;  a  ,  el  radio  de  cada  ege  $  ^^  el  radio  de 

cada  polea. 

I .®  La  presión  que  aguanta  la  superficie  del  cge  de  U 
polea  A  y  en  virtud  del  peso  P  ,  es  P.  Sea  x  la  fuerza  que 
se  le  ha  de  añadir  á  la  tensión  del  cordón  2  para  vencer 
el  rozamiento  ,  será  n(P  -+•  x)  la  espresion  de  este  roza- 
mienta  Luego  discurriendo  como  antes  (  49^  )  ten* 
dremos  tx  =:  n(P  -+-  ír)tf  ,  de  donde  sacaremos  x  =  ¿~;. 
Por  consiguiente  si  llamamos  X  la  tensión  total  del  cor- 
don  2  y  tendremos  -JT  rr  —  -H  -gzz'^* 

2  .^  Si  no  hubiese  rozamiento  en  el  ege  de  la  polea  By 

es 


f 
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es  evidente  que  á  cada  uno  de  los  dos  cordones  374  Fíg« 
le  tendría  tiraate  una  fuerza  igual  á  ^  '  de  modo  que  re* 
sultana  contra  el  ege  de  la  misma  polea  una  presión  igual 
á  X.  Sea  y  la  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  la  tensión 
del  cordón  4  para  vencer  el  rozamiento  de  la  polea  B ,  la 
espresion  de  este  rozanuento  será  nC^X^^y) ,  y  tendremos 
by  ziz  ii(-Jr-+- j^>i,  de  donde  sacaremos  j^  =  ¿~^  Por  con- 
siguiente y  si  llamamos  T  la  tensión  total  del  cordón  4 ,  teu^ 
aremos  z  =2:  ^  -+*  jzr^^ 


na 


3  »^  Discurriendo  del  mismo  modo  acerca  de  la  poleX 
Cy  y  llamando  z  la  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  la 
tensión  del  cordón  6  para  contrarrestar  el  rozamiento  ^  Z  la 
tensión  total  del  mismo  cordón «  tendremos  z  =  r^^  *  Z 


msT 


4.^  Si  llamamos  9  la  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir 
á  la  tensión  del  cordón  8  para  vencer  el  rozamiento  de  la 
polea  Dy  y  h,  tensión  total  del  mismo  cordón  ^  ó  la  po^ 
tencia  Q,  tendremos t;  =  j2fL. ,  ^^—^  ^  ¿g.^ 

£s  tan  manifiesta  la  ley  en  fuerza  de  la  qual  se  otv^^ 
nan  tas  unas  de  las  otras  las  tensiones  X ^T^Z  ^V y  que 
no  hay  dificultad  alguna  para  calcular  estas  cantidades^, 
sea  el  que  fuere  el  número  de  las  poleas» 

Para  hacer  alguna  aplicación  4e  estas  formulas,  supon^ 
gamos  que  sea  de  8  o  o  libras  el  peso  P,  el  rozamiento  el  j  de 
la  presión  y  y  el  radio  del  ege  \  del  de  la  polea ;  esto  tSyPz::z 
800  lib,  fi  =:  y ,  j^—  =  5^5  tendremos  Jír=:  4  2  7^  libj 
r=228giübjZ==i22g|^libj^=tf5Í5^ 

Ce  4;  Se- 
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fíg.  Sierá  ,  pücs ,  áe  tf  5  libras  ,  y  un  poca  mas  ía  potencia 

que  se  deberá  aplicar  en  Q  por  razón  del  rozamiento ,  sin 
cuya  resistencia  hubiera  bastado  una  fuerza  de  5:  o  libras. 

498  Consideraremos  otro  caso  acerca  de  las  poleas» 
y  supondremos  dos  garruchas  >  compuestas  de  dos  poleas 
^  ^  ]f  •  cada  una  y  la  una  fí;a  y  asegurada  en  fi  >  la  otra  mobil 
que  sostiene  un  peso  P.  Supongamos  iguales  entre  sí  to-* 
das  las  poleas ;  que  lo  sean  también  los  eges  que  atravie- 
san cada  par  de  poleas  y  y  fínaln^ente  que  abrace  las  po- 
leas una  misma  cuerda  y  que  tiene  el  uñ  estremo  atado  en 
JO  á  las  armas  de  la  garrucha  supexioi:  y  y  del  otro  estremo 
tira  una  potencia  )2» 

Sean  i  y  2  los  cordones  que  abrazan  la  potea  JCy  z^ 
y  3  los  cordones  que  abrazan  la  polea  FSíc.  Represen? 
tara  ff,  como  antes ,  la  razón  del  rozamiento  á  la  presionad 
los  radios  de  cada  ege ,  y  ¿  tos  radios  de  cada  polea* 

Sentado  esto  y  en  el  simple  estado  del  equilibrio  y  ca*- 
dá  uno  de  los  cordones  i  ^  2  ,  3  ,  4  ,  jr  se  mantiene  ti- 
rante por  la  acción  de  una  fuerza  igual  á  la  quarta  parte 
del  peso  P.  Sea  x  la  fuerza  que  se  ha  de  afíadir  á  la  tensión 
del  cordón  2  para  vencer  el  rozamiento  que  obra  contra 
el  cge  de  la  polea  JP  5  JT  la  tensión  total  del  mismo  cor- 
dou:  2  r  hallaremos  por  el  mismo  camino  que  antes  6x  r= 

naT. 


u(-f  -Háp)íí  y  de  donde,  sacaremos  x  =: ,  y  por  con- 

k — na 

naP 


siguiente  -IT  =:  —  -♦-  — - — 

i  —  na 
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Sea  Jr  la  fuerza  que  se  la  ha  de  añadir  á  la  tensfon  del  Fig, 
cordón  3  para  superar  el  rozamiento  de  la  polea  F  5  2*  la 
tensión  total  del  mismo  cordón,  tendremos  j»  =  ¡:~ ,  2*= 


Sea  «  la  fuerza  que  es  preciso  añadh  i  la  tirantez  del 
cordón  4  para  vencer  el  rozamiento  de  la  polea  G  ^  Z  [^ 
tensión  total  del  mismo  cordón  ^  tendremos  «=  ^—^  Z=:r 


h — na' 

Sea  finalmente  v  la  fuerza  que  se  la  ha  de  añadir  &  fa; 
tensión  del  cordón  5  para  sobrepujar  el  rozamiento  de  la^ 
polca  C\Y  /^  la  tensión  total  del  cordón  5  ,.  ó  la  potencia 
fi,  tendremos  t;=^.^=Z    ■    ^'^ 


na  *  ¿—«4». 

Para  aplicar  estas  formulas  á  un  egemplo  y  suponga*^ 
Aos  que  sea.  el  peso  P  de  8  o  o  libras  i  el  rozamiento  la  qua^^ 
ta  parte  de  la  presión^,  y  los  radios  de  las  poleas  séxtuplos 
Üe  los  radios  de  los  eges  j  esto  cSjPziz  800  libras,  n  rs 

T '  T  =  T '  *==  é '  ««"ií«á  jr=  2 1 7^  libj  r = 

pues ,  el  rozamiento  una  fuerza  de  279  libras ,  quando* 
si  na  fuera  por  esta  resistencia  hubiera  bastado  una  de  2  o  q| 
libras. 

En  todos  los  demáis  casos  de  las  pofeas  se  valuará  det 
inisnuí  modo ,  con  poca  diferencia ,,  el  rozamiento» 

Del  Torno.. 

"^99      Llamamos-  Torno ,  en  general ,  una  rueda  atravé^  2  o  &. 
sada  perpendicularmente  por  un  cilindro  cuyos  estremos 

des- 
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Flg.  descansan  sobre  dos  apoyos  C,  C  Una  potencia  jj  aplicada 
en  una  dirección  tangente  i  la  circunferencia  de  la  rueda^ 
^e  lleva  tras  sí  dicha  circunferencia  y  y  el  cilindro  que  está 
sólidamente  unido  con  ella  ,  y  obligándoles  á  dar  vueltas  al 
rededor  del  ege  del  cilindro  >  es  causa  de  que  se  vayan  en- 
foscando succesivamente  al  rededor  del  cilindro  las  difc« 
mentes  partes  de  la  maroma  DP  ,  á  la  qual  está  atado  el  peso 
P  que  se  quiere  levantar  ó  arrimar  al  cilindro. 
H  66.^  ^^  algunas  ocasiones  no  se  hace  uso  de  rueda  alguna 

la  o  8L.  P^^^  hacer  que  dé  vueltas  el  cilindro  >  se  le  plantan  perpen^ 
\2  0Q.  dicularmente  á  su  ege  unas  barras  £,£7, alas  quales  se  apli^ 
[2  1  o.  ^^  ^  potencia^ y  produce  el  mismo  efecto  que  la  rueda.  En 
otras  ocasiones  lleva  el  cilindro  en  sus  dos  estremos  dos  ci-> 
noy.  güeñas  í¿^í¿tí^^  quales  se  aplica  para  el  mismo  fin  la 
potencia  ó  fuetea  motriz.  Quando  el  ege  del  cilindro  está 
en  situación  vertical ,  la  máquina  de  que  estamos  hablan^ 
do  se  llama  Argüe  ó  Cahestante^ 
ti  09.        50^      ^^^^ 9 ^^  general 9  sea  la  que  fuere  la  disposición 
,^  j[  o.  de  esta  máquina ,  se  echa  de  ver  que  la  acción  de  la  poten- 
cia ,  y  la  del  peso  ú  obstáculo  que  ha  de  vencer  ,  no  obran 
en  un  mismo  plano  9  sino  en  planos  paralelos  ^  ó  que  lo  son 
^on  muy  corta  diferencia.  La  acción  de  la  potencia  causa 
'dos  efectos  >  el  uno  obra  contra  el  peso  mismo  ,  y  el  otro 
contra  los  apoyos:  veamos  cómo  se  producen  estos  dos  efec- 
tos en  el  caso  del  equilibrio. 
fi  o  6.         Reduzcamos  toda  la  máquina  representada  en  la  fígu- 
2  1 1^  ra  2  o  5  ,  i  lo  ijue  se  vé  en  la  figura  2115  quiero  decir 

que 
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que  se  reduzca  todo  el  cilindro  á  su  cge  CC  j  representemos  Flg,. 
por  AMN  el  plano  de  la  rueda,  y  por  BDL  la  sección  del 
cilindro  por  un  plano  paralelo  á  AMN  ^y  que  pase  por  el 
cordón  DP. 

Después  de  tirado  el  radio  EA  al  punto  A  donde  la 
potencia  Q,  obra  en  la  rueda ,  concibamos  que  por  CC  y  EA 
pase  un  plano  CEA^  que  encuentra  BDL  en  la  dlrecciot> 
IB  y  que  será  indispensablemente  paralela  á  AE.  Tiremos 
AB  y  y  concibamos  que  por  esta  linea  y  la  dirección  AQ^ 
de  la  potencia ,  pase  un  plano  Q/^R  que  encontrará  el  ege 
CC  en  algún  punto  R.  Finalmente  tírense  por  los  puntos  B 
yRlzsBFyRG paralelas  á  AQ, 

Sentado  esto ,  podemos  resolver  la  fuerza  j^  (  S  8  )  ett 
otras  dos  fuerzas  Fy  G  cuyas  direcciones  sean  BF  y  RG  :y^ 
tomo  esta  última  pasa  por  el  ege  misma  del  cilindro ,  no 
puede  causar  movimiento  alguno  de  rotación  al  rededor  del 
mismo  ege ,  y  por  consiguiente  no  puede  contribuir  para 
sostener  el  peso  P  $la  consumirán  toda  los  apoyos.  No  hay> 
pues,  mas  fuerza  que  Fpara  hacer  equilibrio  con  el  peso  P^ 
Peto  I  f  la  dirección  de  esta  fuerza  está  en  el  mismo  plano 
BDL  en  que  obra  la  acción  de  dicho  peso.  2.^  Por  ser  las 
dos  lineas  BF  y  BI  paralelas  á  las  dos  rectas  Af^^  AE  que 
forman  una  con  otra  un  ángulo  recto,  será  BF  perpendicular 
á  Blyó  tangente  de  la  circunferencia  BDL.  Podemos ,  pues^ 
considerar  BID  como  una  palanca  angular  y  cuyo  punto  der 
apoyo  está  en  /  ^  y  como  las  distancias  BI ,  ID  que  hay 

.entre  las  direcciones  de  las  dos  potencias  Fy  P  ^  y  dicho 

apof 
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l^Ig*  apoyo  son  iguales  ,  han  de  ser  también  igaales  ías  3os  po^ 
tencias  >  tenemos  ^  pues »  F=:  Pi  busquemos  ahora  qué  ra* 
zon  hay  entre  F  y  Q. 

En  virtud  de  lo  dicho  (  8  y  )  tenemos  Q:  F:: BR: 
'AR  >  pero  los  triángulos  semejantes  RBI  y  RAE  dan  BR: 
AR y. BIz  AEy  luego  Q:F::  BI:  AE,  ó  (porque F=  P) 
Q:P  ::  BI :  AE  5  quiero  decir  ,  que  en  el  torno  la  potencia 
es  al  peso  como  el  radio  dei  ^cilindro  es  al  radio  de  la  rueda. 

f^  V  ^  5  ^  ^  ^^  ^^  P^^  ^  estuviese  atado  á  un  punto  B  del 
plano  de  la  rueda  ^  de  modo  que  la  perpendicular  IB  á  sa 
dirección  fuese  Igual  al  radio  del  cilindro ,  podríamos  con*^ 
siderar  AIB  como  una  palanca  angular  cuyo  punto  de  apo«> 
yo  estaría  en  el  centro  /  5  y  para  que  hubiese  equili- 
brio (  438  )  se  habria  de  verificar  esta  proporción  Q;. 
P::  BI :  AI  y  quiero  decir  ,  que  habria  entre  la  potencia 

^  y  el  peso  la  misma  razón  que  antes.    Luego  la  acción  de  la 

> 

potencia  se  comunica  al  peso ,  en  el  torno ,  €omo  si  estuviesen 
en  un  mismo  plano  el  peso  y  la  potencia. 
^  X  I  •         502       Por  lo  que  mira  á  la  carga  de  cada  uno  de  los 

¿poyos  y  no  es  siempre  una  misma :  varía  ^  según  varía  la  dis- 
tancia del  plano  BLD  al  plano  de  la  rueda.  Para  determi- 
narla y  resolveremos  la  potencia  Q  (  considerándola  como 
aplicada  en  E  paralelamente  á  AQ,)  en  dos  fuerzas  parale- 
las á  A(¿  ,  y  que  pasen  por  C  y  C  (  8  8  ) .  Resolve- 
remos igualmente  el  peso  P  (  considerándole  como  aplicado 
en  /)  en  dos  fuerzas  paralelas  á  PD  ,  y  que  pasen  por  C  y 
C.  Mediante  esto  ¿  estará  impelido  cada  apoyo  de  dos  fiíer- 

zas 
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zas  cuyas  direcciones  y  valores  serán  conocidos.  Será,  pues,  Fíg. 
fácil  reducir  estas  dos  fuerzas  ,  respecto  de  cada  apoyo ,  á 
sola  una  cuya  dirección  y  valor  sean  conocidos. 

Fúndase  este  método  para  hallar  la  carga  de  los  dos 
apoyos  ,  en  que  las  dos  fuerzas  Fy  P  se  reducen  á  sola  una 
que  obra  en  / :  si  imaginamos  esta  fuerza  resuelta  en  dos 
fuerzas  paralelas  á  i?'  y  P  ,  y  aplicadas  en  / ,  no  tendrán  es- 
tas otros  valores  que  Fy  P.  Luego  i .^  podemos  conside- 
rar P  como  aplicado  en  /•  2  .^  la  fuerza  Fy  considerándola 
como  aplicada  en  / ,  y  la  fuerza  G  aplicada  en  A  ,  no  pu&- 
<len  menos  de  tener  por  derivada  Q  ,  pues  la  fuerza  j2^s  sa 
generatriz ,  conforme  vimos  arriba  5  á  mas  de  esto ,  esta  de- 
rivada pasa  por  £,  pues  A/:  RE  ::  RB  :  RA  ::  £:  F  (8  5> 

505      Si  la  potencia  en  vez  de  obrar  en  una  direc-  ^  o  o 
clon  tangente  de  la  rueda  ,  obrase  por  medio  de  los  brazos  ^  j  q 
EyE  y  y  perpendicularmente  á  su  longitud  ,  la  razón  de  la 
potencia  al  peso  sería  siempre  la  misma  que  antes ,  substi*^ 
ttiyendo  en  lujgar  de  estas  palabras  el  radio  de  la  rueda  ,  es- 
torras :  la  longitud  de  los  brazos ,  contándola  desde 'el  ege 
del  cilindro.  Pero  si  no  obrase  lá  potencia  perpendicular-  209. 
mente  al  brazo  lE  ,  en  lugar  de  este  brazo  se  debería  to^ 
mar  la  perpendicular  IR  tirada  á  la  dirección  de  la  poten- 
cia y  de  suerte  que  la  potencia  sería  al  peso ,  como  el  radió 
^el  cilindro  á  IR. 

504      Y;í  qMc  Q:  P  ::  IB:  AE  y  será  QxAE=:Px  hü 

IB  i  quiero  decir  que  el  momento  de  la  potencia  es  igual  al 
momento  del  peso,  contando  estos  momentos  desdé  el  ege  CC. 

Luc- 
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Fig.  Luego  si  obran  á  un  tiempo  muchas  potencias  aplicadas  é 
diferentes  brazos  5  será  preciso  que  la  suma  de  los  momea- 
tos  de  estas  potencias  ,  sea  igual  al  momento  del  peso. 

505  Si  la  maroma  con  que  está  atado  el  peso  y  ó  que 
le  comunica  al  obstáculo  la  acción  de  la  potencia  y  en  vez 
de  enroscarse  en  un  cilindro ,  se  enroscara  en  una  superficie 
cónica,  ó  en  general  en  la  de  un  sólido  cuyos  diámetros  va« 
riasen  y  variaría  también  continuamente  la  razón  entre  la  po- 
tencia, y  el  peso;  y  recíprocamente,  si  la  potencia  cuya  ac« 
clon  se  ha  de  comunicar  por  medio  de  una  máquina  pa« 
recida  al  torno ,  varia  continuamente  ,  y  ha  de  producii: 
no  obstante  constantemente  el  mismo  efecto ,  se  ha  de  pro- 
curar para  conseguirlo ,  que  esté  aplicada  á  radios  tanto  mas 
largos  ,  quanto  mas  disminuyere. 

505  Parece  ,  pues  ,  quando  no  se  considera  mas  que 
el  equilibrio ,  que  se  puede  disminuir  á  arbitrio  la  razón  en- 
tre la  potencia  y  el  peso  ,  y  vencer  con  un  peso  por  peque- 
ño que  sea  ,  otro  peso  qualquiera  por  medio  del  torno  y  de 
las  máquinas  que  á  él  se  refieren.  Pero  quando  se  considera 
el  movimiento,  y  se  atiende ,  como  es  preciso  ,á  la  naturale- 
za de  los  agentes  que  obran  ,  no  se  puede  aumentar  á  arbi- 
trio el  efecto  :  no  es  arbitraria  la  razón  entre  el  radio  del 
cilindro ,  y  el  radio  de  la  rueda :  hay  una  de  la  qual  pende 
el  mayor  efecto  posible. 
%o$\  Supongamos ,  por  egcmplo  ,  que  el  motor  aplicado  al 

brazo  E  intente  moverse  con  una  velocidad  ^ ,  y  que  la 
fuerza  de  que  es  capaz  sea  Ml^ ,  esto  es  y  equivalente  á  la 

de 
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üe  una  masa  conocida  M  j  animada  de  dicha  velocidad  ^.  Fig. 
Llamemos  v  la  velocidad  con  que  se  moverá  el  punto  Ey 
en  virtud  de  la  resistencia  de  P.  Si  llamamos  R  el  brazo  lE^ 
y  r  el  radio  del  cilindro ,  hallaremos  la  velocidad  que  P  ad- 
quirirá ,  por  medio  de  esta  proporción  -R :  r  ::  z; :  ^,  por  ser 
evidente  que  el  punto  £  ^  y  el  punto  donde  la  cuerda  toca 
el  cilindro ,  tienen  velocidades  proporcionales  á  las  dis- 
tancias á  que  están  del  ege.  Nos  hemos  ,  pues ,  de  figu- 
rar (  I  7  4  )  en  el  instante  que  obra  la  potencia ,  que 
la  velocidad  y  se  compone  de  la  velocidad  ^  que  sub- 
sistirá ,  y  de  la  velocidad  [^  —  v  que  se  perderá  5  y 
que  en  el  mismo  instante  el  peso  P  tiene  la  velocidad  ^ 
que  se  verificará  ^  y  la  velocidad  ^  en  una  dirección  con- 
traria y  cuya  velocidad  se  perderá.  Quiero  decir  y  que  la 
fuerza  motriz  reducida  á  la  fíierza  M{y —  v)  se  ha  de  equi- 
librar con  la  masa  P  impelida  de  la  ñierza-^.  Luego  (504) 
M(M—  v)xR=^y  de  donde  se  saca  v  =z  jm^fñ^ 
Luego  la  velocidad  del  peso  P  y  que  es  -^  ,  será  jg^^p;;. 
Luego  para  averiguar  qué  razón  ha  de  haber  entre  Ry  r^ 
á  fin  de  que  el  peso  P  adquiera  la  mayor  velocidad  posi- 
ble, hemos  de  igualar  con  cero  (III.408  )  la  diferencial 
de  dicho  valor  y  sacándola  en  el  supuesto  de  no  haber  mas 
variable  que  r.  Tendremos ,  pues,  Mí^Rdr(MRR  -^-PTr)'-^ 
MI^Rt  X  iPrdr  =:  o  ,  de  donde  sacaremos  MRRzízPrry  y 
r  iz:  RVf-  Si  el  peso  P  fiíese,  por  egemplo  ,  de  i  o  o  o  o  o 
Hbras ,  y  la  masa  de  la  fiíerza  motriz  valiera  por  un  peso 
<ic  10  \ibizSyStnzr  =  RVZ¡^z=:Rx:^*,  quiero 

de- 
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Fíg*  decir  qiie  el  radio  del  cilindro  habría  de  ser  lá  centésima 
parte  del  brazo  lE  ,  para  que  resultase  el  mayor  efecto 
posible.  No  se  ganaría  nada  ,  antes  se  perdería  con  aumen*^ 
tár  ó  disminuir  el  brazo  /£  ,  ó  el  radio  del  cilindro. 

i  I  3.  :  507  Si  el  peso  Q  aplicado  á  la  circunferencia  de  la 
rueda,  se  lleva,  á  impulsos  de  su  pesantez,  el  peso  P  aplica* 
do  á  la  circunferencia  del  cilindro  $  se  pueden  proponer 
acerca  de  este  movimiento '  las  dos  cuestiones  siguientes. 
1.**  ¿Qué.  razón  ha  de  haber  entre  Qy  P  para  que  la  can- 
tidad de  movimiento  que  P  adquiriere  sea  la  mayor  posi- 
ble ?  2.®  ¿Qué  razón  ha  de  haber  entre  el  radio  R  de  la 
rueda,  y  el  radio  r  del  cilindro ,  para  que  suba  P  con  la 
mayor  brevedad  posible  ?  cuyas  cuestiones  se  resolverán 
del  modo  siguiente. 

Sea  p  la  velocidad  que  la  pesantez  comunica  á  utt 
¡cuerpo  libre  en  un  segundo  de  tiempo ,  y  por  consiguiente 
pdt  la  que  le  comunica  en  el  instante  dt.  Sea  dv  la  que  ad- 
quirirá en  realidad  el  cuerpo  Q ,  y  por  consiguiente  -^  la 
que  adquirirá  P  5  hemos ,  pues  ,  de  imaginar  (  i  7  4  )  la 
velocidad  pdt  que  Q  habría  de  adquirir  en  un  instante ,  co- 
mo compuesta  de  la  velocidad  dv  que  tendrá  con  efecto^ 
y  de  la  velocidad  pdt  —  dv  que  le  hará  perder  lá  resis- 
tencia de  P.  Hemos  de  concebir  también  la  velocidad  pdt 
que  P  hubiera  tenido  si  hubiera  estado  libre  ,  como  com- 
puesta de  la  velocidad  ^  que  adquirirá  en  una  dirección 
contraria  ,  y  de  la  velocidad  prf^-t-  ^  que  se  perderá.  Por 
consiguiente  >  yá  que  las  velocidades  jpií — rfv, y  |>rfí H— ^ 

se 


rdr 
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se  hati  3c  perder ,  es  preciso  (  j  o  4  )  que  QCpdt-—  dv)R  Fíg. 
=  Pipdt-^^)  X  r ,  de  donde  se  saca  dír  =:  ^^5^prfí, 
y  por  consiguiente  la  velocidad  que  P  adquirirá  en  el  mismo 
instante,  será  R^j^^f^í*  Luego  la  cantidad  de  movimien- 
to que  recibe  cada  instante  ,  será  ^^^^^pdt.  Y  para  que 
esta  cantidad  sea  un  máximo  ,  es  preciso  que  sea  cero  su 
diferencial ,  sacándola  en  el  supuesto  de  no  haber  mas  va- 
riable que  P  >  tendremos  ,  pues,  (fí^*-t-  Pr^)  (QrRdP  .— 
ir^PdP)  —  iPÍ¿rR  —  P^r^ydP  =  o  ,  ó  Q^R^  — 
izPQR^r  —  P^r^  =:  o  ,  de  cuya  espresion  es  fácil  sacar 
el  valor  de  P. 

Pero  si  en  el  supuesto  de  ser  dadas  P  y  i2  >  quisiéramos 
averiguar  qué  razón  lia  de  haber  entre  r  y  R  y  para  levan- 
tar P  con  la  mayor  brevedad  posible  5  habríamos  de  diferen*- 
ciar  la  espresion  de  la  velocidad  de  P  ,  tratando  sola  r  co^ 
mo  variable,  é  igualar  con  cero  la  diferencial  que  resul-^ 
tase.  De  esta  operación  sacaríamos  la  equacion  Q,R^—^ 
2  PRr  —  Pr^  rr  o ,  de  la  qual  es  fecil  inferir  la  razón  en- 
tre /I  y  r. 

Por  lo  que  mira  al  movimiento  que  tendrán  los  dos 
cuerpos  P  y  fí ,  es  fácil  percibir  que  será  un  movimiento 
uniformemente  acelerado,  parecido  al  de  los  cuerpos  graves 
*que  caen  libremente  ,  porque  la  velocidad  que  recibe  Q,  á 
cada  instante  ,  siendo  espresada  por  ^t;  =:  §^J~^^f  pdt ,  es 
constante ,  y  tiene  con  la  velocidad  pdt  que  la  gravedad  co- 
munica á  un  cuerpo  libre ,  la  misma  razón  que  ^j^I~p)!f  con  i  • 
Luego  será  fácil  determinar  j^or  lo  dicho  (37  y  sig.  )  los 
Tm.IV.  Dd  es- 
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rig.   espacios  que  andan  j3  7  ^  >  y  ^"^  velocidaies  al  cabo  de  ua 
tíempo  qualquiera  t. 

Si  quisiéramos  atender  á  la  pesantez  de  las  cuerdas  DP, 
Cj2  >  no  habría  nada  que  mudar  en  la  resolución  preceden- 
te y  bastaría  substituir  en  lugar  de  P  ^  P  mas  el  peso  de  BPy 
y  en  lugar  de  jQ,  j8  mas  el  peso  de  CQ,.  Sea ,  pues,  q  la  gra- 
vedad específica  de  la  cuerda  CQ, ,  y  /  la  gravedad  especí- 
fica de  la  cuerda  DP  ,  esto  es ,  lo  que  pesa  un  pie  de  esta 
cuerda.  Llamemos  z  ^^  z  respectivamente  lo  que  cogen  de 
largo  Cfi  y  DP,  tendremos  iu  =z  ^^^M^pj,, 
Pero  las  velocidades  de  fí  y  ^  son  respectivamente  ^  y 
—  ^ *>  y  P^"^  consiguiente  ^  :  —  ^,ódz:  —  dz^::  R :  n 
luego  — dz^^iz  -^dz  ^  y  por  lo  mismo  C  —  z^zzn  -g-x  Sea* 
a  lo  que  JDP  coge  de  largo  quando  s:  rr  o  ;  será  ,  pues^ 
C=:a  y  y  por  consiguiente  a  —  zf=z  -^Zy  ó/rz  a  — -^z. 
Si  substituimos  este  valor  en  lugar  de  «',  ^(^)  ^^  lugar 
de  rft;,y  llamamos  después  ,  para  abreviar,  QR^ — PrR—- 
4rRa znbyqR"--^  /r»=  c ,  fí/i» h- Pr'^-\-qr^a  =  */ 
í/l»  —  q'r^i=zc\  sacaremos  rf(^)  =  j^^P^f^  Multi- 
plicando por  ^¿,saldrá  ^  d(^)=:^* í{^dz^  "7^  ¡%,> 
luego  integrando  ,  sacaremos  C^^-H  ^  =  p(^«  —  ^7^ 
log  (*^-H  ^^«)\  Y  si  suponemos  que  quando  2  =:  o  ,  ^  ó  t> 
sea  cero  ,  tendremos  C  =:  — p("T7^)  ^-^^  y  P^^  consí-* 
guíente  ^6'i=zp[^z^  '^^  Z(^)  ].   Luego 

dt 

*  Ponemos  el  signo  —  t  porque  s'  rá  menguando  quando  crece  t. 
**  IXvidiendo  «x  -t-  4  por  ex'  h>  í'. 
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c^dz  Fig. 

dt  = ,  cu- 

ya  equacion  no  se  puede  integrar  generalmente  sino  poc 
aproximación. 

Si  c'ziz,  o ,  quiero  decir,  si  /l=  r,  cuya  circunstancia 
concurre  en  la  polea,  la  equacion  rf(^)  = -p^^prfí  se 
reduce  á  rf(^)  =  ^^pdt. 

508  Quando  resolvimos  la  cuestión  propuesta{5  o  6) 
no  llevamos  en  cuenta  la  cantidad  de  materia  de  la  rueda, 
ó  de  las  barras  y  del  cilindro.  Como  puede  ser  de  bastante 
consideración  en  muchos  casos ,  de  modo  que  consuma  gran 
parte  de  la  fuerza  de  la  potencia,  es  preciso  no  despreciarla, 
porque  sin  este  cuidado  no  es  posible  decidir  con  certeza,  si 
servirá  la  máquina ,  si  la  potencia  comunicará  la  velocidad 
necesaria.  Es  facU  cumplir  con  esta  condición  después  de  2op. 
lo  dicho  (  315  ) .  Se  ha  de  considerar  la  masa  P ,  la  de 
las  barras  ,  ó  de  la  rueda  quando  la  hay  ,  y  la  del  cilindro, 
como  que  no  componen  mas  que  un  solo  cuerpo  obligado 
á  dar  vueltas  al  rededor  de  un  ege  fijo ,  que  en  este  caso 
es  el  ege  del  cilindro  ,  considerando  la  masa  P  como  aplir 
cada  á  la  superficie  de  dicho  cilindro.  Si  llamamos  «y.f»rV 
la  suma  de  los  productos  de  las  partículas  de  la  rueda  y  del 
cilindro  ,  por  los  quadrados  de  las  distancias  á  que  están  dei 
ege ,  tendremos  v  =  j¡~-^—^j-^j^  ,  que  solo  es  el  mismo 
valor  que  sacamos  antes  (  5 .0  5  )  quando  S.mri/  es  tan 
pequeña  respecto,  de  MRR  -h  Prr  ,  que  se  puede  despre- 

Dd  2  ciar. 
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f  ig»  ciar.  En  todo  lo  que  precede  no  hemos  atendido  al  grueso 
de  las  cuerdas  i  pero  si  fuese  de  alguna  consideración  su  diá* 
metro ,  se  deberá  tomar  por  el  radio  de  la  rueda  y  el  del 
cilindro  ^  su  verdadero  radio  ,  añadiéndole  el  radio  ó  semi^ 
diámetro  de  la  cuerda ,  porque  se  debe  considerar  que  la 
acción  se  comunica  en  la  dirección  del  ege  de  la  cuerda* 

5  o  p  La  segunda  de  las  dos  cuestiones  que  hemos  re* 
suelto  (  507  )  ,  resuelve  la  cuestión  en  la  qual  se  pre^ 
guntára  qué  razón  ha  de  haber  entre  r  y  Ry  para  que  el 
peso  P  llegue  á  una  altura  dada  en  el  menor  tiempo  posible. 

Porque  yaque,  según  hallamos, la  fuerza  acelera triz  de 
P  ^^  ^fl^p^!  pdth  si  llamamos  z  el  espacio  que  P  habrá  ani- 
dado al  cabo  del  tiempo  t ,  será  ^¿r)  ^^^^a  fuerza  acelera-* 
triz ,  y  por  consiguiente  d(^)  =  g^~^^'  pdt.  Si  multi- 
plicamos por  ^  ,é  integramos ,  sacaremos  5^  =:^~^p«í 
con  suponer  que  quando  %=:  o  ,  sea  la  velocidad  ^  =  0. 

Tenemos  ,  pues  ,  rfí  =  ^  x  l/(^^^l.)  ,  y  pot 

(Consiguiente  t  =:  Vf.  \/^(\rR—f7^  '  ^^  ^^"^^  ^^  ^^ 
€a  -f  =  i/f  X  ^(^-^l^)  5  por  donde  se  echa  de 
ver  que  siendo  z  dada  ó  constante  ,  es  preciso  que  t  sea  un 
tnínimo  para  que  P  llegue  á  la  altura  propuesta  en  el  me- 
nor tiempo  posible  9  luego  -|-  será  un  máximo  una  vez  que  z 
se  supone  constante.  Por  consiguiente  ,  será  preciso  que 
Í/-S .  1/^C§^^^)  ^^  ^^  máximo  ,  y  por  consiguiente, 
por  ser  z  constante ,  será  preciso  que  ¿(^^^^,^-¿7}  =  o ,  que 
es  cabalmente  lo  que  hemos  hecho  (  507  ) .  Pero  si  en 
el  supuesto  de  ser  dado  el  espacio  que  Q  ha  de  andar ,  quí- 

sié- 


N 


DE  DINAMrC^íí.  ^41x1 

síéramos  averiguar  la  razón  que  há  de  haber  entre  Ryr^  Fíg^.. 
para  que  el  espacio  is  andado  por  P  ^  comparado  con  el  tiem^ 
po  que  gastará  en  andarle  y  sea  el  mayor  jposible  i  en  este 
caso  será  preciso  que  -^  sea  un  máximo  y  siendo  «  y  r  va* 
riables.  Será  ,  pues  ,  preciso  que  ¿[v^f  .  |/(^^1.)  ] 
zz:  o  y  después  de  hecha  la  diferenciación  en  el  supuesto  da 
ser  «  y  r  variables. 

Sea  a  el  espacio^  dado  que j2  ha  de  andar  i  será  ^=:  ¿3 
será,  pues,  preciso  que  d(V^  .  |X(|Í^-^)  )=  o  ,ó: 
n^(|g^S-)=  o  ,  ó  finalmente  d(^^£r)  =  o, 
que  dá  iQQR^  —  3 PQR^r  —  PV^  =r  o ,  por  medio  de 
cuya  equadon  se  determinará  la  razón  de  r  á  /í» 

Si  dados  los  radios  R  yr,  quisiéramos  averiguar  qué 
razón  ha  de  haber  entre  Qy  Py  para  que  el  espacio  andado 
por  P ,  comparado  con  el  tien^  que  gastaría  en  andarle^ 
fiíese  el  mayor  posible ,  en  el  supuesto  de  ser  dado  el  que  Q 
ha  de  andar  $  diforenciaríamos  la  misma  cantidad  conside^ 
rando ,  ó  P  sola ,  6  Q  sola  como  variable. 

310      Hay  una  infinidad  de  máquinas  que  en  todo  r 
ó  en  parte  pueden  referirse  al  torno ,  y  por  consiguien-> . 
te  á  la  palanca ,  quaks  son   el  Ote   6   Gato  ,  Jas  Rué-  2  x  4* 
das  dentatas  &c.  y  todas  las  máquinas  que  sirven  para  2  i  ^« 
empujar  dando  vueltas  i  bien  que  estas  últimas  suelen  par- 
ticipar del  plano    inclinado  ,  de  cuya  máquina  tratare-** 
inos  dentro  de  poco.  £n  el  cric  el  ege  que  está  unido  con 
la  cigüeña  CRQ  lleva  un  piñón  P ,  cuyas  alas  ó  dien-  2  1 4^ 
tes  engargantan  con  los  dientes  de  la  barra  dentata  AB.  El 
.  TomJF.  Dd  X  ala 
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Flg.  ala  del  piñón  P  levanta  dando  vueltas  la  bat rá  AB  por  mC'* 
dio  del  diente  inmediato  y  con  una  fuerza  que  es  '  (  500  ) 
á  la  fuerza  Q  aplicada  á  la  cigüeña  y  como  el  radio  de  la  ci« 
güeña  es  al  radio  del  piñón :  de  suerte  que  como  el  radio  del 
piñón  es  muy  pequeño  respecto  del  de  la  cigüeña ,  se  pue^ 
den  levantar  con  esta  máquina  pesos  bastante  grandes  coa 
una  fuerza  mediana. 

r  5  1 1  Se  hace  uso  de  las  ruedas  dentatas  para  fines 
muy  distintos  unos  de  otros ;  unas  veces  sirven  para  aug- 
mentar la  fuerza  9  otras  para  mudar  la  velocidad  ^  y  otras 
para  aumentar  la  dirección  de  los  movimientos  ;  suelen  ser« 
vir  también  para  que  salgan  ajustados  los  movimientos  á' 
ciertos  periodos  de  tiempo  ,  ó  para  hacer  que  sean  percep- 
tibles movimientos  que  la  vista  rio  podría  percibin 
%IK.  Quando  muchas  ruedas  dentatas  t^^  X  ^T,Z  se  comu- 

nican unas  con  otras  por  medio  de  los  piñones  u  ^x^y^zsc 
puede  averiguar  del  modo  siguiente  la  rázon  que  hay  entre 
la  potencia  Q  aplicada  á  la  primera  de  dichas  ruedas  >  y  el^ 
peso  P  que  puede  sostener  el  último  piñón.  Scan'ií ,  R  ,R  , 
0^  los  radios  de  dichas  ruedas  f  r ,  /,  r^\  r'"  los  de  sus  pi- 
ñones. Consideraremos  la  fuerza  que  el  ala  de  un  piñón 
qualquiera  hace  en  el  diente  de  la  rueda  inmediata ,  como 
una  potencia  aplicada  á  esta  j  en  virtud  de  esto  ,  y  de  lo 
dicho  (500),  llamando  £,  Éy  E^'  dichas  fuerzas ,  ten- 
dremos Q.Ex.r.Ri  E.Efy.  /:  R'y  E^:  E'' :  r^'i  R"i 
E":  P  ::  r^^:  R!"i  de  donde,  multiplicando  por  orden,  saca- 
remos fi  :  P  ::  rrW":  RR^R^'R!"í  esto  es ,  que  la  potencia 

es 
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es  al  peso  j  como  el  ptoducto  de  los  radios  de  toHbs  los  p!-  Flg. 
ñones  j  es  al  producto  de  los  radíos  de  todas  las  ruedas^ 
por  egemplo  y  si  fuese  el  radio  de  cada  piñón  i  o  veces  me-' 
ñor  que  el  de  su  rueda  ^  una  potencia  de  una  libra  sosten^ 
drá  un  peso  de  i  o  o  o  o  libras. 

Pero  si  por  una  parte  aumentan  la  fuerza  las  ruedan 
dentatas  >  por  otra  hacen  perder  tiempo  ,y  porque  disminu-' 
yen  la  velocidad.  Con  efecto  y  mientras  la  tueda  V  dá  una 
vuelta  9  el  piñón  u  que  también  dá  una  vuelta ,  hace  pasat 
tantos  dientes  ^  no  mas  j  de  la  rueda  X  como  alas  tiene  é\x 
'de  suerte  que  si  la  rueda  Jf  tiene  48  dientes  ,  y  el  piñón  u 
\6  alas  y  la  rueda  X  no  dá  mas  que  la  octava  parte  de  una 
vuelta  mientras  la  rueda  y  dá  una  vuelta  entera  $  asimismo 
se  prueba  que  -anda  la  rueda  T  mas  despacio  que  la  rueda  X^ 
y  así  de  las  demái.. 

fii  Averigüemos  ahora  cómo  se  puede  aumentar  lá 
velocidad  en  ona  rason  dada ,  por  medio  de  las  xuedas  áctx^ 
tatas» '  

Sea  una  rueda  dentatai^que  engarganta  con  un  piñón  u\  ^  i  ^, 
t%  ¿vidente  que  mientras  diere  una  vuelta  la  rueda  l^y  dará 
el  piñón  u  tantas  vueltas  quantas  veces  el  tiúmero  de  sus 
alas  cupiere  en  el  número  de  los  dientes  de  Ja  rueda  /^ 
quiero  decir ,  que  mientras  dá  una  vuelta  la  rueda  V  >  dará 
el  piñón  u  un  número  de  vueltas  espresado  por  ^  y  si  es-* 
presa  N  el  número  de  los  dientes  de  la  rueda  >  y  n  el  núme^ 
ro  de;  las  alas  del  piñón.  ^^ 

Luego  si  d  ege  del  plñoA  u  lleva  una  tueda  X  y  qué 

Dd  4  tam* 
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Fig.  tambícn  entre  en  un  pifión  x ,  mientras  la  rueda  ÜT ,  ó  el 
piñón  u  diere  una  vuelta ,  dará  el  piñón  x  un  número  de 
vuelta?  espresado  por  ^  ,  si  espresa  N'  los  dientes  de  la  rue- 
da Xyy  f¿  las  alas  del  piñón  x.  Luego  mientras  la  rueda  X 
diere  un  número  de  vueltas  espresado  por  ^,  esto  es,  mien- 
tras la  rueda  f^  diere  una  vuelta  ,  dará  el  piñón  x  un  nú- 
mero de  vueltas  espresado  por  ^'  x  ^ ,  ó  ^.  Y  si  conside- 
rásemos un  número  mayor  de  ruedas  y  de  piñones  y  hallaría* 
OÍOS  que  el  número  de  vueltas  que  dará  el  último  piñón 
mientras  dá  una  vuelta  la  primera  rueda  y  es  representada 
por  un  quebrado  cuyo  numerador  es  el  producto  de  los  nú*^ 
meros  de  los  dientes  de  todas  las  ruedas  y  y  el  denominador 
el  producto  de  los  números  de  las  alas  de  todos  los  piñones. 
Luego  se  empeña  en  resolver  una  cuestión  indetermi- 
nada y  que  admite  muchas  resoluciones  y  el  que  busca  qual 
ba  de  ser  ei  número  de  los  dientes ,  y  de  las  alas  de  xai  nú- 
mero  propuesto  de  ruedan  y  piñones  y  para  que  la  velocidad 
de  la  última  pieza  sea  en  razón  dada  con  la  de  la  primera: 
dos  egemplos  manifestarán  cómo  se  puede  resolver. 

Propongámonos  averiguar  quántos  dientes  han  de  Ue- 
Vir  las  dos  ruedas  Vy^^y  quántas  :ilas  los  piñones  uy  Xy 
para  que  ei  piñón  ^  dé  5  o  vueltas  y  rmentras  dá  una  la  rue<- 
da  V.  Tendremos  -;^  =:  y  o^  Aquí  no  conocemos  mas  que 
el  cociente  de  NN  partido  por  nn  \  pero  no  conocemos  ni 
e\  dividendo  ni  el  divisor.  Tomemos  >  pues  y  i  arbitrio  por 
el  divisor  nr¡  un  número  compuesto  de  dos  factores  que  no 
«ean  ni  muy  pequeños  ni  muy  grandes  ^  á  fin  de  que  no  ex- 

ce- 
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cedan  los  números  de  alas  que  puedan  llevar  los  piñones.  Fíg« 
Supongamos  ,  por  egemplo,»»  =  7x8  =  55.  Podremos 
suponer  fi  =  7  y  nziz  8 .  En  virtud  de  esto  tendremos 
í^'  zz:  5  o  ,  ó  NN  =:  5  o  X  5^5  pero  como  507  55 
no  exceden  el  número  de  los  dientes  que  se  le  puede  dar  á 
cada  rueda  ^  supondremos  N=z  y  o  ,  y  será  por  consiguien- 
te N^zzi  5  6.  Si  estos  dos  factores,  ó  el  uno  de  ellos  hubie- 
ra sido  muy  grande  ,  los  hubiéramos  resuelto  en  todos  sus 
factores  primeros ,  para  ver  si  de  la  combinación  de  estos 
factores  ,  resultaban  dos  factores  menores  y  ó  si  no  ^  hubié^ 
ramos  tomado  otro  número  por  nn! 

Indaguemos  también,  por  egemplo ,  qual  ha  de  ser  el 
número  de  los  dientes  de  tres  ruedas  ,  y  de  las  alas  de  tres 
piñones  ,  para  que  dando  el  último  piñón  una  vuelta  en  i  aj 
Jioras  ,  dé  ia  primera  rueda  una  vuelta  en  un  año. 

Como  el  año  común  es  de  52  5  94P  minutos  ,  y  i  &1 
horas  valen  720  minutos ,  es  evidente  que  mientras  dá  una 
vuelta  la  primera  rueda  >  el  último  piñón  dará  un  número 
de  vueltas  espresado  por  í^?  5  tenemos  >  pues  >  ^^^^  = 
5~*2.   Tomemos  á  arbitrio  5  rr:  7  ,  » ;=r  8 .  Tendremos 

7x8 xa"  —      710     >    "  ^^^   ^^    —      T¡^  X  7  X  o  «   -^ ^ ^ 

Pero  como  es  preciso  que  NN  N''  sea  un  número  entero,^ 
€s  evidente  que  para  resolver  exactamente  la  cuestión  y  se 
habría  de  tomar  por  f¿'  un  múltiplo  de  9  o  ^  y  como  serí^ 
muy  grande  este  último  para  poder  ser  el  número  de  las 
alas  de  un  piñón ,  es  menester  ver  si  añadiéndole  ó  quitán- 
dole un  corto  número  de  unidades  al  numerador  del  último 

guc- 
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Fig.  quebrado ,  podría  ser  un  numero  entero  i  como  discreparía 
poco  este  número  del  valor  verdadero  de  NN^N''^  se  to- 
maría por  este  producta 

Sea  y  pues  ,  q  el  menor  número  de  unidades  que  se  le 
ha  de  quitar  al  numerador  ^  y  sea  f  el  número  entero  que 

de  esto  resulta  ,  y  que  se  podrá  tomar  por  NN^N^'^  tendre- 
mos 164^11^ — q  _^  .       '  //       i«j|"_.j 

mos  ,  pues  ,  2— J^ 2  =  í ,  o   40^0 -jn"-^  -^— =  t. 

Es  ,  pues  ,  preciso  que  -"^^  sea  un  número  entero ;  lla- 
móle s.  Sale  ,  pues  ,  '-2=^  =  í  ,  ó  n"=:  22^  =  6s 
l^.  Hagoí2^=:r,  ysalcx  =  i2^-l  =  r^ 
í.  Rnalmente,  hago  —^  m  Ar  ,  y  sale  r-zz  i  2Ar  -4-  ^* 


Luego  ^=1:13*-+-^,  y  r/^=  p  o*  -4-  jq.  Pero  como 
es  preciso  que  n^^  sea  pequeño  ,  supongo  ¿  =  o  ,  y  dándo^ 
le  á  jT  el  menor  valor  posible  en  números  enteros ,  supongq 
^=:  1.  Tengo , pues ,  w^^n: 7 ,  y  í  ó NN^^'zzz  2  8  5  3  5  o. 
Kesta  saber  ahora  si  este  número  se  puede  resolver  en  tres 
factores  que  se  puedan  tomar  por  los  números  de  los  dien-" 
tes  N ,  ify  N^^y  puede  con  efecto  resolverse  en  tres  facto- 
res de  este  carácter  que  son  50,  69  ,  83  que  no  son  muy; 
grandes  para  el  caso.  Se  puede ,  pues  ^  conseguir  lo  que  se 
propone  en  la  cuestión ,  disponiendo  como  se  quisiere  tres  rue« 
4sí$  de  5  o^  5 p  y  8  3  dientes,y  tres  plñonesde  7>  7  y  8  alas«. 
Si  el  valor  numérico  de  NN'N"  que  por  este  camino 
se  halla ,  no  tuviese  £ictores  á  proposito  para  espresar  el  nú^ 
mero  de  dientes  que  con  comodidad  se  pueden  abrir  en  las 
ruedas  j  sería  preciso  repetir  la  operación  dando  otros  va« 

lores áf^  ^óáfij  óá  n. 

Aun- 
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Aunque  no  es  mas  que  aproximada  la  resolución  que  Fxg. 
se  alcanza  omitiendo ,  conforme  lo  hemos  practicado ,  algu*- 
nas  unidades^  es  no  obstante  bastante  exacta.  Porque  en  et 
caso  propuesto  y  el  número  de  vueltas  que  dá  el  último  pi« 
ñon  mientras  dá  una  vuelta  la  primera  rueda  es  ^^-  =r 
~~^  >  si  multiplicamos  esta  cantidad  por  i  2  horas  >  que 
ha  de  durar  cada  vuelta ,  hallaremos  que  durará  la  revolu^ 
cion  de  la  primera  rueda  3  ^j**  5*48^  5  ^''^  |^  ,  y  hemos 
supuesto  que  se  compone  el  año  de  3  ^  5 ''  5  *  4  9^'^ 

Del  Rozamiento  en  el  Torno^ 

513  Representa  el  círculo  OMC  el  corte  del  tambor  ^^  j  ^ 
cié  un  torno  orizontal  que  levanta  un  peso  P  atado  á  la  cuer* 
da  MP  aplicada  al  mismo  tambor  5  el  circulo  chico  x  es  el 
torte  del  ege  de  la  máquina  ;  el  círculo  BRD  es;  el  corte  de 
la  rueda  á  que  está  aplicada  la  potencia  motriz  obrando  ea 
una  dirección  tangente  qualquiera  DF., 

El  peso  P  produce  en  el  centro  ó  ege  A  del  movt*^ 
miento  >  una  presión  vertical  igual  á  si  misma  y  cuya  pre<» 
sion  representaremos  por  la  vertical  AO.,  Supongamos  que 
sea  F  la  fíierza  que  basta  para  mantener  en  equilibrio  el  pesoí 
P  y  Y  que  sea  x  la  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  F  para 
vencer  el  rozamiento.  Represente  DE  la  fuerza  F  -h  x,  y^ 
resolvámosla  en  otras  dos  DIC^  DH  ^  la  una  vertical ,  y  la 
otra  orizontal.  La  fíierza  vertical  DK  causa  en  el  centro  A 
una  presión  Igual  á  sí  misma  $  de  suerte  que  sí  hacemos 
0N:=:  DK  y  la  presión  vertical  que  aguanta  el  centra  se 


% 


42  8  ELEMENTOS       - 

Fig.  podrá  representar  por  AN.  La  fuerza  orízontal  DH  causa 
en  el  centro  A  una  presión  orizontal  AL  igual  á  sí  misma. 
Por  consiguiente  y  si  concluimos  el  paralelogramo  rectángu* 
lo  ANQL  y  representará  su  diagonal  AQ  la  presión  que  re^ 
snlta  contra  el  punto  q  de  la  superficie  del  ege  »  cuya  pre^ 
sion  ocasiona  el  rozamiento  que  hemos  de  considerar  co« 
mo  una  fuerza  cuya  dirección  toca  en  el  punto  q  el  círcu- 
lo X. 

Llamemos  el  radio  Aq  del  ege  ,  n  5  el  radío  AO  del 
tambor  ,  ¿  $  el  radio  AD  de  la  rueda  yC  *y  cí  seno  total  ^  i  $ 
el  seno  del  ángulo  HDE  (  que  conocemos),  /;  el  coseno 
del  mismo  ángulo  =  V'(i  — -^),áf  5  la  razón  entre  el  ro- 
zamiento y  la  presión ,  tié 

La  cspresion  de  la  fuerza  DiST  será  (F  -+-  x)fi 
b  de  la  fiíerza  DH  ó  -^Z  será  (-F  -H  jr)^  5  la  de  la  fuer- 
za AN  será  P  -H  (F-+-  áp)/$  la  de  la  fuerza  AQ  será 
t/[(F-i-:c)Váf  -♦-  (PtH  (í'-h^)/)*],  y  la  del  rozamien- 
to nV\\F^xygg  -H  (P  -H  (F  -4-  ^)/)*]. 

Sentado  esto  ,  pide  la  naturaleza  del  equilibrio  que  el 
momento  de  la  fuerza  x  sea  igual  al  momento  del  rozamien- 
to i  tendremos  ,  pues  ,  la  equadon  ex  =:  any/^F-^  ^Tgg 
-^  (P  -*-(F  -4-  jp)/)*]  ,  ó  ccxx  =2  aann  \\F  -t-  xy'gg  -4- 
pp-t-  j pf(^F.^x)'+-fiF'^  ^)*] ,  ó  umbien  por  ser  gg 
^fzzz  I  ,  ccxx=z  aann[(iF  -t-  ^)*-4-  PP  h-  2P/(Fh- 
Íp)]  ,  de  donde  sale  con  facilidad  x  =  ^^—0—  dt 

'    51 4     Por  ser  algo  com]^Ucada  esta  fórmula  ^  obligaría 

en 
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eh  la  práctica  á  cálculos  muy  penosos  ;  pero  como  las  más  Fíg. 
veces  es  vertical  ó  quasi  vertical ,  la  dirección  de  la  fuer-* 
za  F  y  sucede  que  rigurosa ,  ó  sensiblemente  por  lo  menos^ 
g:zz:  o  y  f:rz  i  (1.545  )j  por  consiguiente  tomando 
el  signo  superior  del  radical ,  y  sacando  y  como  se  puede, 
la  raíz  quadrada ,  tendremos  x  =z  '^J^  -4-  g-=tO 
=  ;7^\-íS^  =  "-^SSP  y  ó  poniendo  en  lugar  de  F  su 

.valor  V  >  ^  =  — ^ . 

*  c  —  na 

Cuya  fórmula  es  sencillísima  y  y  se  hubiera  podido  sa« 
car  directamente  sobre  la  marcha. 

Para  hacer  algún  uso  de  ella  y  supongamos  el  peso  JP 
srrtfoo  lib,ifir:Y,  —  in-g-,  j-rzr-j-j  hallaremos  xz^ 
3-^^  lib  $  esto  es,  que  la  fuerza  que  es  preciso  añadir  para 
vencer  el  rozamiento  y  será  de  cerca  de  4  libras.  Por  con-* 
siguiente  la  potencia  que,  si  no  fuera  por  el  rozamiento,  hu^  ' 
jbiera  sido  de  i  o  o  libras  solamente,  habrá  de  ser  de  1 04^ 
por  razón  de  esta  resistencia. 

De  donde  se  infiere  que  el  efecto  del  rozamiento  es 
fcasl  insensible  en  el  torno ,  porque  obra  esta  resistencia 
en  el  estremo  de  un  brazo  de  palanca  muy  corto ,  respecto 
del  brazo  de  palanca  en  cuyo  estremo  obra  la  potencia. 

Del  Equilibrio  y  Movimiento  en  los  Planos. 

$1  51     No  puede  un  cuerpo  P,  sea  la  que  fuere  su  fí-?  218. 
gura  ,  que  toca  un  plano  XZ  en  un  punto  qualquiera  C ,  jr 
está  solicitado  de  una  fuerza  única,  mantenerse  inmobil  en 

dí-i 
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Fig*  dicho  plano  y  á  no  ser  que  concurran  las  dos  condicionen  sU 
gaientes.  i  .^  la  dirección  AD  de  la  fuerza  única  que  le 
solicita,  ha  de  ser  perpendicular  al  plano  XZ.  ^^  Esta  di* 
lección  ha  de  pasar  por  el  punto  C  donde  el  cuerpo  toca  el 
plano. 

Se  viene  á  los  ojos ,  sin  que  sea  menester  probarlo^ 
que  es  precisa  la  primera  de  las  dos  condiciones  espresadas. 
Por  lo  que  mira  á  la  segunda,  es  fácil  manifestar  que  es  igual* 
mente  indispensable  \  porque  si  la  dirección  AD  del  cuerpo 
P  ,  por  egempló ,  aunque  perpendicular  al  plano  ,  no  pasa- 
se por  el  punto  de  contacto  C,  la  resistencia  del  plano,  que 
no  puede  menos  de  obrar  en  la  dirección  de  la  perpendicular 
al  punto  C,  no  sería  directamente  opuesta  á  la  fuerza  ^D^y 
no  la  podría  contrarrestar  aunque  fuesen  iguales  la  resisten- 
cia y  la  fuerza. 

515      Si  el  cuerpo  en  vez  de  tocar  el  plano  en  soto  un 

^      ^  *  punto  ,  le  tocare  en  muchos  ,  ó  con  una  superficie  plana^ 

*  no  será  indispensable  que  la  fuerza  única  AD  que  en   él 

obra  ,  pase  por  alguno  de  dichos  puntos ;  pero  será  preciso 

que  sea  perpendicular  al  plano ,  y  que  se  pueda  resolver  en 
tantas  fuerzas  perpendiculares  al  plano  ,  quantos  fueren  los 
puntos  del  cuerpo  que  en  el  plano  descansan  ,  y  habrán  de 
pasar  dichas  fuerzas  por  estos  puntos.  De  suerte  ,  que  si  el 
cuerpo  P  ,  por  egemplo  ,  tocase  el  plano  en  dos  puntos  C  y 
C' y  y  no  estuviese  la  fuerza  AD  en  el  plano  que  pasase 
por  las  perpendiculares  levantadas  en  los  puntos  C  y  C  ^  no 
sería  posible  el  equilibrio  ,  porque  no  se  podría  resolver  la 

fiíei- 
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fuerza  AD  en  fuerzas  que  pasasen  por  C  y  C\  sin  que  re-  Fíg, 
sultase  una  tercera  fuerza  que  no  estaría  sostenida. 

5: 1 7  Luego  si  un  cuerpo  que  toca  un  plano  en  uno  • 
ó  muchos  puntos  y  está  solicitado  de  muchas  fuerzas  diri- 
gidas como  se  quisiere ,  es  menester  i  .**  que  estas  tres  fuer- 
zas puedan  reducirse  á  sola  una.  que  pase  por  dicho  plano. 
3  .^  que  esta ,  en  el  caso  de  no  pasar  por  uno  de  los  puntos 
de  contacto ,  pueda  resolverse  en  tantas  fuerzas  no  mas,  que 
la  se^n  paralelas  ,  quantos  puntos  de  contacto  hubiere ,  y 
que  cada  una  de  estas  pase  por  uno  de  dichos  puntos  de 
contacto. 

518  Por  consiguiente  9  si  la  fuerza  única  que  solicita 
el  cuerpo  y  fuese  la  pesantez  ,  será  preciso  que  el  plano  sea 
orizontal ,  y  si  la  vertical  tirada  desde  su  centro  de  grave- 
dad no  encontrase  uno  de  los  puntos  de  contacto ,  será 
preciso  á  lo  menos  que  no  dege  todos  estos  puntos  á  un  mis- 
mo lado. 

5  I P  Luego  si  el  cuerpo  está  solicitado  de  dos  fuer-* 
zas  no  mas  ,  será  menester  i  .^  que  dichas  dos  fuerzas  estén 
en  un  mismo  plano.  2  .^  que  sea  este  plano  perpendicular 
al  plano  sobre  que  descansa  el  cuerpo.  3  .^  que  la  deriva- 
da y  que  siempre  ha  de  ser  perpendicular  á  este  último  pla^ 
no ,  no  dege  á  un  mismo  lado  todos  los  puntos  de  contacto. 

Y  si  la  una  de  dichas  fuerzas  fuese  la  gravedad  y  será 
preciso,  á  mas  de  esto,  que  dicho  plano  sea  vertical,  y  pase 
por  el  centro  de  gravedad  del  cuerpo. 

520      Veamos  ahora  qué  razón  ha  de  haber  en  gene-- 

ral 
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Fig.  ral  entre  dos  fuerzas  que  mantienen  un  cuerpo  en  equilí-' 
brio  sobre  un  plano. 

2  2  1.  Sean  CQ ,  CP  las  direcciones  de  las  dos  fuerzas ;  con-* 
cibamos  que  sea  yíB  la  intersección  del  plano  de  estas  dos 
fuerzas  con  el  plano  donde  descansa  el  cuerpo  ^  y  tiran^ 
do  á  JÍB  la  perpendicular  CH ,  imaginemos  que  sea  esta 
linea  la  diagonal  ^  y  las  direcciones  CQ  y  CP  los  lados  del 
paralel(^amo  CEDF.  Para  que  la  derivada  de  las  dos  fuer^ 
2í3lsQy  P  tenga  la  dirección  CD  ó  CH  y  es  menester  (7  o) 
que  las  dps  fuerzas  í¿y  P  sean  entre  sí  como  CF  es  á  CEi 
en  cuyo  caso  las  dos  fuerzas  Qy  P  jY  l^  presión  que  ha-* 
cen  en  el  plano  y  que  llamaremos  H ,  serán  tales  que  ten-^ 
dremos  Q  :  P  :  H :.  CF:  CE  :  CD. 

521  En  virtud  de  lo  dicho  (Si)  tendremos  tam« 
bien  Q:  P  :  H::scn  ECD  :  sen  FCD  :  sen  ECF. 

522  Por  dos  puntos  qualesquiera  ^  y  Jff  de  la  lineX 
JÍB  tiremos  jIG  y  BG  perpendiculares  á  las  direcciones* 
de  las  dos  fuerzas  Qy  P*  Tendrá  el  triángulo  ^BG  sus 
lados  perpendiculares  á  los  del  triángulo  CDE ,  y  serán  poc' 
lo  mismo  semejantes  estos  dos  triángulos*  Tendremos ,  pues^ 
AG.BG:  AB  ::  Dfi  ó  CF :  CJE  :  CD  5  esto  es  (520  ) 
::  ¿2  :  P  :  H  5  luego  AG  :  BG  :  AB  ::  Q.PzH. 

Pero  (  1.57  I)  AG:GB:AB  r.stn  ABG:  sen  SAGí 
sen  AGB'Ancff)  Q  :P:H:i  senABG  iscnBAGiscnAGB. 
Manifiesta  esta  proporción  que  quando  dos  fuerza;  no  mas^ 
obran  en  un  cuerpo  para  mantenerle  en  equilibrio  sobte  un 
plano  i  si  imaginamos  otros  dos  planos  en  tal  situacion^que 

las 
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las  dos  fuerzas  les  sean  perpendiculares ,  cada  una  de  estas  dos  Fíg. 
fuerzas  ,  y  la  presión  que  causan  en  el  plano  principal ,  está 
representada  por  el  seno  del  ángulo  que  forman  los  planos 
á  los  quales  son  perpendiculares  las  otras  dos  fuerzas. 

523  Ya  que  las  razones  que  acabamos  de  determi** 
nar  se  verifican  sea  la  que  fuere  la  naturaleza  de  las  dos 
fuerzas  P  y  i2  >  ^^  verificarán  igualmente  quando  la  una  de 
las  dos  y  por  egemplo  la  fuerza  P  y  fiíere  la  gravedad  >  en 
cuyo  caso  el  plano  BG  será  orizontal. 

5*4      Por  ser    (    y  2  i    )    Q^  :P  :  H\x  stn  ECD: 
ttn  FCD :  sen  ECF ,  se  infiere  que  fi  :  P  ::  sen  ECD:  2  2  2\ 
sen  FCD ,  ó  ::  sen  HCP  :  sen  HCQ  5  luego  si  fuere  cono- 
cido el  peso  P  ^  la  potencia  j^  ,  y  el  ángulo  HCP  que  for- 
ma la  dirección  del  peso  P  con  la  perpendicular  al  plano ,  y 
se  quisiere  determinar  el  ángulo  que  ha  de  formar  la  poten- 
cia Q  con  la  misma  perpendicular ,  se  hallará  fácilmente  por 
ia  última  proporción, que  dá  sen  i/Cj2  =  —  g-— >  Pero  co- 
mo el  seno  de  un  ángulo  es  (1.6^6)  también  el  seno  de  stt 
suplemento,  puede  una  misma  potencia  sostener  con  dos  di- 
recciones distintas  un  mismo  peso  sobre  un  mismo  plano» 
Han  de  ser  tales  estas  direcciones  que  los  dos  ángulos  HCQy 
HCQ  que  formaren  con  la  perpendicular  CH ,  sean  suple- 
mento uno  de  otro ;  pero  si  se  prolonga  la  perpendicular  HC 
acia  / ,  el  mayor  de  estos  dos  ángulos  HCQy  es  suplemen- 
to de  QjCI  $  luego  ya  que  también  ha  de  ser  suplemento 
del  ángulo  menor  HCQ ,  se  infiere  que  QCIy  y  el  ángulo 
menor  HCQ  son  iguales  $  luego  las  dos  direcciones  en  que 
TomJf^.  Ec  puc-* 
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Fig.  puede  obrar  una  potencia  para  sostener  un  mismo  peso  sobre 
un  mismo  plano  y  están  igualmente  inclinadas  respecto  de  la 
perpendicular  á  dicho  plano  y  y  por  consiguiente  respecto 
del  plano  mismo ;  y  caen  siempre  ambas  y  respecto  de  la 
perpendicular  al  plano  y  al  lado  opuesto  á  aquel  donde  está 
la  dirección  de  la  pesantez  del  cuerpo, 

525  Si  en  la  proporción  Q:P::sen  HCP :  sen  HCQy 
substituimos  en  lugar  del  ángulo  HCP  la  inclinación  ABG 
del  plano  que  es  igual  á  dicho  ángulo ,  como  lo  percibirá  &-« 
cilmente  el  que  considerare  que  estos  dos  ángulos  son  com« 
plementos  de  los  ángulos  opuestos  al  vértice  BRP  y  CRH^ 
tendremos  Q  \  P  \\  sen  ABG  :  sen  HCQ ,  luego  Q  z= 
^^%IThc(¿  •  Luego  siendo  la  misma  la  inclinación  del  plano, 
y  uno  mismo  el  peso  y  ha  de  ser  tanto  menor  la  potencia  Qy 
quanto  mayor  fuere  el  seno  de  su  inclinación  respecto  de  la 
perpendicular  >  y  como  el  mayor  de  todos  los  senos  es  el 
de  90^  y  podemos  decir  que  la  dirección  en  que  tiene  que 
gastar  menos  fuerza  una  potencia  para  sostener  un  peso  en  un 
plano  inclinado  ^  es  la  dirección  paralela  a  dicho  plano» 
^16    .En  este  caso  la  proporción  jj  •  í'  •  •  sen  ABGi 

;a  2  3 •  sen  HCQ,  se  reduce  ílQ,\P  v.  sen  ABG :  1  ó  al  radio.  Pero 
si  desde  el  punto  A  se  tira  la  perpendicular  AL  á  la  orí- 
zontal  BGhú  triángulo  rectángulo  ALB  nos  dará  sen  ABGi 
I  ::  AL  :  AB  5  luego  Q  :  P  ::  AL  :  AB  5  y  quiere  decir, 
que  quando  la  potencia  es  paralela  al  plano ,  tiene  con  el 
peso  la  misma  razón  que  tiene  la  altura  del  plano  con  su 

longitud. 

Sí 
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527  SI  fuese  orizoDtal  la  dirección  de  la  potencia^  se  Fíg. 
probaría  fácilmente  que  el  ángulo  HCQ  sería  igual  al  án-  2  2  4. 
guio  BAL  5  en  cuyo  caso  tendríamos  Q,:.P  w  sen  ABG  ó 
sen  ABL :  sen  BAL  5  esto  es  (  I.  5 7  i  )  ::  -^Z  :  BLh  lúe- 
go  quando  la  dirección  de  la  potencia  es  paralela  á  la  base 
del  plano  inclinado ,  la  potencia  es  al  peso  y  como  la  altura 
del  jplano  es  á  la  base. 

En  general ,  la  proporción  Q, :  P  ::  sen  ABG :  sen  MCQ  ^  ^  ^'^ 
manifiesta  que  gastará  tanto  menos  fuerza  la  potencia  y  quan-* 
to  menor  fuere  la  inclinación  del  plano  respecto  del  orí- 
zonte  y  y  quanto  menor  fuere  ál  mismo  tiempo  la  Inclina- 
ción de  la  potencia  respecto  del  plano  $  porque  quanto  me-^ 
ñor  fuere  esta  última  inclinación  y  tanto  mas  se  acercará  á 
los  9  o^  el  ángulo  HCQ  que  es  su  complemento. 

Por  lo  que  mira  al  punto  del  cuerpo  donde  la  direc- 
ción de  la  potencia  se  ha  de  aplicar  y  la  condición  que  sir-« 
ve. para  determinarle  consiste  en  que  la  dirección  de  la  po- 
tencia encuentre  la  vertical,  tirada  desde  el  centro  de  gra- 
vedad del  cuerpo  9  en  un  punto  tal  que  la  perpendicular  ti- 
rada desde  dicho  punto  al  plano  tenga  las  circunstancias 
espresadas  (  5  i  5  y  sig.  ).  Con  esto  se  esplica  por  que 
no  es  posible  sostener  sobre  un  plano  Inclinado  una  esfera 
homogénea  y  ó  de  una  masa  uniforme  y  á  no  ser  que  la  di- 
rección de  la  potencia  que  la  ha  de  sostener  pase  por  el 
centro  de  figura  de  la  esfera ,  que  es  al  mismo  tiempo  su 
centro  de  gravedad. 

528      Si  en  vez  de  no  haber  mas  que  una  potencia 

Ee  2.  pa- 
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Hg«  para  contrarrestar  el  peso  hubiera  muchas  ,  diríamos  ¿c  íá 
derivada  de  dichas  potencias  quanto  hemos  probado  respec* 
to  de  la  potencia  j^.  Por  egemplo ,  si  está  sostenida  el  peso 
nzy  p  sobre  el  plano  inclinado  por  la  fuerza  de  una  potencia 
R  yY  li  resistencia  de  un  punto  fí)o  B  y  al  qual  está  atada 
la  cuerda  BOR  que  abraza  dicho  cuerpo  5  por  el  punto  de 
concurso  S  de  las  dos  cuerdas  BH ,  RD  se  imaginará  una 
linea  SC  que  divide  en  dos  partes  iguales  el  ángulo  de  las 
dos  cuerdas  BH ,  RD.  Si  esta  linea  corta  la  vertical  ti- 
rada por  el  centro  de  gravedad  de  P  en  un  punto  C  y  desde 
el  qual  se  le  pueda  bajar  al  plano  una  perpendicular  que 
pase  por  el  punto  de  contacto  H  >  el  equilibrio  será  posible^ 
y  estará  determinada  en  virtud  de  los  principios  que  hemos 
sentado  y  la  razón  que  habrá  entre  el  peso  P  ^i  y  la  fuerza 
en  la  dirección  de  CS.  Por  lo  que  mira  á  la  razón  entre  la 
fuerza  en  la  dirección  de  CSyy  la  potencia  Ry  será  la  misma 

« 

que  en  la  garrucha  mobil  (  488  ).  Por  !o  quc^  si  fiíere 
la  potencia  R  paralela  al  plano ,  el  peso  P  será  á  la  poten* 
cía  R ,  como  la  longitud  del  plano  es  á  la  mirad  de  su  alturas 
quiero  decir  que  gastará  la  potencia  la  mitad  menos  fuerza 
que  si  sostuviera  el  peso  sin  el  auxilio  dd  punto  fijo  B. 

52^  Por  lo  que  mira  á  la  presión  total  que  aguanta  el 
plano  9  será  fácil  determinarla  siempre  que  se  quisiere  por  me- 
dio de  las  razones  que  hemos  hallado.  Por  lo  tocante  á  las 
presiones  particulares  que  resultan  en  cada  uno  de  los  puntos 
en  que  el  cuerpo  descansa  sobre  el  plano  y  son  absolutamente 
Indeterminadas  y  i  excepción  del  caso  en  que  el  cuerpo  des- 
can* 
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cansa  sobre  dos  )puhtos  $  entonces  la  presión  total  se  reparte  en*  Flg. 
tre  estos  dos  puntos  ^  en  razón  inversa  de  las  distancias  á  que 
está  su  dirección  de  dichos  dos  puntos.  En  todos  los  demás 
casos  no  hay  para  determinarlas  mas  condición  sino  i.^  que 
su  suma  sea  igual  á  la  presión  total.  2  .^  que  la  suma  de 
sus  momentos  y  tomándolos  respecto  de  un  ege  perpendicu- 
lar á  la  dirección  de  dicha  presión  total ,  sea  cero  >  y  que 
lo  propio  se  verifique  respecto  de  los  momentos,  refiriéndo- 
los á  otro  ege  perpendicular  al  primero  ,  con  tal  y  á  mas  de 
esto  y  que  dichos  dos  eges  pasen  por  un  punto  de  la  direc- 
ción de  la  presión  total.  Así,  quando  un  cuerpo  descansa  so- 
bre un  plano,  tocándole  con  una  superficie  plana ,  no  hay  ra- 
nzón ninguna  para  suponer  que  todos  los  puntos  sobre  que 
descansa  ,  padezcan  presiones  iguales  ,  sino  quando  su  figu-^ 
ta  es  la  de  un  prisma  \  ó  de  un  cilindro  recto. 

,530  En  quanto  á  los  cuerpos  que  descansan  sobre 
il^uchos  planos  á  un  tiempo ,  sea  en  virtud  de  una  fuerza 
única ,  sea  en  virtud  de  muchas ,  entre  las  quales  com« 
preendemos  su  gravedad ,  la  ley  general  de  su  equilibrio  es 
iz.^  que  la  derivada  de  todas  sus  fiíerzasse  pueda  resolveren 
tantas  fuerzas  quantos  son  los  puntos  sobre  que  descansa  el 
cuerpo.  2,^  que  estas  sean  perpendiculares  al  plano  que 
toca  el  cuerpo  en  dicho  punto. 

De  esto  inferiremos  que  es  condición  indispensable 
para  que  un  cuerpo ,  que  qsxíl  solicitado  de  sola  su  pesantez^ 
se  mantenga,  en  equilibrio  entre  dos  planos  inclinados,  que 

•  ■ 

haya  en  la  vertical  que  pasa  por  su  centro  de  gravedad  á 
Tm,iy,  Ee  3  lo 
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Fig.  lo  menos  un  jpanto  desde  el  qoal  se  pueda  tirar  á  cada  üncs> 

de  dichos  planos  una  perpendicular,  y  que  cada  una  de  estas 

perpendiculares  tenga  las  condiciones  mencionadas  (5157 

2  2  5.  sig.).  Que  por  consiguiente  si  fuese  orizontal  el  uno  de  los  dos^ 

planos,  no  podrá  el  cuerpo  mantenerse  en  equilibrio  (prescin^ 

diendo  del  rozamiento  ),  sino  en  solo  el  caso  de  que  la  vertical 

tirada  por  su  centro  de  gravedad  pase  por  alguno  de  los  pun** 

tos  en  que  toca  el  plano  orizontal ,  ó  por  lo  menos  en  el  caso 

de  que  dichos  puntos  no  estén  todos  á  un  mismo  lado  de  dicha 

vertical^  en  cuyo  caso  el  otro  plano  nada  tiene  que  sostener. 

•      5  3  I       Bastan  estos  principios  para  determinar  las  con* 

dicíones  del  equilibrio  por  medio  de  los  planos  en  quales* 

quiera  circunstancias.  Sirven  también  para  esplicar  la  fuerza 

de  las  bóvedas  ,  y ,  en  general ,  por  qué  los  cuerpos  huecos, 

y  cuya  superficie  estcrior  es  convexa,  se  resisten  con  mayor 

fuerza  á  la  compresión  ,  que  si  fuese  plana  su  superficie.  Por 

egemplo,sl  un  cuerpo  se  compone  de  quatro  partes  ABCD^ 

227.  CDFE  ,  FEGH ,  ABGH  perfectamente  duras  ,  cuyas  ciir-^ 
vaturas  esteriores  ó  interiores  sean  circulares  y  concéntrí* 
cas  ;  y  si  se  le  aplica  al  centro  de  gravedad  de  cada  par- 
te  una  misma  fuerza  en  direcciones  que  vayan  á  parar  at 
centro  ;  nunca  jamás  se  separarán  unas  de  otras  dictias  par« 
tes  ,  sea  la  que  fuere  la  espresada  fuerza.  Porque  se  ¿cha  d¿ 
Ver  que  la  fuerza  aplicada  á  cada  parte  siempre  se  podrá 
considerar  como  resuelta  en  otras  dos,  perpendiculares  á  la$ 
dos  caras  planas  de  dicha  parte  >  y  entonces  se  verá  que  de 
una  parte  á  su  inmediata,  hay  siempre  dos  fuerzas  iguales  y 

...  .1  di- 


/ 


' 
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directamente  contrarias,  que  por  lo  mismo  se  destruyen  j  por   Fig; 
manera  que  todas  las  espresadas  fuerzas  se  mantienen  mur* 
tuamente  en  equilibrio. 

Asimismo,  si  EFGBy  ABCDy  HCKI  representan  tres  228. 
dovelas  consecutivas ,  ó  tres  partes  consecutivas  de  una  bó- 
veda 9  desde  qualquierá  punto  de  la  vertical  tirada  por  el 
<entro  de  gravedad  de  cada  una  de  ellas  se  puede  imaginan 
tirada  una  perpendicular  á  cada  una  de  las  dos  caras  de  dir 
jcha  dovela  5  y  como  son  muchos  los  puntos  en  cjuienes  conr 
trurre  esta  circunstancia  ,  siempre  habrá  uno,  tal  que  la  per*- 
pendicular  tirada  á  una  cara ,  será  directamente  opuesta  á  la 
perpendicular  tirada  á  la  misma  cara  desde  alguno  de  lo$ 
puntos  de  la  vertical  perteneciente  á  la  dovela  inmediata» 
Dándole  ,  pues ,  á  cada  dovela  un  peso  bastante  ,  siempre  s^ 
-podrá  hacer  que  sean  iguales  las  dos  fuerzas  cuyas  diteccio- 
^neS  estuvieren  en  dichas  perpendiculares  ,  y  poner  por  con- 
rsiguiente  dichas  dovelas  en  equilibrio  \  solo  respecto  de  las 
dos  dovelas  que  tuvieren  una  cara  orizontal  no  podrá  efec* 

•  tuarse  la  resolución'  propuesta ,  y  para  sostenerse  necesitaráji 
una '  resistencia  orizontal. 

532       Hablemos  ahora  del  movimiento  en  los  planpSj 

•  prescindiendo  umbien  del  rozamiento* 

Uo' cuerpo  que  está  entregado  á  su  propia  pesantez ,  y 
cuya  superficie  descansa  en  parte  sobre  un  plano  sin  roza* 
miento  ^  puede  ,  generalmente  liablando ,  adquirir  dos  espe- 
cies de  movimiento  5  el  uno  que  será  común  á  todas  las 
partes ,  y  en  virtud  del  qualel  centro  4c  gravedad  se  es- 

Ee  4  cur- 
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I¡g«  curtirá  paralelamente  al  plano  ,  y  podrá  también  acercarse 
ó  apartarse  del  plano  ;  el  otro  en  virtud  del  qual  todas  las 
partes  darán  vueltas  al  rededor  de  su  centro  de  gravedad, 
de  tal  modo  sin  embargo  que  el  cuerpo  siempre   toque  el 

* 

plano  en  algún  punto. 

La  regla  general  que  nos  ha  de  guiar  para  saber  si  el 

< 

cuerpo  tomará  ó  no  algún  movimiento  de  rotación  en  vir- 
tud de  su  pesantez  ,  consiste  en  reconocer  si  la  perpendicu- 
lar tirada  desde  el  centro  de  gravedad  al  plano  encuentra 
alguno  de  los  puntos  por  donde  el  cuerpo  le  toca  y  ó  no  los 
deja  todos  á  un  mismo  lado.  Si  se  verificare  esta  condición, 
no  habrá  movimiento  de  rotación  $  porque  la  pesantez ,  que 
siempre  se  puede  considerar  como  que  obra  en  él  misiñd 
centro  de  gravedad  ,  podrá  resolverse  en  dos  fuerzas',  la  una 
paralela,  y  la  otra  perpendicular  al  plano»  Pero  como  concur- 
ren en  la  segunda  las  condiciones  necesarias  (515  y  slg.) 
para  el  equilibrio,  no  surtirá  efecto  alguno,  y  quedará  des^ 
•truida.  Por  lo  que  toca  á  la  primera  ,  una  vez  que  pasa  por 
«el  centroide  gravedad ,  deb$  repartirse . igualmente  entre  ton 
das  las  partes ,  que  por  lo  mismo  tendrán  velocidades  Sguah* 
Ats  y  ¿paralelas  al  |dáno.  Así  ,  por  decirlo  de  paso',  una  es- 
I    fera  que  descansa  sobre  im  plañó  bclinado,  bajaría  escur- 
riéndose por  é^  iiüsmo  plano  sla rodar, si  no;  hubiese'  roza-- 
miento  $  porque  la  perpendicplar-  tirada  desde  su  centro  de 
gravedad  álpláno  ,  pasa  siempre  por  el  punto  de  la  superfi- 
cie de  la  esfera  que  toca  el  plano. 

Pero  si  la  perpendicular  tirada  desde  el  centro  de  gr2|- 

ve- 
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vedad  al  plano  ^  no  encuentra  ninguno  de  los  puntos  por  Hg* 
donde  el  cuerpo  le  toca  ,  y  los  deja  todos  á  un  mismo  lado; 
en  este  caso  habrá  movimiento  de  rotación  y  porque  la  re- 
sistencia del  plano  que  obra  en  la  dirección  de  la  perpen- 
dicular al  punto  de  contacto  (  ó  en  la  de  la  perpendicular 
que  pasa  por  entre  los  puntos  de  contacto ,  quando  son 
muchos  )  equivale  á  una  fuerza  que  empujaría  el  cuerpo  en 
una  dirección  paralela  y  contraria  á  la  dirección  en  que  el 
tuerpo  comprime  al  plano  5  y  como  obra ,  según  supone- 
mos  y  en  una  dirección  que  no  pasa  por  el  centro  de  grave- 
dad, no  puede  menos  de  causar  un  movimiento  de  rotación. 
.  £n  virtud  de  esto ,  y  de  lo  que  dejamos  áitho  (408)^ 

se  echa  de  ver  que  lo  que  varios  Autores  aseguran  de  que 

» 
un  cuerpo  sentado  en  un  plano  inclinado  dará  de  espaldas 

siempre  que  la  vertical  tirada  por  su  centro  de  gravedad  no 

encuentre  la  base  sobre  que  descansa,  se.  debe  entended 

ilel  caso  en  que  hubiere  rozamiento  $  porque  no  habiéndole^ 

las  condiciones  para  que  el:  cuerpo  se  trastorne  sdn-  difereiEi^ 

tes  ^  séjgun  acabamos  de  observan  ,  '      : 

Del  Rozamiento  en  ¡os  Planos  inclinados. 

ti  '5  3  3'  Sea  C  un  cuerpo  de  qualquier  figura ,  cuya  base  4  2  p. 
GH  descanse  sobre  el  plano  inclinado  BA^  Si  representa^- 
:inospor  la  verticales  la  pesantez  absoluta  del  cuerpo  C, 
}y  resolvemos  esta  fueriza  en  otras  dos ,  la  una  CM  perpen- 
«diciilar  á  BA ,  la  otra  CO  paralela  á  BA  y^  sabemos  (52  2  ) 
ique  la:  fiíerza.  Ciff  con  que  el  cuerpo  C  comprime. perpeti- 
^:j  di- 
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Fig.  dicularmente  el  plano  inclinado  ^  es  á  la  pesantez  'absolutst 
CN  de  dicho  cuerpo  ,  como  la  base  -^Z  del  plano  inclina- 
do es  á  su  longitud  BA.  Por  consiguiente »  si  llamamos  P 
el  peso  del  cuerpo  C ,  tendremos  la  fuerza  CiWrz:  p  x  ^\ 
luego  si  espresamos  por  ^  ^^  razón  entre  el  rozamiento  y 
la  presión  ,  el  rozamiento  contra  el  plano  BA  será  =:  nP 
X  ^-  Se  ha  de  considerar  este  rozamiento  como  una  fuer«> 

JSA. 

za  que  tendría  la  dirección  AB  y  de  suerte  que  para  con^ 
irarrestarle ,  se  le  debe  aplicar  al  cuerpo  una  ñierza  igual 
que  obre  en  la  dirección  opuesta  BA. 

De  donde  resulta  que  si  abandonásemos  el  cuerpo  á 
la  sola  acción  de  su  pesantez  relativa  CO  que  es  ==  P  )c 
-¿¡y  no  empezaría  á  bajar  sino  quando  fuese  i'  x  ^  >* 

flP  X  ;gj. 

Supongamos ,  por  egemplo  ,  que  el  peso  C  sea  de  tf  o  o 
libras  ,  que  el  rozamiento  sea  -^  de  la  presión  »  y  que  la  a^ 
üura  del  plano  inclinado  no  sea  mas  que  la  duodécima  par^ 
•te  de  su  longitud  5  esto  es  P  =:  tf  o  o  libras  ,  »  =:-i-,  ^ 
=  í^  ,  ^  =  ^i=L>  =r  ^  j  la  pesantez  relativa  CO 
no  será  sino  de  5.0  libras  j  y  la  resistencia  del  rozamien- 
to de  cerca  de  i  5  o  libras  ,  y  por  lo  mismo  no  podrá  ba- 
jar el  cuerpo,  Pero  si  quedándose  del  mismo  modo  todo  lo 
demás  y  suponemos  que  la  altura  del  plano  inclinado  s&l 
/los  y  de  su  longitud  ,  quiero  decir  que  5^=:-|- ,  y  poc 
consiguiente  -jj  =  ^íiHpSí  =:  y ,  la  pesantez  relativa  será 
de  360  libras  y  y  la  resistencia  del  rozamiento  de  i  5  0 
libras..  £a  es(e  caso  y  bajaría  el  cuerpo  en  virtud  del  exceso 

de 
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de  su  pesantez  rotativa  respecto  de  la  resistencia  del  raza«  Fíg.~ 
miento ,  esto  es^  con  una  fuerza  de  2  i  o  libras. 

i  

De  ¡a  Rosca. 

^'534  La  Rosca  es  un  cilindro  recto  ,  al  rededor  del  2  3  o 
qual  está  enroscado  espiralmente  un  sólido  que  tiene ,  por  231 
k>  que  mira  á  su  grueso  ,  la  forma  de  un  prisma  paralelo- 
grámico  ó  triangular.  La  una  de  las  caras  paraielográmi* 
Cas  de  tstt  sólido  está  arrimada  á  la  superficie  convexas 
del  cilindro  5  y  si  imaginamos  que  el  mismo  sólido  se  com^ 
pone  de  una  infinidad  de  filetes  paralelos  entre  sí ,  todos 
estos  filetes  al  enroscarse  al  rededor  del  cilindro  á  diferen^ 
tes  distancias  del  ege  KH^  forman  ángulos  agudos  é  igua-^ 
les  unos  con  otros  con  rectas  que  los  encontrasen^  y  fue-» 
sen  paralelas  al  ege  KH, 

i  El  relieve  espiral ,  formado  de  este  modo  en  la  super-f 
ficie  del  cilindro ,  se  llama  Filete  de  la  Rosca.  Llamare^ 
mos  Espira  la  parte  de  un  filete  elemental  del  prisma  que 
Corresponde  á  una  vuelta  sobre  el  cilindro.  La  distancia 
AB  que  hay  paralelamente  al  ege  HK  entre  dos  espiras  cor^ 
tespondientes^  se  llama  Altura  del  Paso  de  la  rosca  ^  6  Paso 
4e  la  rqsca.  Es  evidente  que  todos  los  pasos  de  la  cosca  son 
iguales  entre  si. 

La  rosca  entra  en  un  sólido  MN  que  se  llama 
Tuerca ,  que  por  consiguiente  ha  de  llevar  interiormen-¿ 
te  unas  concavidades  iguales  y  semejantes  al  filete  de 
la  rosca  5  por  manera  que  se  puede  considerar  la  tuer* 

ca 
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Fig*   ca  como' el* molde  del  fílete  de  la  rosca* 

5  3  5      .Sirve  la  rosca  con  su  tuerca  para  comprimir 
los  cuerpos  y  y  algunas  veces  también  para  levantar  pesos. 
£1  efecto  viene  á  ser  el  mismo  en  ambos  casos.  La  poten* 
cia  j2  qu^  mueve  la  máquina  y  se  aplica  por  lo  regular  á 
una  barra  que  atraviesa  la  rosca  ó  la  tuerca  y  y  la  una  de. 
estas  dos  piezas  es  mobil  y  y  la  otra  inmobil.  Como  la  po- 
tencia obra  siempre  de  un  mismo  modo  y  quando  está  fija  la 
rosca  y  y  la  tuerca  mobU ,  ó  quando  es  mobil  la  rosca  y  la. 
tuerca  inmobil ,  bastará  considerar  el  uno  de  estos  dos  casos, 
a  3  o.        5  3^      Estando  asegurada  ,  y  en  situación  vertical  la 
rosca  KH  $  concibamos  que  nó  hay  rozamiento  y  y  que  quer 
da  Ubre  la  tuerca  para  obedecer  el  impulso  4e  su  gravedad.. 
£s  evidente  que  andará,  dando  vuelus,  todos  los  filetes  in£e« 
riores  de  la  rosca  y  resbalando  por  cada  uno  de  ellos  coma 
por  una  superficie  inclinada.  £s  también  evidente  que  se 
podrá  contrarrestar  este  impulso  y  aplicándola  á  la  tuerca 
MN  una  potencia  y  que  podremos  suponer  y  si  queremos^ 
dirigida  de  muchos  modos  distintos.   Pero  como  se  echa  de 
ver  que  se  quedará  sin  movlttiiento  alguno  la  tuerca  sola 
con  estorvar  que  dé  vueltas  ,  nos  ceñiremos  á  buscar  que 
razón  ha  de  haber  entre  el  peso  de  la  tuerca  y  ó  en  general^^ 
entre  la  fuerza  que  la  impeliere  para  moverla  paralelamen- 
te  al  ege  de  la  rosca  ,  y  la  fuerza  que  puede  detenerla  es-- 
torvándola  el  dar  Vueltas.  Consideremos  primero  solo  uno 
de  los  puntos  de  la  tuerca  que  descansa  sobre  uno  de  los 
puntos  del  filete  de  la  rosca. 
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La  fuerza  que  obra  inmediatamente  en  dicho  punto  Fíg. 
para  impedWe  el  dar  vueltas  ,  y  la  que  le  impele  para  que 
baje  paralelamente  al  ege  de  la  rosca  y  se  han  de  considerar 
como  que  se  ponen  en  equilibrio  en  un  plano  inclinado  cuya 
altura  es  la  misma  que  la  del  paso  de  la  rosca  ,  y  la  base  es 
igual  á  la  circunferencia  cuyo  radio  es  igual  á  la  distancia 
que  hay  desde  dicho  punto  al  ege.  Pero  la  una  de  estas  dos 
fuerzas  es  paralela  á  la  base  del  plano  inclinado  y  y  la  otra 
la  es  perpendicular  5  luego  hemos  de  concluir ,  en  virtud  de 
lo  dicho  (527)9  que  la  parte  de  fuerza  paralela  al  ege 
de  la  rosca  y  que  obra  en  un  punto  qualquiera  del  filete  y  es  á 
la  fuerza  que  se  habría  de  aplicar  inmediatamente  en  dicha 
punto  para  estorvarle  dar  vueltas  y  y  en  dirección  contra-* 
lia  á  su  dirección  y  como  la  base  de  dicho  plano  inclinada 
es  á  su  altura  i  esto  es  >  como  la  circunferencia  cuya  radia 
es  igual  á  la  distancia  que  hay  entre  dicha  punta  y  el  ege^ 
es  respecto  de  la  altura  del  paso  de  la  rosca»  Luego  si  Ua^ 
mamos  /  la  primera  fuerza ,  t  la  segunda  >  r  la  distancia 
desde  el  punto  que  se  considera  al  ege  y  b  la  altura  del  paso 
de  la  rosca  y  y  suponemos  que  i  :  c  espresa  la  razón  entre 
el  radio  y  la  circunferencia  y  de  lo  que  inferiremos  ser  re 
la  circunferencia  cuyo  radio  es  r ,  tendremos / :  t\\  re :  b. 

Pero  como  no  está  sostenido  inmediatamente  cada  und 
át  los  puntos  de  la  tuerca  y  y  todo  ello  lo  está  por  una  pa« 
tencia  Q  aplicada  á  un  punto  de  la  tuerca  y  entre  cuya 
punto  y  el  ege  hay  una  distancia  que  llamaré  R  >  es  cons« 
tante  que  siendo  R  mayor  que  r  ;  se  necesitará  respecto  do 

«a* 
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Fig.  cada  punto  una  parte  de  la  fuerza  Q  tanto  menor,  quanto 
mayor  fuere  la  distancia  R  i  de  suerte  que  si  üamamos  q  la 
parte  de  dicha  fuerza  que  puede  obrar  á  la  distancia  R  el 
mismo  efecto  que  obra  r  á  la  distancia  r  ,  tendremos  t:  q\\ 
R  :  r.  Si  multiplicamos  esta  proporción  por  la  primera ,  sal- 
drá/: j' ::  cRr :  brr.cRibi  cuya  proporción  manifiesta  que 
respecto  de  cada  punto  de  la  tuerca  y  que  descansa  sobre  el 
fílete  de  la  rosca  y  hay  siempre  una  misma  razón  entre  la 
fuerza  que  le  empuja  paralelamente  al  ege  de  la  rosca ,  y  la 
que  á  una  distancia  dada  R  le  estorva  dar  la  vuelta  y  cuya 
razón  es  la  de  rA  á  ¿  ,  y  es  cR  la  circunferencia  que  anda- 
ría la  potencia  j2  ^^  ^^^^  una  vuelta.  Inferamos  y  pues ,  que 
la  suma  de  todas  las  fuerzas  /  que  impelen  la  tuerca  para- 
lelamente al  ege  de  .la  rosca  ,  es  á  la  suma  de  todas  las 
fuerzas  q  necesarias  para  detenerla  y  quiero  decir  y  que  la 
fuerza  total  (  que  llamaré  F  )  paralela  al  ege  de  la  rosca  y  es 
íl  la  fuerza  ^  que  la  ha  de  contrarrestar  ,  como  la  circun^ 
ferencia  que  andaría  la  potencia  j2  ^  es  á  la  altura  del  paso 
<le  la  rosca. 

5  3  7  Luego  también  la  fuerza  que  se  habría  de  gas- 
tar paralelamente  al  ege  de  la  rosca  para  contrarrestar  la 
potencia  Q,  que  Intentase  hacer  dar  vueltas  á  la  tuerca  y  ha 
<ie  ser  á  dicha  potencia  j2  >  como  la  circunferencia  que  esta 
procura  describir  ^  es  á  la  altura  del  paso  de  la  rosca. 

538  Luego  en  una  misma  rosca  será  tanto  mayor  el 
efecto  de  la  potencia  j2  >  quanto  mas  lejos  del  ege  estuviere 
aplicada.  Y  en  distintas  roscas  y  estando  á  iguales  distancias 

del 
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del  cge  las  jpotencias ,  será  tanto  mayor  su  efecto  ,  quanto  Fíg. 
menor  fuere  la  altura  del  paso  de  la  rosca.   Quiero  decir, 
que  quanto  mas  Inmediatas  estuvieren  las  espiras  de  la  ros- 
ca ,  tanta  mas  fuerza  tendrá  la  potencia  para  comprimir  en 
la  dirección  del  ege. 

559  Es  ,  pues ,  la  rosca  ,  conforme  se  echa  de  ver, 
una  máquina  que  participa  de  la  palanca  y  del  plano  incU« 
nado ,  y  que  sirve  con  mucha  utilidad  para  comprimir 
los  cuerpos,  Pero  lo  que  gana  la  potencia  en  esta  máquina  por 
razón  de  la  fuerza ,  lo  pierde  por  razón  de  la  velocidad.  Con 
efecto  ,  para  que  ande  la  tuerca  uno  de  los  pasos  de  la  ros^ 
ca  y  es  preciso  que  dé  la  potencia  una  vuelta  entera. 

Pero  aunque  esto  sea  un  inconveniente  no  deja  de  tt^  ^  ^  2^^ 
ner  su  utilidad  en  algunas  ocasiones.,   Quando  se  han  de 
medir  ,  por  egemplo  y  las  diferentes  divisiones  de  un  espa-» 
do  muy  corto  AB  y  se  puede  conseguir  haciendo  que  ande 
el  espacia  propuesta  el  estrema  £  de  una  rosca  DE  cuyos 
pasos  sean  muy  iguales.  SI  en  el  otra  estrema  de  la  roscil 
hay  una  mano  que,  moviéndose  con  el  misma  movlmienta 
que  la  rosca  ,,  ande  succesivamente  las  divisiones  de  uní 
muestra  que  esta  atraviesa ,  se  podrá  „  después  de  haber  es-« 
perimentada  qué  número  de  vueltas  ha  de  dar  la  mano  para, 
que  el  punto  E  ande  la  longitud  conocida  AB  y.  determinar 
por  medio  de  las  vueltas  y  porción  de  vuelta  que  dicha 

r 

mano  habrá  de  dar  para  que  el  punto  E  ande  una  parte 
qualquiera  de  AB  y  la  verdadera  medida  de  dicha  parte^^ 
por  pequeña  que  sea. 

Puc^ 
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^^g-  5  4^  Puede  la  rosca ,  aplicándola  á  las  otraá  máqui^ 
233.  ñas ,  aumentar  mucho  su  efecto.  Por  egemplo  ,  sí  la  poten- 
cia Q  aplicada  á  la  cigüeña  CDEQ  hace  dar  vueltas  á  U 
rosca  AB ,  cuyas  espiras  empujan  los  dientes  de  la  rueda 
iü  ,  y  la  hacen  dar  vueltas  >  y  esta  arrastra  consigo  un  ci-- 
lindro^  que  con  dar  vueltas  hace  que  se  le  enrosque  la  ma- 
roma KP  5  se  determinará  la  razón  entre  la  potencia  Qy  ú 
peso  P  del  modo  siguiente. 

Llamaremos  L  la  fuerza  que  hace  en  el  diente  L  el  & 
tete  de  la  rosca  ,  y  tendremos  Q:  L::  AB  :  cir  DE  ,  en  el 
supuesto  de  ser  AB  la  altura  del  paso  ^  y  cir  DE  la  circun- 
ferencia que  andaría  la  potencia  i2  (  5  3  ^  )•  La  fuer^ 
za  Z  es  una  potencia  que  j  aplicada  á  la  circunferencia  de 
la  rueda  ,  obra  contra  el  peso ;  por  esto  tendremos  i^oo) 
L\P\\  IK :  IL  ;  luego  si  multiplicamos  las  dos  proporcio- 
nes, saldrá  fí  •  ^  ••  ^^  ^  ^^ :  ILx  cix  DE,  cuya  propor-* 
clon  manifiesta  que  tendrá  Q  tanto  mayor  ventaja  ,  quanto, 
menores  fueren  AB  ,  y  //¡T  respecto  de  cir  DE  y  de  IL^ 
Esta  máquina  se  llama  Rosca  sin  fin.  n 

Del  Rozamiento  en  la  Rosea. 

541     Según  hemos  dicho  poco  ha  ^  se  reduce  la  rosca  al 

plano  inclinado,  por  lo  que,  se  calcula  del  mismo  modo,  con 

corta  diferencia  el  rozamiento  en  ambas  máquinas.  Pero  son 

por  lo  común  tan  toscas  las  roscas ,  y  padecen  sus  movimien* 

tos  tantas  irregularidades ,  que  son  como  fuerzas  distintas  del 

rozamiento ,  que  no  es  posible  calcular  con  bastante  preci- 
sión 
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-sioñ  lá  potencia  que  se  le  debe  iplícar  y  para  póndr  en  mo«  Fíg. 
vimiento  un  peso  dado  ,  por  cuyo  motivo  no  nos  detendré- 
mos  en  este  particular. 

De  la  Cuña. 

54a      La  Cuña  ADECB  es  un  prisma  triangular  que  ^  3^4!" 
se  introduce  en  una  raja  IZR  yi  empezada  y  ó  en  general, 
entre  dos  superficies ,  para  hacer  mayor  la  raja  y  ó  apartar 
«US  caras  y  6  analmente  para  mantenerlas  á  una  distancia  de^ 
terminada  una  de  otra« 

La  teórica  de  la  cuna  considerada  como  instrumento 
cuyo  oficio  es  rajar  y  está  todavía  muy  imperfecta ,  y  lo  es- 
tará probablemente  mucho  tiempo.  Como  ño  hay  cuerpo 
^guno  que  carezca  de  cierta  flexibilidad  y  las  partes  de  la  o 
raja|  que  tocan  las  cacas  de  la  cuña  y  pueden  apartarse  mas, 
sin  que  por  esto  el  punto  Z  donde  remata  la  raja  mude  de 
lugar  s  de  suerte  que  una  parte  de  la  fuerza  aplicada  á  la 
cabeza  ADEC  de  la  cuña  y  solo  sirve  para  torcer  los  dos 
pedazos  que  separa  la  raja  y  y  la  otra  sirve  para  poner  ü-^ 
rantes  las  fibras  de  la  parte  que  no  está  encetada. 

543  Si  fueren  inflexibles  los  pedazos  ZFG ,  ZKL  y  y 
cediesen  todas  á  un  tiempo  las  fibras  que  unen  las  partes  de 
lo  que  está  por  rajar  ;  se  podrían  ,  quando  están  para  rom- 
perse y  considerar  las  cosas  del  modo  siguiente.  Se  podria 
imaginar  que  está  realmente  rajado  el  cuerpo  y  y  substituir 
en  lugar  de  la  resistencia  de  la  parte  ZFGf^ ,  y  de  la  par-> 
te  ZKLXy  fuerzas  aplicadas  perpendicularmente  á  ^O  y 

Tom.ir.  Ff  Xy, 
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Flg,  XSyY  i  distancias  Iguales  á  aquellas  dondle  obra  la  lEiier-' 
za  total  de  cada  una  de  estas  resistencias*  Hecho  esto ,  para 
averiguar  la  razón  entre  la  fuerza  P  ,  y  las  dos  resistencias 
O  y  S  que  oponen  las  dos  partes  que  se  quieren  separar  >  se 
harán  las  consideraciones  siguientes, 

5  44  Para  que  la  fuerza  aplicada  perpendicnlannen- 
te  á  la  cabeza  de  la  cuña  surta  completo  su  efecto  ^  es  pre- 
ciso que  encuentre  un  apoyo  firme  en  la  base  f^X^  y  por 
consiguiente,  si  el.  cuerpo  no  estuviese  asegurado 9.  y  no  hu* 
biera  rozamiento  ^  sería  preciso  que  dicha  fuerza  encontrase 
tperpendicularmente  la  base,  si  la  base  descansa  en  dicho 
plano.  Si  hubiese  rozamiento ,  no  seri  indispensable  que  sea 
perpendicular  á  la  base  s  pero  será  preciso  que  la  encuentreí 
o  y  que  el  ángulo  que  con  ella  forme  no  sea  menor  que  el 
ángulo  del  rozamiento  ^  pues  no  concurriendo  esta  condi* 
clon ,  el  cuerpo  dará  de  espaldas.  Si  la  base  estuviere  firme^ 
mente  asegurada  en  un  punto ,  será  preciso  que  la  fuerza 
perpendicular  á  la  cabeza  de  la  cuña  y  pase  por  el  mismo 
punto.  Supuestas  estas  condiciones  ,  vamos  á  declarar  có- 
mo obra  la  acción  de  la  fuerza  P. 

545  No  puede  la  fuerza  P  comunicarse  á  las  dos 
partes  ZFG  y  ZKL ,  en  el  supuesto  de  que  no  haya  ro- 
zamiento I  á  no  ser  que  haya  en  su  dirección  por  lo  me* 
nos  un  punto  P  »  desde  el  qual  se  pueda  bajar  una  perpen^ 
dicular  á  cada  cara  de  la  raja  >  que  pase  por  alguno  de  los 
puntos  donde  la  cara  de  la  cuña  toca  la  cara  de  la  raja. 
Pero  quando  hay  rozamiento  no  es  precisa  esta  condición; 

bas- 
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basta  coft  que  pueda  haber  en  la  dirección  <íé  la  fuerza  P,  Fíg, 
un  punto  P^  desde  el  qual  se  puedan  tirar  dos  lineas  P'R^ 
p'l  que  pasen  por  los  pumos  de  contacto,  y  que  no  hagan 
allí  con  las  caras  un  ángulo  menor  que  el  del  rozamiento* 
Con  estas  condiciones  podrá  la  fuerza  P  comunicarse  ple« 
ñámente  i  las  dos  caras. 

De  lo  que  hemos  dicho  se  inñere ,  que  &ltan  muchos 
üe  los  conocimientos  indispensables  para  determinar  las 
ifuerzas  que  se  requieren  para  separar  las  partes  de  un  cuer^ 
.po.  Contentémonos  y  pues ,  con  conocer  una  especie  de  lí« 
ttiite  acerca  de  este  punto  ^  y  determinemos  la  razón  entre 
la  potencia  P ,  y  cada  una  de  las  dos  resistencias  O  y  S, 
prescindiendo  del  rozamiento ,  y  en  el  supuesto  de  que  lá 
jbase  í^J[  descansa  sobre  un  plano. 

í^6  Imaginaremos  la  fuerza P representada  por P^^l» 
tesiieita  en  otras  dos ,  cuyas  direcciones  son  las  perpendicu<* 
lares  F^N,  P^Má  las  dos  caras  de  la  cuña.  Estas  dos  fuer-* 
zas  se  esforzarán  para  hacer  dar  vueltas  á  las  dos  partes  det 
cuerpo  y  la  primera  al  rededor  de  P^^  la  otra  al  rededor  de  X 
Las  resistencias  O  y  5*  en  direcciones  opuestas,  son  las  fuer* 
zas  que  co(itrarrestan  este  nK>Vimiento  de  rotación.  Tiran^ 
do ,  pues ,  las  perpendiculares  ^íT,  JCT,  á  P^iVT,  P^M,  con- 
sideraremos OyT  y  SJTT  como  dos  palancas  angulares  >  cu-^ 
yos  apoyos  están  en  ¿^  y  Al 

Sentado  esto ,  si  llamamos  /  la  fuerza  en  la  direccioti 
P  Ny  tendremos  P :  / ::  P^Q:  P^iVjpero  una  vez  que,  según 
suponemos ,  es  la  fuerza  P  perpendicular  á  la  cabeza  de  lá 

Ff  2¡  cu- 
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Flg.  cufia ,  y  son  las  dos  fiíerzas  P^N,  P^M  perpcnáfcutatcs  &  sus 
caras,  el  triángulo  P  NQ  es  semejante  al  triángulo  j^BC  y  y 
tendremos  P^Q  :  P' N ::  AC\  ABy  luego  P:  I::  ACi  AB. 
Si  llamamos  O  la  resistencia  de  la  parte  ZFNf^j  que  pasa, 
según  suponemos  y  á  la  distancia  ^O  y  sacaremos  de  ta  pro- 
piedad de  la  palanca  I :  O  :i  P^  :  l^.  Si  multiplicamos 
estas  dos  proporciones  y  resultará  P  :  O ::  AC  x  f^O  \  AB 
X  l^T.  Y  respecto  de  la  otra  aira  ^  sacaríamos  también  P  ; 
SiiACxXSiBCx  XT. 

5  47  Si  estuviese  el  cuerpo  asegurado  ,  sería  precisa^ 
Atender  á  otros  puntos  ;  pero  como  á  pesar  de  toda  este  cu^ 
dado  ,  no  adelantaríamos  mas  en  esta  materia  y  que  está  en- 
lazada con  conocimientos  físicos  de  que  carecemos  y  no  nos 
detendremos  mas  en  este  asunto.  Nos  contentaremos  con 
reparar  que  de  la  proporción  P\Oii  ACx  VOx  AB >* /^í* 
se  infiere  que, en  general ,  será  tanta  mayor  el  efecto  de  la 
cuña ,  quanto  mas  puntiaguda  fiíere  y  porque  cq  este  ^caso 
será  AC  tanto  menor  respecto  de  AB^ 

Dei  Rozamiento  en  la  Cuña^    . 

^  3  y  •  548  Sea  el  triángulo  isósceles  ACBy  el  perfil  áe  una 
cuña  cuyo  destino  es  fajar  un  madero  MKHNy  aplicando 
en  media  de  su  cabcM  orizontal  AB  un  pesoP»  Si  llama- 
mos X  el  peso  que  se  le  ha  de  añadir  á  P  para  vencer  la  re- 
sistencia que  hallan  las  dos  caras  de  la  cuña  rozando  en  los 
lados  de  la  raja  ,  tomaremos  en  la  dirección  del  peso  P  -+-  Jf 

la  parte  RF  para  representarle ,  y  resolveremos  esta  fuer- 
za 
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za  en  otras  dos  EGy  EL  perpendiculares  á  las  dos  caras  Fi^« 
ACy  BC.  Cada  iina  de  las  fiícrzaj  EG ,  EL  es  igual  á 
(P  -H  jr)  X  35- ,  y  resultan  en  AC  y  AB  dos  rozamien- 
tos que  debemos  considerar  como  dos  fuerzas  que  tienen  las 
direcciones  CA  y  CB  >  esprésolas  por  Cf^  y  CX ,  y  con- 
cluyo  el  paralclogramo  VCXT. 

Sentado  esto  y  llamo  AB^  a ;  AC, ,  ¿  >  la  razón  entre  el 
rozamiento  y  la  presión  n  5  será  CV  ó  CX  =  "t^-^*)^  ^  y  se 


sacará  fácilmente  CT  =: 2 

Pero  si  suponemos  que  la  parte  RF  de  JffF  representa 

.  •  » 

el  peso  añadido  x  ,  resultará  que  RF  z::zCT  ^  6  xz=z 

^<P-HJP)v/(¿*-f--7íW)    .                     2»Pv'(tó-*-4iia) 
1—  5  luego  JT  =: 2 ^ 


Aunque  en  la  práctica  no  se  hace  oso  de  peso  alguno^ 
sino  de  la  fuerza  de  la  percusión ,  que  es  infinitamente  mas 
fñczz  para  rajar  el  madero  MH  y  no  por  esto  varía  el  mo- 
do de  valuar  el  rozamiento. 

De  ¡a  Rigidez  de  las  Maromas. 

54P  £s  constante  que  es  tanto  mas  tiesa  una  cuer- 
da y  6  cuesta  tanto  mas  trabajo  el  doblarla  :  i  .^  quanto 
mayor  es  la  fuerza  ó  el  peso  que  la  tiene  tirante.  2  .^  quan- 
to mas  gruesa  es.  3  .^  quanto  menor  es  el  diámetro  del  ro- 
.dillo  en  que  se  enrosca» 
.     Tom.ir.  Ff3  No 
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Fig.  No  está  averiguada  con  bastante  precisión  la  ley  quc^ 

siguen  estos  elementos ,  la  tensión  de  la  cuerda  y  su  diáme* 
tro  ,  y  el  diámetro  del  rodillo  pata  producir  la  rigidez; pero 
podemos  suponer  (  y  concuerda  bastante  con  la  esperiencia^ 
este  supuesto )  que  la  rigidez  está  en  razan  compuesta  de  la  di-- 
recta  del  peso  que  tira  la  cuerda  ,  del  diámetro  de  la  mtfm^ 
'  cuerda  ,  y  de  la  inversa  del  diámetro  del  rodillo  al  rededor 
del  qual  se  enrosca  la  cuerda.  Supone  está  regla  que  las  di-^ 
ferentes  cuerdas^  cuya  rigidez  se  quiere  comparar  y  son  de 
la  misma  especie  y  quiero  decir  igualmente  nuevas  y  igual- 
mente retorcidas  &c. 

No  hay  duda  en  que  la  mayor  ó  menor  velocidad 
con' que  se  enrosca  una  cuerda^  puede  influir  en  su  rigidez; 
p^ro  como  aqi^'  solo  consideramos  los. movimientos  al  empq^ 
zarse  ,  poco  nos  importa  atender  á  la  velocidad. 

550  Entre  los  diferentes  medios  que  se  pueden  usar 
jiara  esperimentar  la  rigidez  de  las  maromas ,  el  siguiente 
me  parece  el  mas  sencillo  y  el  mas  exacto.  '     - 

235."  Sean  OCMy  WN  dos  rodillos  ó  dos  poleas  móbileá 
237.  al  rededor  de  sus  eges  ,  á  los  quales  están  aplicados  respec-^ 
tivamente  los  dos  pesos  P  y  fi  ,  /i  y  «S*  por  medio  de  dos 
cuerdas  de  distintos  diámetros.  Los  dos  pesos  P  y  j8  soa 
Iguales  entíre  sí ,  y  lo  son  también  los  dos  pesos  K  y  Sí  Su* 
pongamos  que  para  alterar  el  equilibrio ,  ó  venceí  el  ro¿¿-^ 
miento  y  la  rigidez  de  las  cuerdas  y  se  le  haya  de  añadir 
^  peso  P  un  peso  chico  conocido  p  ,  y  al  peso  R  otro  piesd 

pequeño  conocido  r.  Hemos  de  hallar  directamente  que  par^ 

c  '  . .  .   .        >.   te 
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te  de  los  pesos  añadidos^  y  r  spn  el  rozahilfencó  y  la  ri-  F%; 
gldez  de  las  cuerdas. 

^El  radio  del  ege  de  la  polea  OCM , .,...,   r=  4 
£1  radio  de  la  misnaa  polea^ ............  zzz  b 

El  xadio  de  Ja. Cuerda  PCQ ;  r=  e 

El  radio  del  cgc  de  la  polca  VDN . .......   =r  / 

£1  radio  de  la  misma  polea znm 

El  radio  de  ía  cuerda  RDS . .  • : =  Jb 

La  parte  dehpesó  p,  que  contrarresta  .el  roza- 
miento •  •..•••••.•• =  jí 

La  parte  delmlsmopeso  p,  que  vence  la  rigi- 
dez de  la.  cuerda  PCQ  . . . .  r . =  J' 

La  parte  del  peso  r,  que  vence  el  rozamiento  =z:  z 
La  parte  del  mismo  peso  r  y  que  contrarresta 
'   la  rigidez  de  la  cuerda  RDS ....... .:.  3=  u 

^  La  razón  del  rozamiento  á  U  presión  .......  =:  $ 


Sean  < 


{ 


H^mo$  de 
J9.  Por  de  cohtádo 

I  .^  Tenettios  como  es  evidente 

(5)   «H-ll 


las  cinco4nc6gnxtAS  Xyy^  %9% 


í.:\ 


•  t 


:4rJi 


2.^  Como  la  predot»  total  eo<  el  egei4e  iíipoi^ 
4s  en  el  caso,  actual  aP  h-  p  >  es  evidente  que  tendreínos 

(C)  bxz^nCiP-^pyu.  .     .^ 

'.    .  Deloiisaioiiiü^O'teodceflKW.' 

-        ;    :    (O)-  fl^:=z  n(,tR  H-.fO'. 

Ff  4  3." 
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Tig.  3  .^  De  la  hypótesis  que  segaimos  acerca  de  la  rigidez 

de  las  cuerdas  ,  inferiremos  y  :u::  ^^"^^l^^ :  ^^^^^  ^  *  j  de 
cuya  proporción  sacamos 

Si  comparamos  unas  con  otras  ks  cinco  equaciones  (yf)y 
(.B),  (C)  >  (D)  >  CE)  hallaremos 


■   •    • 


(iplílf  )  (éwA amí) 


n 


(SPÍKp) .  (l*-4-r) .  («A €¡Y 


5^1...  Podrian  estas  fórmulas  dar  que  hacer  á  algunos 
lectores  en  el  caso  de  ser  los  radios  de  los  eges  proporcio- 
nales á  los  de  las  cuerdas  ,  ó  quando  abzncl^  porque  co- 
mo en  este  caso  ah -^cl±i o  ybab-^bdz^o  .amb^—fncl 
—  o  ,  parece  á  primera  vista  que  serían  infinitos  te^  valoi- 
tcsác  X  ^y  yZ^u  yft  que  acabamos  de  sacar. 

Pero  se  ha  de  considerar  que  eii  el  espresado  supuesto 
de  ser  los  radios  de  lús^eges  piroporpionales  á  los  de  las  cuer- 
x!as>  se  reduce»  á  cero  los  numeradores  y  los  denominado- 
res 4e  los  quebrados  propuestos ,  por  lo  que  siempre  es- 
presan  cantidades  6itaitas. 

Con  efecto,  las  equaciones  (C)  y  W)  <**«  »vz  y.úm{ i P 

-+.JP):  */(a/t-Hr),  óiirij ;:  aP-t^p:  iR-^r  >  y  la 

cqua- 
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eqoaclon  (E)éÁy:uv.  ^fS^  :  ^^^  ,  ó  ^  :  !p  : :  2  P  Kg. 
-Hp:  2Íl-Hr5loego;:j^::fc:^-5Ó*:«::21:'^,ó 
(  porque  ,  según  se  supone,  •f=:-j-)jr:«::j;:íi5  luego 
x-^y  :  %  -^  u  i:  X :  z  y  ó  p  :  r  ::  x  :  z  ::  ííot  (2P -f-p)  : 
b¡(2R  -+-  r)  5  luego  p(2R  h-  r)¿/  =  r(iP  -^p^am  ;  ó 
substituyendo  en  lugar  de  /su  valor  ^  ,  p(2/ÍH-  r)-^  =s 
f(2P  -+-  p>íw5  ó  también  PÍ2R  -^ry^baznr^zP^^pyma. 
Del  mismo  modo  hallaríamos  p(2 R -^ r) ¿bl  zrz  r(2P  -f- 
p>?»»/;  rÍ2P  -^pyimb  =:  p(^2 R -^  r)bbl ;  p(^2R-^r)bb 
nr  r(2p  -^p^m.  Por  consiguiente,  quando  son  cero  los  de- 
nominadores de  los  valores  de^r ,  j^ ,  s: ,  f« ,  n ,  lo  son  también 
sus  numeradores  i  luego  no  son  ni  infinitos  ,  ni  cero  ,  sino 
finitos ,  y  se  determinan  del  modo  siguiente* 

Una  vez  que  tenemos  x  -f- jf :  «-hw  ::  x  :tZy6  pi  r:: 
X  \Zyy  y  :uv.  am(2P  -h  />)  :  ¿/(2/i  -4-  r) ,  tenemos,  para 
hallar  las  quatro  incógnitas  x  yy  yZ  yU  y  las  quatro  equa- 
-ciortes  áp -I- j^  =: p ,  «-Hí/nsr  ,  pzziz  rx  y  ybl(2Rf^  r) 
:rz  isani(2 P -^ py  > 

Pero  si  suponemos  jir  =  -^  (siendo  r  un  número  qual^ 
quiera  positivo  mayor  que  la  unidad  ) ,  «  rz:  -j- ,  y  por  con- 
siguiente jf  =±:p— -^  yuzzzr p  ,  es  evidente  que  satis- 
farán estos  quatro  valores  á  las  quatro  equaciones  prece* 
dentes.  Se  echa  ,  pues  y  de  ver  que  en  este  caso  particular  es 
indeterminada  la  cuestión  ,  y  que  no  es  posible  determinar, 
cómo  en  la  hypótesis  general ,  por  medio  de  las  equaciones 
mismas,  los  rozamientos, y  las  rigideces  de  las  cuerdas >  pero 
se  deben  considerar  como  conocidos  los  valores  de  los  roza*- 

mien- 
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Fig.  mientos  para  hallar  el  de  las  rigideces  ,  ó  tos  VAlores'de  las 

■ 

rigideces  para  inferir  el  de  los  rozamientos. 

552  Concuerdan  bastante  con  los  cálculos  antece- 
dentes todos  los  esperimentos  que  se  han  podido  hacer  para 
averiguar  la  rigidez  de  diferentes  cuerdas.  Contentaréme 
con  referir  solo  uno ,  que  bastará  para  hacer  patente  el  mo* 
do  de  aplicar  en  la  práctica  las  fórmulas  generales  á  cada 
caso  particular. 

Se  colgó  muy  á  plomo  una  polea  muy  ligera,  cuyo  diá* 
nsetto  era  de  i  o  pulg.  6  -g^lin.  Atravesábala  perpendicular- 
mente  un  ege  de  box  de  8  lineas  de  diámetro  ,  y  daba  vuel*- 
tas  con  mucha  libertad  sobre  los  apoyos  de  este  ege.  Tomar 
ronse  dos  cuerdas  nuevas  poco  retorcidas  ,  la  una  de  9  lin. 
de  diámetro  ,  y  la  otra  de  i  3  ,  y  aplicando  succesivamente 
£stas  dos  cuerdas  á  la  polea  y  atando  en  ambos  casos  á  cada 
wio  de  los  dos  cabos  de  la  cuerda  un  peso  de  x  o  o  libras 
y  I  2  onzas ,  se  halló  que  para  hacer .  bajar  uno  de  los  pe^ 
sos  I  ó  para  vencer  el  rozamiento  y  la  rigidez  de  la  cuer^ 
da  9  era  menester  añadir  un  peso  de  6  libras,  quaado  se  hacia 
la  prueba  con  la  cuerda  de  menor  diámetro  ,  y  un  peso  de 
-^:  libras  8.  onzas,  quando  se  hacia  con  la  cuerda  mas  gruesa^ 

En  el  supuesto  de  que  obra  la  acción  de  la  cuerda  eo 
la  dirección  de  su  ege ,  es  evidente  que  quando  se  egecuta 
el  esperimento  con  la  cuerda  de  menor  <liámetro ,  hemos  de 
considerar  que  el  diámetro  de  esta  polea  es  de  1 1  pulg.  3  ^L 
y  de  I  I  pulg.  7  4*  1-  quando  sirve  la  cuerda  gruesa.  Tendré- 
-mos,  pues ,  en  ieste  caso  P:=:^R':=.  100  libras  12  onzas 
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=  10  o^  libras,  j)=:  6  libras,  r=  7  libras  8  onzas  —  77"  ^íg*^ 
libras,  2P  •+*  p  =±  107-^  libras,  2/I  -+-r  zn  2  op  libras, 

adiir  ikiz  8  lin.  2¿  ::=:  i  i  pulg.  3 -i-  lin.  =113  y,  y  lin. 

2mz=z  II,  pulg.  7-j-  lin.  ízz  i  3  p  ,   y  lin.  2í?  — r  p  lin. 

2  i&=r  13  lincas.  Substituyendo  en  las  fórmulas   (    y  5  o    ) 

on  lugar  de  las  letras  sus  valores  ,  resultará  a;  iz:  2~^f-  lib, 
^        678179.  ijb    a.  ::::::  jíS^^^í^I  üb,!/  =  r  iíl2?Ji¿2Í  nu 

wP 3906214  *  JI46357I9IO    "^'J**  —     P   5146357X920    ""^ 

551946^03 

^ —  3008663680* 

Cuyos  valores  manifiestan  que  para  contrarrestar  e| 
¿oz^miento ,  se  necesita  en  ambos  casos  un  peso  de  un  poco 
mas  de  2  libras,  y  que  la  rigidez  de  la  cuerda  delgada 
equivale  á  un  peso  de  uh  poco  menos  de  4  libras,  y  la  de 
la  cuerda  gruesa  á  un  peso  de  un  poco  mas  de  y  libras. 
También  es  patente  que  el  rozamiento  excede,  muy  poco 
la  sexta  parte  de  la  presión. 

5  y  3  Si  combinamos  estas  nociones  acerca  de  la  rí-» 
gidez  de  las  maromas  con  los  principios  que  llevamos  sen* 
tados  acerca  del  rozamiento,  podremos  determinar  la  fuerza 
que  se  la  ha  de  aplicar  á  una  máquina'  propuesta  para  $a^ 
caria  del  estado  de  equilibrio.  :      ;> 

Propondremos  dos  egemplos  para  enseñar  el  caminos  238. 
£n  el  primero  servirán  las  poleas  de  que  se  habló  añ-¿ 
tes  (   497   ).  .  .  •  ■  -     ;  .     /  -^  í  •  '  '^ 

^  El  radio  de  cada  ege (.;..,;   itzi  » 

El  radio  de  cada  polea,  incluso  el  de  la  cuerda  -=:  b 

1E1  radio  de. cada  ciKrda  - .  ;..  r; ; ....  <r ...   ±=  ¿ 
La  f ueirza  que  se  :1a:  ha^  de  aña^iit 4  la  tensión  i 
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^  del  cordón  2 ,  para  vencer  á  ütt  mi^no  tíem* 
po  el  rozamiento  y  la  rigidez  de  la  cuerda 

La  tensión  total  del  cordón  2 

La  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  la  tensión 
del  cordón  4 ,  para  contrarrestar  el  roza- 
miento y  la  rigidez  de  la  cuerda 

La  tensión  total  del  mismo  cordón  4 

La  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  la  tensión 
del  cordón  6  ypara  vencer  el  rozamiento  y 
la  rigidez  de  la  cuerda 

La  tensión  total  del  mismo  cordón 

La  fuerza  que  se  le  ha  de  añadir  á  la  tensión 
del  cordón  8  ^  para  vencer  el  rozamiento 
y  la  rigidez  de  la  cuerda^ 

La  tensión  del  mismo  cordón ,  ó  la  potencia 

que  se  busca  •••••.••• 

^  La  razón  entre  el  rozamiento  y  la  presión  • « • 
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Supongamos  á  mas  de  esto  que  una  cuerda  cuyo  radio  es  J^p 
con  una  presión  conocida  que  llamo  N,  enroscándose  al  re- 
dedor de  una  polea  cuyo  radio  junto  con  el  de  la  cuer- 
da es  m  ^  tenga  una  rigidez  igual  á  un  peso  q.  Las  cantida- 
des ¿ ,  AT  ^  m  ^  q  son  conocidas  por  el  esperimento  referi- 
do (    y.y2    ). 

Sentado  esto ,  es  evidente  que  lá  presión  total  que  pa- 
dece el  ege  de  la  polea  ^  es  P  -4-  ^  ,  y  el  rozamiento 
d(P  -h*  x).  £s  también  evidente  que  si  formamos  esta  pro- 

por- 
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porción  ~  :  f  ::  Í5=tííí- :  un  quarto  término  ;  este  quarto  Tíg. 
término  *^^^^r^  será  la  espresion  de  la  rigidez  de  la  cuer- 
da aplicada  á  la  polea  A. 

Se  echa  de  ver  que  las  dos  fuerzas  x  y  ^"^j^¡^—  obran 
en  el  estremo  del  radio  de  la  polea  ^  siendo  así  que  la  fiíer^ 
2a  n(P  -+-  x)  obra  en  el  esrremo  del  radio  del  ege  5  y  como 
pide  la  naturaleza  del  equilibrio ,  que  el  momento  de  la  fuer- 
za  X  sea  igual  á  la  suma  de  los  momentos  de  las  otras  dos 
fuerzas ,  sigúese  que  tendremos  ^x=f>(P-H-«)<i-f- 
isá^^ ,  de  donde  sacaremos 


«^P-+-*    ^_p  .     ^P-^'m 


;  luego  X  =  ^ 


Por  el  mismo  camino  hallaremos 


,r 


me  *  »  _  ame 


> 


,z 


^—na—'m-.  '       *— '«'— ^ 


Supongamos,  por  egempto,  que  el  peso  P  sea  de  9  o  o  libras, 
el  radio  del  ege  de  8  lineas  ,  el  radio  de  la  polea  de  4  pul- 
gadas ,048  lineas  ,  el  radio  de  la  cuerda  de  6  lineas» 
Sigamos  la  hypótesis  de  que  sea  el  rozamiento  y  de  la 
presión  ,  y  que  una  cuerda  de  9  lineas  de  diámetro  >  coo 

una 
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Fig*  una  presión  de  208  libras^  doblándose  al  rededor  de  una 
polea  de  1 1  pulg.  3  ^  lineas  de  diámetro  ^  tenga  una  ri- 
gidez equivalente  á  un  peso  de  4  lib.  en  numero  entero. 
Tendremos  P=:8oolib.a:=z  8  lineas  ,  í  r=  4  8  líneas, 
£—6  lineas    n  —  ^     -2Í.  —  lIL^ÜLí}  —  líLlHí  —  22L 


^  =  -g-  líneas.  Por  consiguiente  (  omitiendo  los  quebra* 
dos  que  no  harían  mas  que  enredar  el  cálculo  sin  darle  mas 
precisión),  tendremos  Xzzi  450  lib.  Tzzz  254  lib.  J?=: 
\  152  lib.  /^=:  87  lib. 

ib" 

Hallamos  (  4  9  7  )  en  el  mismo  egemplo  que  por 
razón  de  solo  el  rozamiento  debería  ser  la  potencia  de  6  5] 
libras.  Pide  ,  pues  ,  la  rigidez  de  las  cuerdas  que  sea  la  po« 
tencia  2  2  libras  mas  i  y  todo  considerado  ,  llega  á  ser  esta 
potencia  de  cerca  de  8  7  libras  ^  siendo  así  que  no  hubiera 
sido  mas  que  de  50,  si  no  hubiese  rozamiento ,  ni  fuesen 
rígidas  las  maromas. 
[259.  5^4  Servirá  de  segundo  egemplo  una  grúa  á  propo- 
sito para  levantar  piedras  ,  ó  fórdos  muy  pesados. 

£n  esta  máquina  el  peso  P  está  colgado  de  una  polea  a^ 
por  la  qual  pasa  una  cuerda  cuya  parte  i  está  atada  á  un 
garfio  fijo  5  la  otra  parte  pasa  por  encima  de  la  polea  b  ,  de 
la  polea  c  ,  y  vá  á  enroscarse  al  rededor  del  cilindro  OF. 
Una  potencia  Q  aplicada  á  la  circunferencia  de  la  rue- 
da QN  está  para  hacer  subir  el  cuerpo  P  en  venciendo  su 
gravedad  y  el  rozamiento  y  la  rigidez  de  la  cuerda.  Para 
sostener  la  cuerda  en  el  intervalo  he  se  han  puesto  en  d  y^ 
€  dos  pequeños  rodillos ,  que  por  ser  muy  móbiles  sus  eges^ 
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y  no  padecer  mas  que  una  muy  leve  presión  ,  no  pueden  Fíg- 
ocasionar  sino  un  rozamiento  insensible  y  y  por  lo  mismo 
despreciable*  Llamaremos,  pues  y  en  general 

£1  radio  del  ege  de  cada  una  de  las  tres  poleas 

ÜybyC^.m •• #••••  ($ 

El  radio  de  cada  una  de  dichas  poleas  y  incluso  el 

de  la  cuerda b 

£1  radio  de  la  cuerda c 

£1  radio  de  los  morriones  del  cilindro / 

£1  radio  del  cilindro ,  Incluso  el  de  la  cuerda  •  •       g 

£1  radio  de  la  rueda k 

La  fuerza  que  se  ha  de  añadir  á  la  tensión  2 ,  para 
vencer  á  un  tiempo  el  rozamiento  y  la  rigidez 

ide  la  cuerda •       x 

La  tensión  total  del  mismo  cordón X 

La  fuerza  que  se  ha  de  añadir  á  la  tensión  del 
cordón  3  y  para  superar  á  un  tiempo  el  roza-* 

miento  y  la  rigidez  de  la  cuerda y 

La  tensión  total  del  mismo  cordón T 

La  fuerza  que  se  ha  de  añadir  á  la  tensión  del 
cordón  4 ,  para  superar  á  un  tiempo  el  roza* 

miento  y  la  rigidez  de  la  cuerda tt 

La  tensión  total  del  mismo  cordón Z 

La  razón  entre  el  rozamiento  y  la  presión n 

Suponemos  á  mas  de  esto  que  una  cuerda  cuyo  radio  es  by 
padeciendo  una  presión  conocida  que  llamaremos  N  y  y 

do- 
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Flg.  doblándose  al  rededor  de  una  polea  cuyo  radio  Junto  con 
el  de  la  cuerda  es  m  y  tenga  una  rigidez  igtul  á  un  peso  q. 
Estas  cantidades  i6  9  N^q^m  son  conocidas  por  el  esperimen- 
to  (    yy2    ). 

Sentado  esto,  i.^  se  echa  de  ver.  (  497  )  que  sien- 
do mobil  la  polea  a  ,  y  siendo  vercicales  los  dos  cordones  x, 
y  2  9  á  lo  menos  sensiblemente ,  el  rozamiento  del  ege  de 
dicha  polea  es  nP.  Y  como  este  rozamiento  tiene  por  brazo 
de  palanca  el  radio  del  ege  ,  mientras  la  fuerza  destinada 
para  vencerle ,  y  aplicada  al  cordón  2 ,  tiene  por  brazo  de 
palanca  el  radio  de  la  polea  >  se  sigue  que  l¿  espresion  de 
la  última  fuerza  es  ^.  A  mas  de  esto ,  se  ha  de  considerar 
que  con  hacer  esu  proporción  -—  :  i^  ::  ^ ;  á  un  quarto  tér- 
mino y  este  quarto  término  ^  espresaría  la  rigidez  de  la 
cuerda  (549)  aplicada  á  la  polea  a  ,  si  esta  fuese  inmo- 
biL  Pero  como  es  mobil ,  y  como  en  el  instante  que  se  halla 
un  poco  levantada  por  la  fuerza  aplicada  al  cordón  2 ,  se 
hace  en  el  punto  i  de  la  cuerda  un  pequeño  movimiento  an« 
guiar  5  parece  que  ha  de  costar,  para  doblar  la  cuerda  ,  con 
corta  diferencia ,  el  mismo  trabajo  que  si  se  la  doblara  sobre 
una  polea  fija  cuyo  radio  fuese  igual  al  diámetro  de  la  po- 
lea a.  Por  consiguiente  ,  su  rigidez  será  representada  ,  á  lo 
menos  sensiblemente  ,  por  ^^  Esta  fuerza  ,  junta  con  la 
del  rozamiento  ,  ha  de  ser  igual  con  x  >  de  donde  sacare* 
mos  áf  =:  ^  -4-  ^^  Luego  por  ser  -T  =:  ^  -+-  ^  >  tendré- 

mos  ^  =  T-*-  — -^-h]fiv><^^=TC^'^~^W• 
2  .^  Si  respecto  de  la  polea  üja  b  no  hubiese ,  ni  ro* 

za« 
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zamiento  ni  rigidez  de  cuerda  que  superar  >  los  Hos  corda-  Fig. 
Des  273  estarían  igualmente  tirantes  en  virtud  de  una 
fiíerza  cuya  espreslon  es  uTj  y  es  evidente  que  por  ser  estos 
cordones  9  por  lo  menos  sensiblemente  >  el  uno  vertical  >  y  el 
otro  orizontal ,  en  virtud  de  sus  tensiones  resultaría  contra 
los  apoyos  de  los  eges  de  dicha  polea  una  presión  cuya  es^- 
presion  sería  XV  2 .  Pero  aquí  la  espreslon  rigurosa  de  la 
!  presión  es  V^C^*  ^H  3^*)*  No  obstante  ,  como  3^  no  discre- 
pa mucho  de  A!' 9  y  con  suponer  estas  dos  cantidades  igua- 
les entre. sí  >  el  cálculo  sale  menos  complicado  ,  tomaremos 
Jrv^.2  pon  el  valor  aproximado  de  la  presión.  Así  ^  en  la  po- 
rtea fija  ^  >  la  espreslon  del  rozamiento  será  nX\/t  ,  y  la  de 
Ja  rigidez  de  la  maroma  será  ^^^*  Como  el  rozamiento 
tiene  por  brazo  de  palanca  el  radio  del  ege  ,  mientras  la 
jfijerza  que  le  ha  de  vencer  ,  que  está  aplicada  al  cordón  ^9 
tiende  por  brazo  de  palanca  el  radió  de  la  polea  5  es  evided- 
jc  que  el  valor  de  esta  última  fuerza  es  '^^-1.  Juntémoi- 
le  con  la  rigidez  ^"^^^  9  y  sacaremos  una  suma  que  ha  de 
jef  igual  con  ^j  de  donde  resultará  y  zr:  ífí^  ^^  2^^, 
Xuego  por  síir  r;=:.^-^  jr,  tendremos  r:^X   '    ""^^^ 


3*    Discurriendo  respecto  de  la  polea  r>  del  mismoí 
.|nodo  ]^untualínente  que  respecto  de  la  polea  b  >  sacaremos 

Ahora  bien ,  la  potencia  j2  ha  de  formar  equilibrio 

con  la  tensión  Z  y  con  el  rozamiento  de  los  eges  del  cilindro^ 

y  con  la.  rigidez  de  la  cuerda  que  se  enrosca  al  rededor  del 

Tomjr.  Gg  cí- 
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f  ig«  cilindro.  Supongamos  que  la  potencia  Q  obre  vertkalmente 
de  arriba  abajo  $  como  la  resistencia  Z  obra  también  ver* 
ticalmente  ,  pero  de  abajo  arriba ,  es  evidente  que  la  pre- 
sión de  los  morriones  es  Z  —  Q ;  y  que  por  consiguiente 
el  valor  del  rozamiento  será  fi(Z  —  Qy  Este  rozamiento 
tiene  por  brazo  de  palanca  el  radio  de  los  morriones  del 
cilindro  >  supongamos  que  para  vencerle  se  haga  uso  de  una 
fuerza  aplicada  al  estremo  del  radio  del  cilindro ;  es  evidente 
que  esta  fuerza  será  2fí£z:SL.  En  quanto  al  trabajo  que  ha  de 
costar  para  que  se  enrosque  la  cuerda  al  rededor  del  cilindro, 
observaremos  para  determinarla  y  que  en  consecuencia  del 
modo  con  que  hemos  introducido  arriba  la  tensión  de  una 
cuerda  que  pasa  por  encima  de  una  polea  y  y  que  está  car- 
gada de  dos  pesos  y  en  la  espresion  de  su  rigidez ,  hemos  de 
considerar  aquí  nuestra  cuerda  ,  como  si  estuviera  cargada 
de  dos  pesos  cada  uno  de  los  quales  está  espresado  por  Z; 
de  donde  se  sigue  (    549)  que  la  espresion  de  la  ri^ 
dez  de  la  misma  cuerda  será  ^^^*  Tenemos  y  pues,  ahora 
tres  fuerzas  que  obran  en  el  estremo  del  radio  del  cilindro; 
es  á  saber ,  Z ,  sC^^SL  ,  íg^^  Estas  tres  fiíerizas  han  de 

hacer  equilibrio  con  la  potencia  Q  que  obra  en  el  estremo 
del  radio  de  la  cuerda.  Luego  tendremos  (  5  o  4  )  jj  ^ 
*  =  Z  x^-H  üfíizugl  ycg^  ^  x  ¿  5  de  donde  se  sz^ 

Como  todo  es  conocido  ó  fácil  de  conocer  en  el  se- 
gundo miembro  y  será  también  conocida  Q. 

Supongamos  y  por  egemplo  que  el  peso  1^  =  z  o  o  o  .V 

lí- 
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librase  el  radio  del  ege  de  cada  polea  =:  9  lineas ;  el  radio  del  Flg. 
^e  de  cada  polea ,  incluso  el  de  la  cuerda  ^n:  9  pulg;el  ra- 
dío de  la  cuerda  =15  lineas  ^  el  radio  de  los  morriones  del 
cilindro  zzz  9  lineas ;  el  radio  del  cilindro  ^  incluso  el  de  la 
cuerda  =  6  pulg  >  el  radio  de  la  rueda  =  6  pies.  A  mas  de 
esco  y  supongamos  que  el  rozamiento  sea  y  de  la  presión ,  y 
que  una  cuerda  de  9  lineas  de  diámetro ,  padeciendo  una  pre« 
sion  de  2  o  8  libras ,  doblándose  sobre  una  polea  de  i  i  pulg. 
3  ^  lineas  de  diámetro  ,  tenga  una  rigidez  equivalente  á  un 
peso  de  4  libras  \  cuyos  supuestos  concuerdan  con  el  esperi-* 
mentó  (  552  )  ,  con  muy  corta  diferencia.  Será  >  pues^ 
P  zzz  I  o  o  o  o  libras  y  azi:  9  Un.  ^=:  p  pulg.  c  =  i  5  lin. 
/==  9  lin.  jzr  tf  pulg.  kzz:  6  pies5n  =y5  ^=4  j  5  Un. 
I»  =  6  7  ,  7  y  lin.  iV  =:  2  o  8  lib  ,  í  =  4  lib.  En  conse- 
cuencia de  estos  datos  sacaremos^  con  calcular  las  decimales 
hasta  las  milésimas  no  mas  ,  ^  =  gi- ,  ííí-  h-  ¡^  = 
0,073  5  2^^  ^  í^^=  o  ,  07  I  5  ¿r/=  o  ,  072, 

=  o  >  o  I  2  ,  y  tendremos  por  lo  mismo  ,  con 

cortísima  diferencia ,  JTrz:  53^5  lib  yT=:  J  74y>  9  i  ^ 
Kb;  Z=  5153  ,  875   ]ih'>í¿z=^  16  ,  926  lib. 

Así  y  la  potencia  Q  precisa  para  empezar  á  mover  el^ 
peso  P  y  será  de  cerca  de  5  1 7  libras.  Si  no  fuera  por  el 
rozamiento  y  la  rigidez  de  la  cuerda  y  la  potencia  no  sería 
mas  que  de  cerca  de  4 1 7  lib  ,  conforme  se  puede  inferir 
de  las  formulas  precedentes  y  suponiendo  que  en  los  valores 
de  X  yT  y  Z  yQ  ySC2L  uzn  o  yqzn  o.  £s  de  reparar  que 

Gg  2  el 
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lig.  el  rozamiento  y  la  rigidez  de  la  cuerda  piden  una  potencial 
mas  considerable.  Es  y  pues  ,  Importante  no  omitir  estas  dos 
circunstancias  quando  se  quiere  valuar  con  cierta  precisión 
el  efecto  de  una  máquina. 

£n  las  poleas  ^  y  c  la  cuerda  no  abraza  un  semictrcu^ 
lo  entero  $  esto  disminuye  un  tantico  su  rigidez.  Pero  tam- 
bién hemos  despreciado  algunas  cosillas  al  valuar  las  pre- 
$iones  que  padecen  los  apoyos  de  los  eges  de  dichas  pa« 
leas  9  de  donde  resulta  una  especie  de  compensación.  Por 
consiguiente  los  cálculos  que  hemos  hecho  no  se  apartan 
mucho  de  la  verdad  y  á  lo  menos  en  los  supuestos  sobre  que 
hemos  caminado  por  lo  tocante  al  rozamiento  y  á  la  rigides^ 
de  la  cuerda ,  que  son  sus  elementos. 

Como  se  ban  de  apreciar  las  fuerzas  aplicadas  á  las 

máquinas. 

'555  Hemos  dicho  muchas  veces,  que  la  medida  de 
Una  fuerza  qualquiera  es  el  producto  de  una  masa  deter- 
minada por  la  velocidad  que  dicha  fuerza  la  puede  comuni- 
car. Ahora  nos  toca  dar  algunas  esplicaciones  acerca  de  la 
aplicación  de  este  principio,  para  medir  las  fuerzas  que  obran 
por  medio  de  las  máquinas. 

Quando  dos  pesos  iguales  obran  uno  en  otro  por  medio 
de  una  garrucha  simple  y  fija  $  es  preciso  ,  conforme  hemos 
probado  ,  para  que  formen  equilibrio  ,  que  sean  iguales  sus 
masas  ,  y  este  equilibrio  puede  durar  eternamente. 

Pero  si  en  vez  de  contrarrestar  un  peso  con  otro  ^  se  le 

con- 
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contrarresta  con  la  fuerza  de  un  animal ,  Con  la  de  un  hom-  Fíg. 
bre  por  egemplo ;  aunque  es  verdad  que  para  el  equilibrio 
¿ste  hombre  no  ha  de  gastar  mas  fuerza  que  la  correspon^ 
diente  al  peso  que  ka  de  sostener  ^  esto  es  ^  una  fuerza  igual 
■4l  la  cantidad  de  movimiento  que  resulta  de  la  masa  de  di-* 
cho  cuerpo^  multiplicada  por  la  velocidad  que  la  pesantez, 
le  comunica  en  un  Instante  $  se  echa  de  ver  que  si  dicho 
hombre  no  tuviera  mas  fuerza  que  esta  y  el  equilibrio  solo 
duraría  un  instante  $  porque  al  segundo  instante  la  pesan^ 
tez  repite  el  impulso  que  le  dio  al  peso ,  y  se  consumió  ett 
el  primer  instante. 

Luego  no  basta  atender  á  la  masa  que  un  hombre  sos^ 
tiene^  para  formar  juicio  de  su  fuerza  $  se  ha  de  atender  tam- 
i>ien ,  en  la  medida  de  dicha  fuerza  y  al  numero  de  veces  que 
puede  obrar  una  acción  igual  á  la  que  obra  cada  instante 
la  pesantez  en  el  cuerpo.  Pero  si  p  representa  la  velocidad 
que  la  pesantez  puede  comunicar  en  un  segundo  de  úcvor 
po  á  un  cuerpo  libre ;  y  dt  una  porción  Infinitamente  pe« 
quena  de  un  tiempo  qualquiera  t ,  será  pdt  (    3  5   )  la  ve*-» 
locidad  que  dá  en  el  instante  dt  y  suponiendo  que  t  se  cuen-* 
ta  por  segundos.  Luego  si  fuere  M  la  masa  que  se  ha  de 
sostener^  Mpdt  será  su  peso  ^  ó  la  cantidad  de  movimiento 
que  le  comunica  la  pesantez  cada  instante  dt  ;  es  ^  pues^ 
esta  la  fuerza  que  habrá  de  hacer  cada  instante  la  po- 
tencia que  hubiese  de  sostener  la  masa  M  y  sea  Inmediata^ 
mente  1  sea  por  medio  de  una  polea.  Luego  en  un  tiempo 
qualquiera  t  y  dicha  fuerza  habrá  consumido  una  cantidad 
Tomjy.  Gg  3  de 
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rig.  de  movimiento  igual  á  S.  Mpdt ,  esto  es  ,  zz:  Mpt.  Luego 
si  t  espresa  el  tiempo  al  cabo  del  qual  el  agente  no  puede 
sostener  la  masa  M  ^  podremos  considerar  Mpt  como  la 
medida  de  su  fuerza.  No  queremos  dar  á  entender  con  esto 
que  yá  no  podrá  hacer  mas  fuerza  9  sino  que  habiendo  llega- 
do su  fuerza  á  ser  inferior  al  efecto  que  se  ha  de  producir, 
se  reputa  entonces  como  nula  respecto  de  dicho  efecto.  Su- 
pongamos 9  por  egemplo,  que  para  sostener  un  peso  de  j;.o 
libras  por  espacio  de  una  hora  ,  haya  de  servir  una  poten- 
cia de  quien  se  sepa  que ,  obrando  por  grados  iguales  é  in« 
finitamente  pequetios  ,  puede  dar  á  una  masa  de  2  o  libras 
una  velocidad  de  5  o  pies  por  segundo  ,  en  el  instante  que 
dicha  potencia  no  pudiere  mas ;  se  echa  de  ver  que  enton- 
ces dicha  masa  de  2  o  libras  tendría  una  cantidad  de  mo- 
vimiento  =  20  libx  501=  100  o.  Veamos,  pues,  si  esta 
cantidad  de  movimiento  es  igual  por  lo  menos  á  lo  que  es 
la  cantidad  Mpt ,  substituyendo  en  ella  5  o  libras  en  lu- 
gar de  Mh  I  hora  ,  ó  3  5o o^'  en  lugar  de  í  ;  y  50,  2 
pies  (  yo  )  en  lugar  de  p  5  se  viene  á  los  ojos  que  falta 
mucho  )  luego  dicha  potencia  no  sostendría  el  peso  de  5  o 
libras  por  espacio  de  una  hora.  Si  queremos  averiguar  qué 
tiempo  ó  número  de  segundos  le  sostendrá  ,  lo  conseguire- 
mos con  hacer  Mpt  =110005  y   substituyendo  y  o  en 

lugar  de  M^  y  3  o  ,  2  pies  en  lugar  de  p  ,  tendremos  fnz 

1 000    1 000 1 00 1"  ^    j  •  /*        .         • 

7^3ÍT  =  íTí^  =  r?7  =  T  >  ^^"  ^^'^^  diferencia  5  quiero 

decir  que  dicha  potencia  no  sostendría  un  peso  de  5  o  libras, 
sino  por  espacio  de  y  de  segundo ,  con  corta  diferencia. 

Su- 
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5  5  tf      Supongamos  ahora  que  se  trate  no  solo  de  sos-  Fig. 
tener  la  masa  M  un  tiempo  t ,  sino  también  de  moverla 
todo  el  espresado  tiempo  con  una  velocidad  uniforme  y  co« 
nocida  yU^ 

£s  evidente  que  el  agente  no  puede  haberle  comuna 
cado  al  mobil  M  y  sea  succesivamente  ,  sea  de  repente  y  la 
velocidad  u  y  sin  haber  gastado  una  cantidad  de  movimien*- 
to  zz.Mu  5  y  para  mantener  la  velocidad  u  un  tiempo  ty 
ha  tenido  que  luchar  el  mismo  tiempo  con  la  pesantez  y  del 
mismo  modo  que  si  el  cuerpo  hubiera  estado  en  reposos 
quiero  decir  (555)  que  ha  tenido  que  gastar  también 
una  cantidad  de  movimiento  =  Mpt  h  luego  para  mante- 
ner el  mobil  M  con  la  velocidad  u  en  el  tiempo  t  y  es  pre- 
ciso que  el  agente  sea  capaz  de  producir  una  cantidad  de 
movimiento  =  Mu  -+-  Mpt.  • 

557  Consta  por  csperiencia  que  si  se  aplica  un  hom-?  2  4  o; 
bre  á  la  cigüeña  j2  de  un  torno  y  puede  trabajar  por  es- 
pacio de  8  horas ,  y  dar  30  vueltas  por  minuto  á  la  ci- 
güeña y  suponiendo  i  .^  que  el  radio  del  cilindro  y  de  la 
cigüeña  sean  iguales ,. y  cada  uno  de  1 4  pulgadas.  2.^  que 
el  peso  aplicado  á  la  superñcie  del  torno  sea  de  2  5  libras*. 
Este  esperimento  determina  el  valor  de  Mu  •+-  Mpt  y  y 
por  consiguiente  hasta  qué  punto  se  puede  contar  con  la 
fuerza  de  un  hombre  que  mueve  una  máquina  y  y  que  ha 
de  trabajar  cierto  tiempo.  Con  efecto  y  ya  que  el  radio 
de  la  cigüeña  y  y  del  cilindro  son  iguales  y  el  peso  anda 
en  este  caso  el  mismo  camino  que  la  potencia.  Por  con- 

Gg4  si- 
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?4g*  siguiente  >  por  ser  dicho  radio  de  1 4  pulg.  la  f>oteiicia  ati- 
da^^XypSS  puig  i  y  como  di  3  o  vueltas  por  m  inxt- 
tQ  y  anda  y  pues  9  cada  segundo  44  pulg.  ó  ^f  de  pie ;  quie-^ 
ro  decir  que  la  velocidad  f^  =  ^  =:  y.    La  masa  M  ziz 
F> 5  lib  5 i>c=s  30 ,  }  pies ,  y  í  :=  8* z=  a  8 8 00/^    He- 
chas las  substituciones  en  Mu  h-  Mpt ,  sale  Mu  -+•  iíQ* 
:^^-^  2  1744000  :;=  »  1744092,    Este    numero 
dará  á  conocer  si  con  la  fuerza  de  un  hombre  se  podrá 
esperar  algún  efecto  propuesta  Por  egemplo ,  si   quere- 
mos saber  si  un  hombre  »  aplicado  á.  la  misma  máquina  de 
que  hemos  hablado ,  podrá  mover  un  peso  de  él  o  libras 
con  una  velocidad  de  i  q  pies  por  segundo  y  por  espacio  de 
6  horas  y  hallaremos  que  esto  no  puede  ser.  Porque  ea  este 
caso^ilf  =:::  60  lib.  f#:^iQ5i)=:  30,  25  *=:  2  1600% 
»     de  cuyos  supuestos  sacaríamos  Mu  ««h  Mpp  =r  5  o  o  -Hp- 
1^9139200:=  39139800^  que  es  mucho  mayor  que 
21744092  ^y  manifiesta  que  un  hombre  solo,  trabajan«% 
do  continuamente  por  espacio  de  6  hora$  y  no  puede  proda** 

Cir  el  efecto  espresada 

Conviene  reparar  de  paso  y  que  en  los  dos  egemptos 

propuestos  la  velocidad  u  con  la  qual  se  supotie  que  el  hom<- 

bre  mueve  el  peso  y  influye  poquísimo  en  la  valuación  dé 

la  fuerza  $  pues  en  el  primer  egemplo » la  ¿antldad  de  movi- 


miento que  corresponde  á  esta  velocidad,  es -p-  3  y  5o o  en 


3 


el  segundo  >  cuyas  cantidades  son  muy  pequeñas  respecta 
de  2  i7440oo,.y  de  J9  i  39200.  Así,  aunque  en  el  se- 
gundo egemplo  no  hay  que  esperar  el  efecto  deseado  y  no  ei 

por- 
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porque  la  velocidad  ha  de  ser  mayor  que  en  el  primer  caso»  F!g. 
sino  porque  la  masa  y  el  tiempo  que  se  ha  de  mover  ,  su-^ 
ponen  en  el  valor  de  la  potencia  una  cantidad  de  mov¡«i 
miento  sobrado  grande. 

Luego  mientras  la  velocidad  con  que  el  motor  debe 
caminar  ,  fuere  pequeña  respecto  de  pt ,  esto  es ,  respecto  de 
la  que  un  cuerpo  pesado  adquiriría  cayendo  libremente  to-> 
do  el  tiempo  que  se  quiere  que  obre  la  fuerza  y  se  podrá  to« 
mar  simplemente  por  medida  de  la  fuerza  la  cantidad  Mpty 
y  será  Mpt  =  21744000.  Y  así^  si  la  masa  que  se  ha  de 
mover  y  multiplicada  por  la  velocidad  que  un  cuerpo  pesado 
íidquiriría  cayendo  libremente  todo  el  tiempo  que  la  fuerza 
debe  obrar ,  formase  un  producto  menor  que  el  número  cons- 
tante 1174400O9Ó  muy  poco  mayor ,  se  podrá  conside^ 
rar  la  fuerza  como  suficiente  para  el  efecto  propuesto^  obran- 
do la  potencia  como  en  los  dos  egemplos  propuestos.  Pero  si 
la  velocidad  con  que  el  peso  ha  de  ser  movido  ^  es  compara- 
ble con  la  que  un  cuerpo  pesado  adquiriría  en  el  tiempo  que 
ha  de  durar  la  acción  de  la  fuerza  motriz  ^  entonces  del  nxt- 
mero  constante  21744000  se  deberá  restar  la  cantidad  de 
movimiento  Mu^  correspondiente  á  la  velocidad  con  la  quat 
ha  de  ser  movido  el  peso  $  y  si  el  peso  multiplicado  por  la 
velocidad  que  un  cuerpo  pesado  adquiriría  en  el  tiempo  que 
se  ha  de  mover  la  máquina  ,  forma  un  producto  menor 
que  la  resta  que  saliere  ^  se  podrá  tener  por  suficiente  la  po- 
tencia. 

£s  de  prevenir  sin  embargo  que  todo  esto  supone  que 

un 
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Fig.  un  hombre  obrando  con  cierta  velocidad ,  es  capaz  del  mis- 
mo efecto  que  quando.  obra  lentamente  5  y  esto  es  tanta 
menos  natural  quanto  el  hombre  ha  de  obrar  con  mas  ve- 
locidad. Pero  á  la  espcriencia  toca  decidir  qué  número  se 
ha  de  tomar  entonces  en  lugar  dc2i7440oo.  No  por 
esto  la  medida  de  la  fuerza  dejará  de  ser  Mu  -4-  Mpt  j  pera 
quando  se  hubiese  determinado  porttiedio  de  muchos  espe* 
rimentos ,  un  valor  de  Mu  -+-  Mpt ,  se  podrá  usar  para 
todas  las  velocidades  que  discreparen  poco  de  la  veloci* 
dad  correspondiente  al  esperimento  >  se  podrá  usar  ^  coni- 
forme hemos  visto  que  se  debia  usar  el  número  21744000^ 
en  los  casos  que  hemos  considerado. 

558  £n  todo  lo  dicho  hasta  aquí  hemos  prescindido 
iiel  rozamiento.  Quando  la  máquina  ha  llegado  á  la  unifor^ 
midad  y  que  es  el  estado  en  que  se  han  de  considerar  las  má*^ 
quinas  ,  el  efecto  del  rozamiento  se  ha  de  considerar  coma 
constante  ,  y  se  le  puede  comparar  con  una  nueva  masa  que 
se  hubiese  de  mover  con  la  masa  propuesta,  hsiy  en  el  mis-* 
mo  caso  de  arriba ,  suponiendo,  que  el  rozamiento  equivale 
al  peso  de  una  parte  conocida  ^  de  la  masa  M »  esta  resis« 
tencia  exigirá  de  parte  de  la  potencia  una  cantidad  de  mo- 
vimiento =:  -^  Mpt  h  por  manera  que  Mu^^^Mpt  -^Mpt^ 
ó  Mu  -^  (-^  -♦-  I  )^í  será  la  medida  de  la  fuerza  motriz. 
Aunque  el  Autor  que  trahe  el  esperimento  citado (5  57) 
no  hace  mención  del  efecto  del  rozamiento ,  hemos  de  creer 
que  le  incluye  tácitamente  en  el  resultado  del  esperimento* 
Por  consiguiente  ^si  suponemos  que  respecto  de  que  el  ege 

ha 
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•ha  debido  ser  de  un  radio  mucho  menor  que  el  del  cilindro,  Fig* 
haya  sido  el  rozamiento  la  dozava  parte  del  peso ,  será  pre- 
ciso ,  despreciando  Mu  ,  como  aquí  es  lícito  ,  añadirle  al 
número  21744000  su  dozava  parte 5  y  entonces  la  fuer- 
za de  un  hombre  en  igualéis  circunstancias  ha  de  ser  repre- 
sentada por  el  número  23y5r^oóo.  Se  echa  ,  pues  ,  de 
ver  que  para  poder  apreciar  con  exactitud  bastante  la  fuer- 
za de  un  hombre  ,  es  preciso  apreciar  primero  la  razón  en- 
tre la  fuerza  del  rozamiento  y  la  del  peso,  en  el  esperimen- 
to  que  se  hiciere  con  la  mira  de  determinar  dicha  fuerza. 
Entonces  si  fuere  k  el  valor  que  el  esperimento  diere  de 
(~  H-  i^Mpt ,  será  (j^-Jt-i^Mptzzik,  despreciando  Mu\ 
esto  es  ,  quando  u  es  pequeña  respecto  de  pt.  Esta  equacion 
servirá  para  formar  juicio  en  otro  supuesto  qualquicra  del 
valor  de  -^  ,  sobre  si  la  fuerza  de  un  hombre  bastará  para 
mover  el  peso  M  durante  el  tiempo  propuesto  t. 

5  5  9  En  todo  lo  que  acabamos  de  decir ,  hemos  mi- 
rado el  agente  como  si  obrase  inmediatamente  en  el  peso, 
y  como  SI  no  sacase  ventaja  ninguna  de  las  circunstancias 
locales ,  y  de  las  máquinas.  Por  razón  de  muchas  circuns- 
tancias se  puede  contar  á  menudo  con  un  efecto  mayor  det 
que  resultaría  de  solas  las  consideraciones  que  hemos  pro- 
puesto. Por  egemplo ,  en  la  polea  un  hombre  puede  añadir 
á  su  propia  fuerza  el  peso  de  su  cuerpo ,  ó  mucha  parte  de 
dicho  peso  ;  y  hay  otras  muchas  máquinas  y  circunstancias 
^n  que  puede  hacer  lo  mismo;  En  muchos  casos  no  es  con- 
tinuo el  movimiento  ;  es  como  á  brincos ,  cómo  sucede  en 
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Fig.  la  polca  í  y  sí  se  pierde  algún  tiempo  ,  puede  resultar  tam- 
bién el  beneficio  de  que  por  medio  de  los  descansos  alter- 
nativos,  puede  ser  el  agente  mas  tiempo  capaz  de  la  mis- 
ma acción.  No  nos  detendremos  en  hacer  aplicaciones  de 
esto  9  porque  siempre  será  fácil  llevarlo  en  cuenta  ^  tenien- 
<lo  presente  ío  que  acabamos  de  decir ,  y  particularmente 
acudiendo  á  los  esperimentos  ,  con  tal  que  al  tiempo  de  ha- 
cerlos y  se  procure  separar  lo  que  perteneciere  á  cada  una  de 
las  causas  de  las  quales  pende  la  acción  de  la  fuerza  motriz. 
Se  dice  muy  comunmente  que  un  hombre  trabajando 
continuamente  por  espacio  de  8  horas ,  no  puede  hacer  sino 
tina  fuerza  de  a  j;  libras.  Pero  de  lo  dicho  en  este  asunto 
5e  sigue  que  este  modo  de  hablar  no  determina  bastante 
quál  es  el  valor  de  esta  fuerza ;  sobre  ser  preciso  atender 
á  la  velocidad  con  que  dicho  hombre  obra ,  se  ha  de  aten^ 
der  también  al  modo  con  que  está  aplicada  su  acción ,  y 
4  otras  muchas  circunstancias  cuya  consideración  no  cabe 
üquí.  Es  menester  quando  varían  las  circunstancias ,  acudir 
al  cálculo  después  de  hechos  ios  esperimentos  quales  los  re- 
quieren dichas  circunstancias. 

^6o  Aunque  solo  hemos  considerado  el  caso  en  que 
el  peso  hace  esperimentar  toda  su  resistencia  á  la  potencia^ 
es  igualmente  fácil ,  en  virtud  de  lo  dicho  acerca  de  la  razón 
entre  d  peso  y  la  potencia  en  cada  máquina  ^  determinar 
también  si  por  medio  de  tal  ó  tal  máquina  >  una  potencia 
producirá  un  efecto  propuesto.  Por  egemplo ,  en  el  torno^ 
Si  el  radio  del  cilindro  es  r  ^  y  el  de  la  rueda ,  R\  para  que 
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el  peso  sé  mueva  con  la  velocidad  u ,  es  meneáter  que  la  poten-  Kg;. 
cía  haya  gastado  una  cantidad  de  movinMento-jp  5  y  como  en: 
el  tiempo  t  la  acción  de  la  pesantez  comunica  al  cuerpo  ilfla 
cantidad  de  movimiento  Mpt^lz  potenciaba  de  gastar,  para 
sostener  esta  fuerza  ,  la  cantidad  de  movimiento  ^^  \  final- 
mente ,  si  el  rozamiento  equivale  á  la  parte  ^  de  la  masa  M 
suponiéndola  aplicada  á  la  distancia  r  y  tendrá  que  gastar  to^ 
davla  la  cantidad  de  movimiento  ~-  ^^  $  por  manera  que 
para  formar  juicio  sobre  si  la  potencia  podrá  mover  con  la 
velocidad  u ,  el  tiempo  t ,  la  masa  M  en  un  torno  cuyo  ci- 
lindro tenga  un  radio  z=z  r  ,  siendo  R  el  de  la  rueda  ?  será 
preciso  determinar  con  algún  esperimento  el  valor  de  ^  -H 
C^  -H  i)^  9  aplicando  aun  tbrno  de  dimensiones  y  ro* 
zamientó  conocidos  uq  motor  que  mueva  una  masa  cono- 
cida, y  observando  qué  tiempo  este  motor  puede  continuar 
6U  acción  h  entonces  si  fuese  k  el  valor  que  saliere  después 
de  sul)stituidos  en  lugar  de  M ^u  ,ry  Ry  -^  y  f  los  valores 
que  estas  cantidades  tuvieren  en  el  esperimento  5  será  pre- 
ciso que  en  otro  caso  qualquiera  ^  -H  (^  -+-  i  )^^  n^^ 
tenga  un  valor  mayor  que  k. 

Asimismo  ,  en  el  plano  inclinado ,  quando  tira  la  po« 
tencla  paralelamente  al  plano  con  una  velocidad  u ;  si  lla- 
mamos i  la  inclinación  del  plano ,  Mpt  sen  i  será  (  5  2  5  > 
la  cantidad  de  movimiento  que  la  pesantez  comunicará  suc« 
cesivamente  al  mobil  en  la  dirección  del  plano  en  el  tiem- 
po 1 5  por  consiguiente  la  potencia  hfibrá  tenido  que  gastar 
una  cantidad  de  movimiento  z=  Mu  «-f-  Mpt  sen  i  5  y  si  el 
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Bg<  rozamiento  fuese  uqa  parte  ^  del  peso »  habrá  tenido  qufc 
gastar  una  cantidad  de  movimiento  =z  Mu  ^-h  Mpt  sen  i  h-- 
^Mpt.  Luego  después  de  determinado  por  esperiencia  un 
valor  de  Mu  -t-  Mpt  sen  í  -H  ^Mpt ,  será  preciso  ,  quan^ 
do  se  quisiere  determinar  sMá  misma  potencia  poirá  mo<* 
ver  una  masa  determinada  M  con  una  Velocidad  xi  ^  en  un 
tiempo  conocido  t ,  sobre  un  plano  cuya  inclinación  es  i ,  y 
en  el  qual  el  rozamiento  es  una  parte  conocida  del  pesos 
será  preciso  ver  si  el  valor  que  tendrá  entonceis  Mu  ^  Mpt 
sen  f'  *H  -^  Mpt  es  menor  ,  ó  por  lo  menos  igual  con  el  del 
esperimento  >  entonces  será  posible  lo  que  se  pretende. 

Si  el  tiempo  t ,  que  se  ha  de  mover  la  máquina^  no  fue- 
se dado )  y  se  conociese  el  espacio  que  la  potencia  ó  el  peso 
ha  de  andar,  por  egemplo^el  tiempo  que  el  peso  ha  de  andat. 
con  la  velocidad  u  ;  como  entonces  se  supone  que  el  movi- 
miento es  uniforme  ,  si  llamamos  E  el  espacio  que  se  lleva 
animo  de  hacerle  andar  al  peso  y  se  substituiría  én  lugar  de 
t  su  valor  y   (    2  o   ). 

Esto  es  en  sustancia  lo  que  se  ha  de  practicar  para 
valuar  las  ñierzas  aplicadas  á  las  máquinas.  Cada  máquina 
puede  empeiiar  en  consideraciones  peculiares  atendida  la  na- 
turaleza del  agente  ,  y  el  modo  con  que  se  le  puede  aplicar 
á  la  máquina.  Pero  siempre  se  deberá  buscar  la  cantidad 
de  movimiento  que  dicho  agente  ha  de  gastar >  para  saber  sí 
será  capaz  de  un  efecto  propuesto  9  y  darán  mucha  luz  para 
conseguirlo  los  principios  que  acabamos  de  sentar. 
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RESOLUaON  DE  ALGUNAS  CUESTIONES       Fíg. 
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5^1      j^  Unque  se  pueden  resolver  las  cuestiones  sir 

gttientes  por  principios  que  hemos  sentado  en 
diferentes  libares  de  este  tratado  ^  pende  sin  embargo  la  re-* 
solución  de  ajgun^'de  ellas,  de  ciertas  consecuencias  partí- 
•cuiarés  que  xk  dichos  principios  se  pueden  inferir.  Como 
algunos  de  los  lectores  á  cuyas  manos  irá  á  parar  estaobra, 
tendrían  trabajo  en  percibirlas  y  sacarlas  ^  me  parece  del 
caso  ahorrarle^  esta  fittiga ,  repitiendo  algo  de  lo  que  degé 
-sentado  atr&yi.iin  depofxer'  lo  (jue  ahora  nos  hace  falta 
más  inmediato  á  los  principios  de  los  quales  se  puede  de- 
ducir. 

:%\6%  Toda  fuerza  acelcratriz  ^  y  lo  propio  digo  de 
-toda,  fherzá  rerardatriz  y  es  ó  absohaa  ó  simple*  La  Fuer* 
%a  aceJeratriz  absoluta  es  la  que  mueve  una  masa  finita  pro- 
puesta :  la  razón  entre  la  fuerza  aceleratriz  y  la  masa ,  ó  lo 
que  viene  á  ser  lo  mismo  ^  la  fuerza  aceleratriz  que  mueve 
la  unidad  dé  masa  ^  se  llama  Fuerza  aceíeratriz  simple ;  de 
dónde  se  echa  de  yet  qiue  la  fuerza  aceletatriz  absoluta  es 
el  producto  de  la  fuerza  aceleratriz  simple  por  la  masa  del 
cuerpo.  Por  egemplo  >  (guando  un  cUerpo  cae  libremente  á 
impulsos  de  su  pesaátez ,  el  peto  absoluto  de  dicho  cuer- 
po ^  ó  la  fuerza  qué  impele  toda'stt  masa  de  arriba  abajo ,  es 
su  fuerza  aceleratriz  absoluta  >  y  el  peso  particular  de  cada 
una.de  las  molécidas .dentjnit^  que  le  componentes  su 

fuer-i 
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Flg.  fuerza  aceleratriz  simple.  Se  suele  llamar  Pesantez  ó  Grave^ 
dad  el  peso  p4i;tícular  de  cada  qiolécula  elemental ,  por  ma« 
neta  que  el  peso  absoluto  es  el  producto  de  la  pesantez  ó 
gravedad mirftiplicada por  la niasay  '     *        ;^  : 

Quando  usáremos  esta  csprcsionfuerza  aceleratriz  y  sin 
nespecifícar  si  hablamos  de  ia  absoluta,  ó  de  la  ¿imple  ^  eo^ 
senderemos  siempte  la  fuerza  acéisrairiz  simple. 

5^3       Hemos  hallado'  (.  r  37    )  •  que  ¿1  espacio  an*- 
^ado  por  tin  cuerpo  que  se  mueve  con  un  movimiento  un^ 
formemente  acelerado  >es  iguala  la  mitad  «del  producto  del 
tiempo  que^durad  mavlmlentp/ multiplicado' por  14  veb>- 
cidad  que  adquiere  $  quiero^  decir  qué^  lláímBiQdcP  0  dichoxs^ 
pació  ,  t  el  tiempo  que  díira  el  movimiento ,  y  irlaf  velo*- 
cIdad,  es  e  zn  Y-  Luego  respecto  de  otro  cuerpo  que  sé  mo- 
viese tairibien  con  un  movimiento 'unlforméiñente  sc^lerado 
-será  E  rn  —• ,  llamatido  respcctivaiirente  JS  ,T  jiP^  d  :e^ 
'pació  y  el  tiempo  y  y4a  velocidad  adquirida  por  dicho,  cuer?» 
po.  Por  consiguiente  e  :  E  ::^':-^::ut :  f^Ti  esto  quiere 
•decir  qtje  ,   guando  das  cuerpos  se  ^mueven  con  mümmienSw 
'  nnif(rrmemente  acél&rados  y  los  espacios  qaeandati  sóh  entíre 
€í'y  como  los  productos  de  las  velocidades  fiMes  multiplicadas 
por  los  tiempos. 

■  '-  554  (Zomo  toda. fuerza  aceleratriz  olpra  por  su  natu- 
raleza cotKlñuamtstite  en  el  mobil ;  á  le  dá  ^^pot  decirlo  así^ 
5uccesivamente  una  infinidad  de  golpeciros  y  se  sigue  que  el 
producto  de  la  fuerza  aceleratriz  absoluta  constante  por  lo 
que  dura  su  aplicaciotí',  es  {)r(90i?donal  al  producto  de  ia 

ma- 
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masa  ¿A  cuerpp  por.su  velocidad  final  h  porque  el  efecto  de  Fig. 
la  fuerza  aceleratriz  absoluta  constante^  reiterada  tatitas  ven- 
ces quantos  instantes  hay  en  el  tiempo  9  es  la  cantidad  final 
de  movimiento  ,  esto  es  y  el  producto  de  la  masa  por  la  velo- 
cidad final.  Podemos  y  pues ,  sentar  estotro  principio  j  que 
guando  dos  cuerpos  se  mueven  con  tnovimientos  uniformemen* 
te  acelerados  y  Jos  productos  de  ¡as  fuerzas  aceleratrices  ah^ 
solutas  por  los  tiempos  que  duran  sus  aplicaciones  ,  son  entre 
:sí  como  los  productos  ik  las  masas  por  Jas  velocidades  finales. 
.555;  Reduzcamos  á  fórmulas  toda  esta  doctrina.  Para 
cuyo  fin  sean  dos  cuerpos  M  y  m  que  se  mueven  con  mo« 
vimientos  uniformemente  acelerados  y  y  llamemos  respecti- 
y  amen  te  F  y /las  fuerzas  aceleratrices  que  los  impelen  >  sus 
velocidades  finales ,  f^yv  ríos  tiempos  de  sus  movimientos^ 
7  y  ^3 y  los  espacios  andados^  E  y  e. 

íJ^  Tendremos  (5^3    )  E:e  ::  f^T :vtydc  don-^ 
3e  se  saca  la  fórnmla  (D)  P^e  =:  vtE. 
-        2.""  Tendremos  (    $6^   )  FT :  ft  i.MT:  mv  i  de 
3oride  sacaremos  la  fórmula  (E)  FTmv  zzzftMP^. 

3  .^  Con  multiplicar  la  fórmula  (D)  por  la  fórmula  (£), 
y  dividirlo  todo  por  f^Vy  sacaremos  la  fórmula  (F)  FTTmé 
zrzfttME. 

4."^  Con  multiplicar  en  cruz  las  dos  fórmulas  (U)  y  (B), 
y  dividir  por  Tty  saldrá  la  fórmula '  (G)  FEmvvzizfeMyí^. 

Ya  hemos  dicho  (  ^63  y  5<$4)  qué  cosa  significan 
ias  dos  primeras  fórmulas  \  las  dos  ultimas  significan  que 

Las  fuerzas  aceleratrices  absolutas  multiplicadas  por 
TomJf^.  Hh  Jot 
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Fig.  los  qíMdrüdos  de  ¡os  tiempos  ,  son  como  hs  piroductosde  hs 

masas  por  los  espacios  andados.  ^ 

Las  fuerzas  aceleratrices  absolktas  multiplicadas  por 

los  espacios  andados. y  son  como  los  productos  de  ios  masas 

por  los  quadrados  de  las  velocidades  finales. 

^66      En  las  fórmulas  (S),  (F) ,  (G)  las  letras  F  yf 
representan  y  conforme  prevenimos  espresamente,  las  fuerzas 
aceleratrices  absolutas.    Sean  F^  y  f'  respectivamente  las 
fuerzas  aceleratrices  simples  s  tendremos  (    562    )  F  =z 
F^Myf=/m. 

Si  substituimos  en  lugar  de  F  y /sus  valores  ,  y  divíi- 
^imos  cada  miembro  por  Mm  y  sacaremos  las  tres  fórmulas 
siguientes  que  espresan  las  relaciones  entre  las  fuerzas  acele*^ 
ratrices  simples  (H)  F^Tv  =  ft^  >  (K)  F^TTe  =: 
/ttE  5   (Z)  F^Ew  z=ifeVy. 

Todas  estas  fórmulas  sirven  para  determinar  las  circuns-» 
tandas  de  un  movimiento  uniformemente  acelerado ,  quao)* 
do  se  conocen  las  de  un  movimiento  uniformemente  acele* 
rado^  que  se  toma^  digámoslo  así  y  por  escala  de  comparación, 

557  Hemos  enseñado  (  j  2  )  como  en  el  supues-* 
to  de  que  todo  cuerpo  grave  anda  i  5  9  i  pies  en  el  pri- 
mer segundo  de  su  calda  ,  se  puede  sacar  qué  espacio  ha  de 
andar  en  otro  qualquiera  número  de  segundos.  En  virtud 
de  esto  se  ha  formado  la  adjunta  tabla  que  éspresa  los  es^ 
pacios  que  andará  respectivamente  un  cuerpo  grave  en  2^ 
3  y  4  &c.  segundos  y  suponiendo  que  en  el  primero  anda 
15^1  pies 9  cuyo  supuesto  discrepa  muy:poco  de  la  verdad. 
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Fg,  ,  5  ^  S  También  hemos  pr^^do  (  3  $  y  5  5, 3< ),  qóe 
en  el  movhníento  acelerado  uniforme  y  continuaineÉító,él  cs^ 
pació  andado  en  un  tiempo  señalado'  ds  la  mitad  del  espácÍG^ 
que  ppede  anjiar  el  mobil  en  el  mismo  ticippo  con  la  yelp- 

.tídaíL^aíjgtjid^uiíi^la^^^^  nnlfnrmfmfnj&uJEQc 

consiguiente,  si 'dobláramos  tbdos  los  espacie^  ^ue  elspr^sa  la 
tabla  antecedente  ,  aaqaríamós  los .  espacios  í]ue  un  cperpa 
iandaría  unlfprmemepte  ,CQn  un^  yelocidad  ^i^al  á  ca4a  ve- 
loci44d  fína( ,  en,  el  ,ptü^^9  t^emp9  que  ha  gasts^o  pai;a  ad-^ 

,  quirir  y  cayendo ,  dich^  ^ejoctda<^  jinjíl^  ^^^9  f I  dividimosj 
dichos  espacios ,  andados  asií  ^nitocmen^nte  ^poc  el  numera 
de  segundos  que  el  cuerpo  ha  g^t^do  ^  adauir^r,  cayendo 
cada  velocidad  fínal,  sacar¿ino$,los  espacios  que  un  cner 

^  andaría  uniformemente  e^  u^  segundo  con^iuu  velo^ida 
Igual  á  dicha  velocidad  fínaU  Estos  últimos  esp^ios  ^fst 
detetminados  en  la  tabla  siguiente. 
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Fig.  ytfp  También  hemos  de  satisfacer  á  la  pregunta  si- 
guiente antes  de  empeñarnos  en  la  resolución  de  las  cues* 
tiones  de  Estática,  á  la  qual  se  podría  satis&cer  en  virtud 
de  lo  dicho  (  178  )  por  ser  como  un  caso  particular 
de  lo  que  allí  enseñamos. 

Supongamos  que  el  cuerpo  A  que  se  mueve  en  la  direo' 
**  4  ^  •  clon  AK ,  vaya  á  chocar  perpendicularmente  en  A  con  el 
cuerpo  G  dividido  en  dos  partes  iguales  por  el  plano  HRM; 
se  pregunta  iquáles  serán  los  movimientos  de  estos  dos  cuer^ 
pos  después  del  choque  ?  Suponemos  ambos  cuerpos  perfec- 
tamente duros. 

Supongamos  que  si  no  tropezara  con  el  cuerpo  G  ,  el 
cuerpo  A  hubiese  andado  libremente  en  un  instante  el  es« 
pació  infinitamente  pequeño  j4a  i  pero  que  por  causa  de  la 
reacción  del  cuerpo  G  y  no  ande  mas  que  Ab.  Supongamos 
también  que  el  centro  de  gravedad  G  del  cuerpo  G  ande 
el  espacio  infinitamente  pequeño  Gg  paralelo  á  AK ,  y  que 
al  mismo  tiempo  dicho  cuerpo  G  ande  al  rededor  del  ege 
Gf^  trasladado  á  gu  el  ángulo  infinitamente  pequeño  kgn. 
Sentado  esto  y  es  evidente  que  el  movimiento  perdido  por  el 
cuerpo  A  es  A  X  ha  y  y  que  el  movimiento  de  traslación 
ganado  por  el  cuerpo  G  ts  G  x  Gg  i  resultará ,  pues  ,  en 
virtud  de  lo  dicho  (  178  ),ydelo  probado  quando 
tratamos  de  la  comunicación  del  movimiento ,  la  equacion 
(A)  A  X  haz=GxGg. 

Si  consideramos  el  punto  6  como  inmobil  >  como  po- 
demos por  lo  dicho  (    1 7  8    ) .,  es  evidente,  que  el  mp- 
.    .  men- 
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mentó  del  movimiento  perdido  por  el  cuerpo  A  respecto  Fíg- 
del  mismo  punto  es  Axba  x  GK.  Este  momento  ha  de  ser 
igual  al  momento  del  movimiento  ganado  (    213    )  por 
el  cuerpo  G  dando  vueltas  al  rededor  del  ege  Gy  ó  gti, 
porque  estos  dos  movimientos  se  equilibran  uno  con  otro. 
Pero  si   consideramos  una  molécula  elemental  qualquiera 
del  cuerpo  G  puesta  ^  por  egemplo^  en  «á  la  distancia  que  se 
quisiere  del  ege  G^ ,  y  suponemos  que  dicha  molécula  des- 
cribe con  el  radio  Gz  el  arco  pequeño  s^y  ^  mientras  el  punto 
iST  describe  después  de  llegado  á  ¿,el  arco  pequeño  kn  con  el 
radio  gk  ó  GK  y  es  evidente  que  si  representamos  por  kn  la 
velocidad  de  rotación  del  punto  k  ,  la  velocidad  de  la  mo- 
lécula que  consideramos  será  ^  x  Gzi  por  consiguiente ,  si 
llamamos  m  dicha  molécula  y  el  movimiento  que  adquiere  al 
rededor  del  ege  Gf^ySctímx  4  xG«,y  el  momento  de  este 
movimiento  será  mx^xGzxGzzizmx  (G;5)*  x  -j^.  Esta  úl- 
tima espresíon  manifiesta  que  para  hallar  el  momento  del  mo« 
vimiento  ganado  por  cada  molécula  y  es  menester  multiplicar 
dicha  molécula  por  el  quadrado  de  su  distancia  al  punto  G ,  ó 
por  mejor  decir  al  ege  G^$  y  multiplicar  después  el  produc- 
to  por  la  fracción  jf^ ,  que  es  siempre  una  misma  en  qualquie- 
ra parte  que  se  tome  la  molécula.  Luego  ya  que  son  tantos 
estos  momentos  particulares  quantas  son  las  moléculas  que 
componen  la  masa  6  y  y  que  el  momento  total  del  movi- 
miento ganado  por  la  masa  G  y  al  rededor  del  ege  Gf^  y  es 
igual  á  la  suma  de  los  momentos  de  los  movimientos  gana- 
dos por  todas  las  moléculas ,  se  infiere  que  si  llamamos  S  U 
r  Hh  4  s\h 
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Flg*  suma  de  los  productos  de  las  moléculas  por  los  quadrádos  de 
$us  distancias  al  egc  Gf^ ,  el  momento  del  movimiento  ga- 
nado ppr  el  cuerpo  G ,  al  rededor  del  ege  Gy ,  será  S  x^. 
.Tendremos y  pues  y  esta  segunda  equacion  (B)  A%bay.  GK 
£=  J*  X  —-.  Llamemos,  pues ,  la  linea  conocida  GK  6gk,m 
ia  velocidad  j4a  del  cuerpo  A  antes  del  choque ,  /^>  la  ve- 
locidad j¿íb  del  mismo  cuerpo  después  del  choque ,  x ;  la  ve- 
locidad Gg  del  centro  de  gravedad  6  ,  a  ;  la  velocidad  kn 
'de  rotación  del  punto  Kó  k  yZ»  Supongamos  también,  para 
que  sean  homogéneos  todos  las  términos  de  nuestras  equa- 
clones  y  que  pues  S  espresa  el  producto  de  una  masa  por  el 
quadrado  de  una  linea  ^  sea  i*  =::  3íib  ,  siendo  M  una  masa 
dada  por  la  figura  del  cuerpo  y  y  k  una  linea  también  co<- 
nocida. 

Si  substituimos  en  lugar  de  las  lineas  sus  valores  anar- 
lytícos  ,  las  dos  equaciones  (A)  y  (5)  se  transformarán  en 
(C)   ACr-^x)z=iGu,  (D)  A(f^—xytz=z^. 

Hay  en  estas  equaciones  tres  incógnitas  ^  es  á  saber  Xy 
u  yZh  pero  hemos  de  considerar  que  mientras  dura  el  cho- 
que ,  el  cuerpo  A  se  mantiene  contigua  at  cuerpo  G  $  que 
por  consiguiente  será  Ah  =:  iSTn  ,  ó  lo  que  viene  á  ser  lo 
propia  y  tendremos  esta  tercera  equacion  (E)  xz^u  ^i^z. 

Si  comparamos  unas  con  otras  estas  equaciones  y  y  des- 
pejamos  las  incógnitas  ,  sacaremos  x  =:  j¿z,^^mb^:msrf 

AMhl,r  ^ AGaaV  p^^   ^^^  • 

^  AÓai^AMhí^Gmr  y  ^ AGaa^AMbh^Omb*      ^^^   COUSl- 

guiente  y  queda  averiguado  qual  es  la  velocidad  del  cuerpo 
A  después  del  choque  y  la  velocidad  de  traslación  del  cuer- 
po 
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po  G ,  y  la  velocidad  de  rotación  del  punto  *  ^  y    por  Flg, 
consiguiente  la  de  otro  punto  qualquiera  al  rededor  del 
ege  G^. 

570  Todo  esto  presupuesto ,  sea  la  que  fuere  la  po- 
tencia que  muev^  ona  piáquina  y  la  fuerza  que  gasta  cada 
instante  es  equivalente  á  un  peso  determinado.  Así,  la  cues- 
tión general  que  hemos  de  resolver  consiste  en  determinar 
el  movimiento  que  se  la  imprimirá  á  la  máquina  por  me- 
dio de  un  peso  dado  ^  mayor  que  el  que  basta  para  mante- 
ner en  equilibrio  la  carga  que  se  quiere  levantar ,  aten- 
diendo ,  quando  es  menester  ,  al  movimieato ,  y  á  la  rig>^ 
dez  de  las  cuerdas» 

j  No  hay  duda  en  que  considerando  la  fuerza  motriz 
tomo  un  peso  que  supera  las  resistencias  que  hay  que  ven- 
cer y  y  que  e»  una  fuerza  aceleratriz  ^  cuya  acción  se  repi- 
te continuamente  ^  el  movimiento  de  la  máquina  se  irá  ace- 
lerando na&  Y  m2^4  Pero  en  la  mayor  parte  de  las  máqui- 
nas dura  soto- un  instante  bastatite  corto  está  aceleración, 
porque  mengua  la  fuerza  motriz  ,  según  vá  creciendo  la  ve- 
locidad ;  y  porque  muy  pronto  llega  á  ser  no  mas  que  Lo 
que  basta  para  hacer  equilibrio  con  las  resistencias  opues- 
tas Entonces  liega  el  mavimiento  &  ser  sensiblemente  uni- 
forme y  y  permanece  en  este  estado  en  virtud  de  la  inercia 
de  la  materia ;  todas  las  fuerzas  que  abran  en  k  máquina 
se  destruyen  mutuamente.  Esto  sé  verifica  principalmente  en 
las  máquinas  que  mueven  los  animales.  Con  efecto  y  es  cons- 
tante que  un  animal  hace  una, fuerza  tanto. menor ^  quanoo 

mas 
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PÍg«   mas  aprisa  se  le  hace  andar.  Por  eg;emplo  ,  un  hombre  que, 
trabajando  con  sus  brazos  y  puede  hacer  en  el  primer  ins- 
tante una  fuerza  de  5  o  á  <?  o  libras  y  no  hace  mas  que  una 
fuerza  de  2  5  á  2  5  libras  ,  quando  se  mueve  algún  tiem* 
po  con  una  velocidad  de  4   pies  por  segundo  ,  cuya  res^ 
triccion  tiene  lugar  en  los  demás  animales  ^  guardando  la 
proporción  correspondiente- 
Corno  quiera  y  casi  siempre  se  puede  suponer   que  el 
peso  motor  permanece  constante  al  principio  del  xnovlmien* 
to.  Este  supuesto  que  seguiremos^  ^dlita  determinar  el  mo- 
vimiento que  tendrá  desde  luego  la  máquina,  y  que  con-* 
servará  en  adelante  con  diferencia  de  algunas  cortas  altera* 
Clones.  Si  quisiéramos  atender  á  la  diminución  de  lá  fuerza 
motriz  y  sería  preciso  empeñarnos  en  cálculos  abstractos  que 
no  son  para  esta  obra  y  y  por  otra  parte  está  muy  poco  averi* 
guada  la  ley  que  sigue  esta  diminución.  Por  los  mismos  mo-i 
tlvos  prescindiremos  de  la  velocidad  en  la  valuación  del  roí- 
.  ^amiento  y  de  la  rigidez  de  las  ¿uerdas;  solo  atendereitios  en 
este  cálculo  á  la  siuiple  presión ,  valuándola  como  convie- 
ne en  el  caso  del  movimiento.  Finalmente  y  tampoco  aten- 
deremos al  peso  de  las  cuerdas  y  que  en  realidad  es  por  lo 
común  de  corta  consideración  en  comparación  de  las  car- 
gas que  se  han  de  levantar  ,  ó  por  lo  menos  (  y  esto  es  lo 
mas  exacto)  incluiremos  el  peso  de  cada  parte  de  cuerda  en 
el  peso  grande  que  sostiene ,  y.  consideraremos  la  suma 
como  constante  mientras  durare  el  movimiento  y  bien  que 
padece  esta  suma  una  pequeña  alteración  ^  según  se  ar* 

ro- 
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rolla  ó  desarrolla  la  cuerda.    Aunque  sea  forzoso  desetn-  Fíg. 
harazar  de  todas    estas  circunstancias  las  cuestiones    si- 
guientes ,  no  dejarán  de  saiir  sus  resoluciones  con  una  ge- 
neralidad suficiente  para  los  usos  de  la  práctica. 

571  Cuestión  I.  Estando  firmemente  atado  en  el  ^^  2  # 
punto  A  de  la  palanca  ACF  perfectamente  mobil  al  rededor 
del  punto  fijo  C  un  cuerpo  qualquiera  sin  pesantez  ,  ó  ciiya 
pesantez  esté  sostenida  por  algún  obstáculo  5  bailar  la  veloci-- 
dad  que  comunicará  á  este  cuerpo  en  un  tiempo  dado  una  fuer-^ 
za  constante  y  aplicada  perpendicularmente  enV  á  la  palanca^ 
Llamo  F  la  fuerza  aplicada  tn  F y'^  y  Q  la  masa  que 
se  ha  de  mover  (comprendiendo  en  esta  masa  la  de  la  pa« 
lanca  y  si  fuere  menester  )  s  es  evidente  que  el  momento  de 
la  fuerza  F ,  que .  es  jP  x  CF  ha  de  ser  igual  al  momento 
del  movimiento  comunicado  á  la  masa  Q  al  rededor  del 
ege  C  (  2  I  3  .  ).  Pero  si  suponemos  que  pase  en  un  ins- 
tante la  palanca .  de  la  situación  FCA  á  la  situación  fCay 
de  suerte  que  un  .punto  qualquiera  A  del  cuerpo  propuesto 
describa  el  arco  j4a  i  y  si  discurriendo  ahora  como  discur- 
rimos antes  (  5  5  p  ) ,  para  hallar  el  momento  del  movi- 
miento comunicado  al  cuerpo  G  al  rededor  del  ege  GJ^y  '^A'^f 
llamamos  MbbAsi  suma  de  los  productos  de  las  moléculas 
del  cuerpo  Q  por  los  quadrados  de  sus  distancias  al  ege  Cy 
es  evidente  que  la  espresion  del  movimiento  comunicado  al 

cuer- 

*  Es  de  notar  que  puede  la  fuerza  F  no  ser  toda  la  fuerza  de  que  es 
capaz  el  agente  y  y  que  es  la  parte  de  su  fuerza  absoluta  que  gasta  comta 
la  palanca. 
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Aa 


Fíg.  cuerpo  Q,  al  rededor  del  cge  C ,  será  Mhb  x  ^  ,  y  tendre- 
mos la  equac¡on2?'xC2f^=iI»*x-^,ó^a=íii£^^^ 
Supongamos  ahora  que  la  fuerza  F  sea  igual  á  un  peso 
icuya  masa  :zzN  i  y  llamando  g  la  gravedad  natural  y  ten- 
dremos F  =r  ¿fiVT ,  porque  todo  peso  es  igual  al  producto  de 
5U  masa  por  la  pesantez  (  $62  ).  Si  suponemos  á  mas 
de  esto  9  que  el  espacio  ^ü  ha  sido  andado  en  un  instante 
Igual  al  que  gasta  la  gravedad  g  en  hacer  correr  á  un  cuer-* 
po  que  cae  libremente  ^  un  pequeño  espacio  que  podemos 
representar  por  la  misma  letra  g  y  es  cierto  que  tambiea 
podremos  considerar  Aa  como  la  espresion  de  la  fuerza 
aceleratriz  que  impele  el  punto  A  ^conforme  lo  dá  á  en** 
tender  la  fórmula  A^  (  5  tf  tf  )  ^.  Luego  si  hacemos  esta 
fuerza  aceleratriz  Aa  'zzf^  CAzzza^  CFizzc,  tendremos 

Manifiesta  esta  equacion  que  el  movimiento  del  punto 
A  es  uniformemente  acelerado ,  pues  la. fuerza  aceleratriz/^ 
es  á  la  gravedad  natural  g  en  la  razón  constante  de  Nac 
á  M¿6  y  y  por  consiguiente  esta  fuerza  es  también  cons-* 
tante. 
:i  4  r.        572      Coestion  II.  Supongamos  abara  que  la  masa  Q^ 
que  se  ba  dé  mover  esté  entregada  ú  la  acción  de  la  pesantez^ 
de  modo  que  la  palanca  FC  A  dé  vueltas  en  un  plano  vertical 
al  rededor  del  punto  fijo  C  ,  sin  poderse  escurrir  5  se  pregun^ 
ta  ¿qué  velocidad  comumcará  á  todo  el  systema  la  fuerza  F^ 
aplicada  siempre  perpendicularmente  en  VI 

Sea  A  el  centro  de  gravedad  de   toda  la  masa  Q 

que 
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que  sé  quiere  niover.*^  Por  el  punto  iijo  C  y  por  el  punto  A  y  Fíg. 
imagínese  la  linca  FOA  -que  forma  con  la  vertical  CO  un 
ánjjttíe^  qualquicra  ACQ.  Sirva  la  Vertical  AN  para  repre- 
séniar  ^  peso  absoluto  del  cuerpo  Q ,  y  resuélvase  esta  fuer- 
za  Jtn\  otras  dos  ,  la  una  AR  en  la  dirección  de  CA  y  la  otra 
iíí^^fieípéiidrcular  á  C/í  5  es  evidente  que  la  primera  fuer- 
í*~Í4)Sf^  ijüedí  áestr crida  por  la  resistencia  del  punto  C  >  y 
que  no  hay -mas  que  la  segunda  ^Mque  intente  hacer  dar 
Vúelias' á  la  palanca  9  y  arrimarla  á  la  vertical  CO.  Supon- 
^ñíos'^épaíséMétl  uñ  instante  la  palanca  de  la  situación 
FCí¿t'^Á-V¿úí\xkt\hvifCa  y  de  míodo  que  el  psnto  A  describa 
df  péquéÜQ  arcd^tt.  Sentado  esto  ,  imaginemos  que  la  fuer- 
2i^#^eSteá^á!viíiIdi'eá  dos  partes  x  éy ,  tales  que  la  primera 
^^feftrtdfía-  «ift'tiñüámfente  equilibrio  con  la  fuerza  AM^  y 
ÍS¿  éégú'úák^y^ sirve  J;^ara  hacer  mover  al  rededor  del  punto 
lijo'C?/3a  masáis  considerada  co™Q  destituida  de  pesantez. 
ES  eVWdhte  ^cttéudiréínos  desde  luego  la  equacion  ^A)  x  x 

SI  llamamos  Mbi  la  suma  de  los  productos  de  las  mo- 
féculas  del  icbeirpiy  (^  por:  los  quadrados  de  sus  distancias  al 
¿geC^tdidrtímys   (^571    ")    iB)  y  x  CF:=:  M¿^¿^  x —. 
''^'^^'Síuíióh^áfflói  ^  ^      :  •  ^  -        '. 

ta  gravedad  'hátoirM;  . .';  ■  J: .  j. . =ig 

La  fuerza  íacelefatriz  Aa  del  punto -¿í =  / 

lia-  fueras* thfttitó'í^áal^á'Uh  pcsíx  conocido  cuya  ma- 


\ 
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Fig.   CF ,.;.,-..,..  .=:r  ., 

El  seno  total.  ...;.....,......,.».,>, . .  { ^jj.  .j,.:s?f.  ú 

£1  seno  del  ángulo  jíCO *  •  •  •  •  •  c  •'.fin-'*  »r  ^^^í.z 

Se  echa  de  ver  al  instante,  qae  la  fuers^a.^í4^z:r  ^  >c 

« 

0  _ 

■i-  r=  £gfj2.  Por  consiguiente  las  dos  equaciones  .(•/í)^y.  ¿^) 
se  transfonnarán  en  ex  z=z  qgQfl  y  i:y=:  -4r  > '4eH49^dicí,%?. 
saca  *  -4- j'  =  ^  -H  ^i  pero  *-f-j';=;.  F:;5=¿f¿\fj  la«» 
go  ^;\r  =  ttf- -H  í^.  Luego/=  tííí-^^-^. 

Esta  es  la  espresion  de  la  fuerza  ace)^r|i,taz;d|eLs9infi9 
yf.  Como  el  numerador  de '  este  qpebradq  ipf;luyc  j^  ¥{)0i^ 
del  ángulo  ^CO  que  varía  á  medida .  que  sf  amafie -l^^f^^ 
lancaal  rededor  del  punto  C  ^  se  echa.ife  y^  qj^C:,  siigo^^ 
niendo  constantes  todas  las  demás  Cfintjdadi^¡yi;K>;^NCtiit3: 
tante  la  fuerza  aceleratriz />  y  que  pprri^pMguií^tilíflfi^e^ 
uniformemente  acelerado  el  movimiento  .de>  rotación  d(^  lat 
palanca.  No  obstante,  podemos  suponer  en  larpc^ct^ccjqii^ 
en  los  primeros  instantes  del  moyim^nto  ^  i^iw^ '.yaM4( ^^9^ 
siblemente  el  seno  q ,  y  que  se  acelera  .imjf^r^yofQMfe^b 
movimiento.  ■.  r»  •*        ^\v.<'\iú  V^. 

Por  egemplo,  supongamos  q^e  en  el  prlcpqr ;  insitante: 
esté  la  palanca  en  situación  orijon^l^^  (i^i  mo4f>  t  q^J  t}^ 
seno  qzn  seno  total  :=:  i  >  que  el  peso  jfj^q;;?  j^ao^^brast 
4  =  4  pies ,  ^  =  I  o  pieSi  Si  tuviéramos .  spUmeatc  -^fA^ 
r=  ¿ftf j2  ^  S^  =120  libras  ,  la  fuerza  F  'sol^a  bastaría, 
para  formar  equilibrio  con  el. peso f¿^;.  ]í^2L^^m(xs\xíAcxx< 
to  á  la  máquina  ,  supongamos  gN  ó  ,2^.=:  ITA  libras. 
Supongamos  también  que  deterimnando  ,ia.c&ptidadil& 

con- 
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tonf<M:mó  Uc^Aiók  dicho  <  3  1 4  V,  siendo  la  masa  M  pro-  Fig. 
pórciotial ,  por  egemplo  ,  á  3  o  o  libras  ,  Hayamos  hallado 
la- línea  b-zz  6  piéss  tendremos,  después  de  todas  las  subs« 
tituciones  ,/=  —g  y  y  quiere  decir  que  la  fuerza  acelera* 
tri2  será  -^  de  la  pesantez  otdinaria.  Luego  si  acudimos  á 
las  dos  tablas  (5^7  y  5^8),  se  verá  que  el  punto  A  an- 
dará cerca  de  4  pies  en  los  seis  primeros  segundos  del  movi- 
miento y  y  que  al  cabo  de  este  tiempo  habrá  adquirido  una 
velocidad  con  la  qual  andará  uniformemente  cerca  de  i  pie 
y  4  {>ulgada$  por  segundo.  Así ,  si  pasado  este  término  per- 
manece sensiblemente  uniforme  el  movimiento  de  la  má^ 
quina  9  sea  por  causa  de  la  diminución  de  la  fuerza  F  ^  6 
por  razón  de  las  variaciones  que  padece  el  seno  q ,  cono- 
ceremos,  á-lo  menos  por  aproximación  y  la  velocidad  de  ro- 
tación del  punto  A  y  y  por  consiguiente  la  de  otro  punto, 
qualqüiera  dé  la  palanca^ 

-5  73  SI  en  lugar  de  la  fuerza  F  hay  en  F  un  peso 
quálquiera  atado  firmemente  á  la  palanca  y  de  modo  que 
todo  el  systema  se  mueva  con  libertad  al  rededor  del  pun- 
to C ,  y  si  quedándose  todo  lo  demás  como  antes  (572), 
llamamos  H  la  masa  del  nuevo  peso  ,  Rkk  la  suma  de  los 
productos  de  las  moléculas  de  H  por  los  quádrados  de  sus 
distancias  al  ege  Cyu"^  el  seno  del  ángulo  que  forma  con  la 
vertical  Ja  recta  FC  tirada  desde*  el  centro  de  gravedad  F 
:  'del 

'  * '  Tomamos  la  letra  n  distinta  dé  9  para  representar  el  seno  del  ángu* 
lo  de  que  se  trata  y  porque  puede  suceder  que  los  puntos  ^ ,  C>  Fno  es* 
ten  en  liitea^  recta  y  y  que  por  consiguiente  n  discrepe  de  ^* 
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íig.  del  cuerpo  H  al  punto  C  f  hallar cmos  sobre  1*.  «laiícKa  por 
el  mismo  método  ff^^^^^^gp-  Esta  fórmula; manifes- 
tará acia  qué  parte  dará  vuelcas  la  palanca  ^  según  fuere 
la  relación  entre  A  y  Q. 
>44.  ^1^^  Cuestión  IIL  Estando  atados  dos  pesos  desigua-^ 
ks  í  y  Q^  á  ¡os  estremos  de  una  cuerda  PRQ^  que  abraza 
una  polea  asegurada  en  un  punto  y  y  mobil  sobre  un  ege  >  se 
pregunta  ¿con  qué  velocidad  bajará  el  mayor  V  ^  y  baf  d  subir 

almenot  Q| 

Áqui  no  contamos  con  la  inercia  de  la  polea  ^  ni  con 
;el  rozamiento »  ni  con  la  rigidez  de  la  cuerda. 

£s  evidente  que  podríamos  responder  á  la  pregunta  por 
un  método  análogo  al  que  hemos  seguido  en  los  dos  artícu- 
los antecedentes ,  es  á  saber  y  resolviendo  el  peso  motor  P 
en  otros  dos  y  tales  que  el  uno  sirva  para  mantener  en  equi* 
librio  el  peso  jg ,  y  el  otro  sirva  para  mover  Ik  masa  total 
P  -f-  j2  del  systertxa ,  considerado  como  sin  pesantez.  Pero 
seguiremos  ahora  otro  rumbo  y  y  aplicaremos  y  por  un  méto« 
do  mas  directo  9  el  principio  de  la  comunicación  de  los  too-' 
.vimíentos. 

Supongamos  que  los  dos  cuerpos  P  y  ^,sihubiesen  csr 
tado  sueltos  y  hubiesen  andado  en  un  instante  á  impulsos  de 
su  pesantez  natural  los  espacios  iguales  PN ,  Q/í^  pero 
que  por.  razón  de  la  acción  y  reacción  con  que.. cada  uno 
de  los  dos  obra  en  el  otro ,  P  ande  PM  bajando  ,  y  Q  ande 
QH  =z  PM  subiendo.  Es  evidente  que  representará  Mlí  la 
velocidad  que  perderá  el  cuerpo  P  en  el  instante  propues- 
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to,  y  KH  representa  la  velocidad  ganada  por  el  cuerpo  Fíjg. 
Q  subiendo  y  durante  el  mismo  instante.  Pero  es  así  que  han 
de  ser  iguales  el  movimiento  que  pierde  el  cuerpo  P  9  y  el 
movimiento  que  gana  el  cuerpo  jg  (    21a    )  >  luego  ten« 
dremos  la  equacion  P  k  MN  =  i2  ^  ^^^ 

Los  espacios  pequeños  PNy  PM  6  QH  corridos  cní 
virtud  de  la  gravedad  natural  ^  y  de  la  fuerza  aceleratríz 
qne  impele  ahora  cada  uno  de  los  puntos  de  las  masas  P  y^ 
Q  y  se  pueden  considerar  como  las  espresiones  mismas  de 
estas  dos  fuerzas.  Por  lo  que ,  suponiendo  la  gravedad  PN 
=:  ¿f ,  la  fuerza  aceleratriz  actual  PM6  QH  =/,  se  trans- 
formará la  equacion  precedente  en  P(g  — /)  =:  fíCáf  •+•/); 
de  donde  se  saca/r=:  ^^^^*  Cuya  equacion  manifiesta  que 
la  fuerza  aceleratriz  simple  /  de  cada  uno  de  los  cuerpos 
propuestos  tiene  con  la  gravedad  natural  g  la  razón  constan* 

te  de  (P  —  fi)  á  (P  •+-  i2)  >  ^^  donde  resulta  que  multiplí^ 
cando  los  espacios  determinados  en  las  tablas  (  $  6j  y^ 
15  <?  8  )  por  el  quebrado  7^§r  >  los  productos  serán  los  es- 
pacios andados  por  el  cuerpo  P  bajando ,  y  por  el  cuerpo  Q 
subiendo  y  según  las  condiciones  de  los  tiempos  que  Supo^. 
nen  dichas  tablas. 

Fácil  es  percibir  cómo  se  puede  aplicar  esta  cuestíoní. 
á  la  práctica»  Representa  el  peso  girande  P  toda  la  fuerza, 
absoluta  de  la  potencia  que  mueve  la  máquina  ^  él  peso  Qte^ 
presenta  el  peso  que  se  ha  de  levantar ;  representa  PCg-^^f). 
ó  ^^  la  fuerza  que  gasta  la  potencia  para  levantar  la  carga> 
á  pesar  de  su  peso ,  y  P/ó  '^í!^:  la  fuerza  que  le  j^ueda  á 
Tam.ir.  II  la 
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rig*  la  misma  potencia.  Por  cgcmplo  ,si  la  potencia  es  un  hombre, 
un  caballo  &c.  cuya  fuerza  absoluta  =:gPy  este  hombre  ó 
caballo  gasta  en  levantar  la  carga  una  parte  de  su  fuerza  es- 
presada por  ^^ ,  y  no  le  queda  mas  que  una  fuerza  es- 
presada por  ^^^Y^S^  ^^^  ^^  ^^^^  prosigue  caminando. 

5  7  5  Es  evidente  que  á  la  parte  CP  de  la  cuerda  la 
tiene  tirante  una  fuerza  espresada  por  P(g  — /)  ó  ^^,  y 
que  á  la  parte  BQ,  la  tiene  tirante  una  fuerza  espresada  por 
Q(g  H-  /)  ó  ^^.  Estas  dos  fuerzas  iguales  causan  en  los 
apoyos  de  la  polea  una  presión  igual  á  su  suma ,  cuya  es- 
presión  es  por  consiguiente  ^^. 

Con  esto  se  conoce  la  resistencia  que  ha  de  aguantar 
la  cuerda,  y  la  carga  que  sostiene  el  obstáculo  fijo  que  man- 
tiene la  polea.  Es  de  advertir  que  esta  última  fuerza  es  me- 
nor que  la  suma  de  los  dos  pesos  P  y  Q  9  siendo  así  que 
en  él  simple  estado  del  equilibrio ,  siempre  es  igual  á  la  su« 
ma  de  los  dos  pesos  ,  ó  al  duplo  del  uno  de  ellos. 

244.  5  7^  Cuestión  IV.  Estando  todo  del  mismo  modo  qw 
fn  la  cuestión  antecedente ,  se  nos  pide  -que  atendamos  á  ía 
inercia  de  la  polea. 

Una  vez  que  está  asegurado  fijamente  el  centro  de  la  po* 
lea  y  no  tiene  de  suyo  ninguna  tendencia  para  dar  vueltas 
antes  acia  un  lado  que  acia  otro  y  y  siempre  las  dará  acia  el 
peso  preponderante  P.  Euera  de  esto  y  es  evidente  que  el  mo« 
mentó  del  movimiento  que  pierde  el  cuerpo  P  al  rededor  del 
centro  de  la  polea,  ha  de  ser  igual  á  la  suma  de  los  momen« 
tos  de  los  movimientos  que  ganan  el  cuerpo  j^  >  y  la  masa 

de 
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de  la  polea  al  rededor  del  mismo  punto.  Pero  si  llamamos  g  Fig. 
la  gravedad  natural;/^  la  fuerza  aceleratriz  simple  de  cada 
uno  de  los  puncos  de  las  masas  P  y  i2  >  ^  i  ^^  i^óxo  de  la  po« 
lea  9  Mkk ,  la  suma  de  los  productos  de  las  moléculas  de  la 
polea  por  los  quadrados  de  sus  distancias  al  centro  ,  es  evi^ 
dente  que  él  momento  del  movimiento  perdido  por  el  cuer- 
po P  es  P(g  — /)¿  >  que  el  momento  del  movimiento  que 
gana  el  cuerpo  j2  9  es  fiCéf  "+"/)* '  que  el  momento  del  movi- 
miento que  gana  la  polea,  es  Mkk  x  ^ ,  porque  todos  los  pun-» 
tos  de  la  circunferencia  dan  la  vuelta  con  la  misma  veloci-* 
dad  que  baja  el  cuerpo  P ,  y  sube  el  cuerpo  Q.  Tendremos; 
pues,  PC?  — /)A  =  QCáf  H-/)*  H-  ^5  de  donde  saca^ 
remos /z=pj^^^^^j]p.  Por  consiguiente  la  fuerza  acelera^ 
triz  /está  con  la  gravedad  g  en  la  razón  constante  de  (^PM 
— j2^*)á(P¿*-t-j2^¿ -Hila*), y  por  las  tablas  (  $67^ 
y  5  tf  8  )  se  sacarán  los  espacios  que  andarán  en  un  tiem^ 
po  dado  los  cuerpos  P  y  i2* 

577  Es  patente  que  á  los  dos  cordones  CP  y  BQ 
ios  tiene  tirantes  una  misma  fuerza  5  y  como  la  tensión  de 
BP  es  siempre  igual  al  movimiento  que  pierde  el  cuerpo 
P ,  esto  es  ,  á  P(g  — /)  ,  se  sigue  que  poniendo  en  lugar 
de  /  su  valor  ,  la  espresion  de  cada  una  de  las  dos  tensio- 
nes propuestas  será  pg^K^^g^ 

Estas  dos  fuerzas  producen  en  el  centro  ó  en  los  apo« 
yos  de  la  polea ,  una  presión  =  aj^^^. 

Si  quisiéramos  determinar  directamente  la  tensión  de 
BQ ,  consideraríamos  que  esta  fuerza  es  igual  á  la  suma  del 

li  z,  mo^ 
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Iclg.  movimlenta  ganado  por  el  cuerpo  jQ  ^  y  del  movimiento  ga« 
nado  por  la  masa  de  la  polea  en  la  dirección  QB  $  porque 
la  máquina  se  mueve  cabalmente  del  mismo  modo  que  si ,  en 
lugar  de  la  masa  de  la  polea,  se  atase  firmemente  en  un  puti* 
to  qualquiera  del  cordón  BQ  una  masa  que  no  pesase  ,  y; 
que  opusiese  al  movimiento  la  misma  resistencia  que  opo- 
ne la  masa  de  la  polea.  En  este  segundo  caso  la  tensión  de 
SQ  es  igual  al  movimiento  ganado  por  el  cuerpo  Q  y  mas  al 
movimiento  ganado  por  la  nueva  masa ;  de  modo  que  si  lla- 
mamos R  esta  misma  masa  ,  será  la  tensión  de  BQ  =:  Ql[¿ 
^4r*/)  -H  R  xf.  Pero  ya  que  la  masa  JR ,  y  la  masa  de  la 
polea  oponen  la  misma  resistencia  al  movimiento  al  rededor 
del  centra,  tenemos  R  x/x  *  =  ^,  6  A  r=  ^*  5  luegQ 
la  tensión  de  i?fí  =  fí(^ -+./) -H  ^  =  íf^fi^^. 
£s.  de  mucha  importancia  esta  advertencia,  para  valuar  sin 
dificultad  las  tensiones  de  los  cordones,  quando  las  fuerzas 
que  de  ellos  tiran ,  no  tienen  unos  mismos  brazos  de  palan^ 
ca  respecto  del  centro  del  movimiento.  En  el  caso  presente 
no  todos  los  puntos  de  la  masa  de  la  polea  tienen  unos  mia- 
mos braz0s.de  palanca  respecta  del  centro  de  la  misma 

polea. 
944^        %7^      Cuestión  V*  Permaneciendo  todo  del  mismo  moda 
que  en  ¡a  cuestión  antecedente ,  se  nos  pide  que  atendamos  al 
rozamiento  y  á  la  rigidez  de  la  cuerda^ 

Sea  la  gravedad  natural =  áT 

La  fuerza  aceleratriz  simple  de  cada  una  de  los 

puntos  de  los  cuerpos  P  y  fi- =  /    * 

El 
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£1  radio  del  ege  de  la  polea 'zzz  a        Fig. 

£1  radio  de  la  polea  compreendiendo  también  el 

de  la  cuerda .•••••. =:  ¿ 

La  suma  de  los  productos  de  las  moléculas  de  la 
polea  por  los  quadrados  de  sus  distancias  al 

centro zz:  Mkk 

La  razón  entre  el  rozamiento  y  la  presión =:  » 

£1  radio  de  la  cuerda. z=z  c 

Supongamos  también  que  una  cuerda  cuyo  radio  es  b^ 
ton  una  presión  conocida  iST^  enroscándose  al  rededor  de  un 
rodillo  ^  cuyo  radio  junto  con  el  de  la  cuerda  ts  m ,  tenga 
una  rigidez  igual  á  un  peso  conocido  q. 

Sentado  esto  ,  es  evidente  que  el  momento  del  movi- 
miento perdido  por  el  cuerpo  P  y  al  rededor  del  centro  de 
la  polea  ^  ha  de  ser  igual  á  la  suma  que  componen  el  momen<« 
to  del  movimiento  ganado  por  el  cuerpo  (¿y  el  momento  del 
movimiento  ganado  por  la  polea  ^  el  momento  del  rozamien-* 
to  9  y  el  momento  de  la  rigidez  de  la  cuerda  y  respecto  del 
mismo  centra 

Pero  I .®  el  movimiento  perdido  por  el  cuerpo  P  zr 
P(áf — fy^  de  cuyo  movimiento  el  momento  =::P(¿f—/)5. 
2.®  El  mo^miento ganado  por  el  cuerpo  ]2r=:j2(¿f--f-/)j 
de  cuyo  movimiento  el  momento  zz:  Qj^g  '^f)b. 

3  «^  £1  momento  del  movimiento  ganado  por  la  poleS 

4«^  Ya  que  la  fuerza  que  tiene  tirante  cada  cordón 

CP  y  BQ  y  es  evidentemente  igual  al  movimiento  perdido 

TomJV.  K  3^  por 
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lig-  por  el  cuerpo  P,  quiero  decir  i  P(g  — /) ,  y  por  con- 
siguiente la  presión  del  ege  sobre  la  superficie  de  su  cubo  es 
2P(g — /),  sigúese  que  será  anP(g — /)  la  espresioa 
del  rozamiento  ,  y  que  h  del  momento  de  esta  fuerza  res- 
pecto del  centro  sctÍ2anP{g — /). 

y.*^  También  se  echa  de  ver  que  será  ^^^fp^^-  el 
valor  de  la  rigidez  de  la  cuerda  ,  y  que  el  momento  de  esta 
fuerza  respecto  del  centro  será  ^^^S^  =  ^^^^^. 
.Tendremos ,  pues , 

De  donde  sacamos  (  con  hacer  -^  zur)  y 

g(Pbh — Qhh inabT^^hcP)        , 

Una  vez  que  manifiesta  esta  equacion  la  razón  que  hay ' 
entre  la  fuerza  aceleratrlz  /  y  la  gravedad  g  p  será  fiícil 
averiguar  la  razón  que  ha  de  haber  entre  los  espacios  que 
andarán  libremente  los  cuerpos  propuestos  >  y  los  que  anda* 
ríaná  impulsos  de  la  pesantez. 

y  7  P      La  fuerza  que  tiene  tirante  cada  cordón  CPj 

ífí,  es  P(g  — /)  =  fsri=é^^^T=^ '  y  1»  P«- 

sion  vertical  que  aguanta  el  centro  ,  ó  padecen  los  apoyos 
de  la  polea  =  ^jíií::^?^^  ^ 

"ft  4  y  t  y  8  o  Cuestión  VL  Supongamos  que  hajando  vertical 
mente  el  cuerpo  P  á  impulsos  de  su  pesantez  ^  arrastre  tras 
sí  al  cuerpo  Q^  por  el  plano  inclinado  DB  ,  por  medio  de 
una  cuerda  VOCl^que  pasa  por  el  carrillo  de  una  polea  ase^ 

gurada  en  el  vértice  B  del  plano  inclinado  ^  y  empaparte  OQ, 

*   es 
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ef  paralela  á  BD  ;  se  pregunta  iquál  será  la  velocidad  de  los  Flg. 
dos  cuerpos  á  cada  instante  ? 

Prescindiremos  por  ahora  de  la  Inercia  de  la  polea, 
del  rozamiento  ,  y  de  la  rigidez  de  la  cuerda» 

Sean  BC  y  CD  la  altura  y  la  base  del  plano  incli* 
nado  BD.  Supongamos  que  á  haber  estado  libres  los  dos 
cuerpos ,  P  hubiese  andado  en  un  instante  la  vertical  PN 
á  impulsos  de  su  pesantez  natural  f  y  Q,  hubiese  andado 
QK  á  impulsos  de  su  pesantez  relativa  5  pero  que  por  ra- 
zón de  estar  sugetos  ambos  cuerpos  ,  P  ande  PM,  y  Q  an- 
de  QM.  Tendremos  (   212   )  la  equacion  P  x  MN  =: 

Sea  la  gravedad  natural «  =  ^ 

La  fuerza  aceleratriz  simple  de  cada  uno  de  los  pun- 
tos de  los  cuerpos  Pyj^.,..... =:  / 

Sa , z=d 

CD. i ==  e 

BD. =  V(dd'+-ee)  =  * 

Tendremos  MN  =zg-^f,  QK=z^  ,  KH=zf-i-^ 
luego  la  equacion  precedente  se  transformará  en  P(g  — f) 

—  Q(/-H-  lí) ,  de  donde  sacaremos /=  - '  \  . 


];8x      1.a  fuerza  que  tiene  tirantes  cada  uno  dclot 

áos  cordones  ZP,  00,  es = P(¿ — /)  =t-Jr — !_.  Pero 

P-Hfí      : 


la  dirección  de  la  tensión  del  cocdon  ZP  es  paralela  á  BC, 
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Fig*  y  la  de  la  tensión  del  cordón  OQ  es  paralela  á  BV.  Para 
determinar  la  presión  que  causan  estas  dos  fuerzas  en  e! 
centro  A  de  la  polea  ,  representémoslas  por  las  rectas  AE^ 
AG  iguales  entre  sí,  y  respectivamente  paralelas  á  BC  y^ 
BD.  La  presión  que  buscamos  se  podrá  representar  por  la 
diagonal  AF.  Sea  i  el  seno  del  ángulo  CBD^  /,  el  seno  de 
la  mitad  del  mismo  ángulo  ,  siendo  i  el  seno  total  i  la  es* 


-3 T—   »<  T- 


presión  analytica  de  ^F  será 

Por  lo  que  mira  á  la  presión  que  aguanta  el  plano  Tn* 
diñado  BD  y  es  siempre  ^  ^  la  misma  que  si  no  hubiera 
movimiento. 

582      Cuestión  Vil.    Permatieciendo  todas  las  cosas 
^  ^    del  misino  modo  que  en  la  ultima  cuestión ,  se  nos  pide  qué 
atendamos  á  la  inercia  de  la  polea. 

Conservaremos  las  mismas  denominaciones  del  artfcu-» 
lo  ante¿edente ,  y  llamaremos  cómo  antes  (  5  7  í  )  Mkk 
la  suma  de  los  productos  de  las  moléculas  de  la  polea  por 
los  quadrados  de  SUS  distancias  al  centro.  Es  evidente  que 
(de  estos  supuestos  sacaremos  la  cquacion  P{g  — f)lt  =: 

Illa  k  razón  entre  la  fuerza  aceleratriz/y  la  gravedad^. 
¡58}     I^  egresión  de  la  fuerza  que  tiene  tirante  cada  uno 

oe  los  dos  cordones  ZP ,  OQ ,  es 


Pbb  H-  í^¿  -t-  Mkk, 
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y  I*  ele  la  presión  que  resulta  contra  el  centro  de  la  polea ,  es  Fig.- 
Pbb -+- QJhb -^^  Mkk 


f5  84      Cuestión  VIII.   Quedándose  Jas  cosas  del  mis^  ^  4Í4 
fno  modo  que  en  la  cuestión  antecedente ,  se  nos  pide  atenda^. 
mos  también  al  rozamiento  y  á  la  rigidez  de  la  cuerda^       \ 

Reparo  desde  luego  que  hemos  de  considerar  aquí  dos 
especies  de  rozamiento.  £1  uno  obra  en  el  ege  de  la  po^ 
lea  y  y  el  otro  en  el  plano  inclinado  BD.  Este  es  por  lo 
regular  mas  considerable  que  el  primero  ^  porque  se  pone 
bastante  cuidado  en  alisar  y  untar  los  eges.  Usaremos  y  puesy 
de  distintos  números  para  espresar  las  razones  que  hay  en<^ 
tre  estos  dos  rozamientos  y  las  presiones  de  que  se  originan. 

Usaremos  dé  las  mismas  denominaciones  ^  y  llamaré^ 
mos  a  el  radio  del  ege  de  la  polea  $  ^^  el  de  la  cuerda  $  by  el 
tadio  de  la  polea  y  junto  con  el  de  la  cuerda  5  f>  >  la  razoni 
entre  el  rozamiento  contra  el  ege  y  y  la  presión  que  dicho 
ege  aguanta  3  p>  la  razón  entre  el  rozamiento  contra  el  piar 
no  inclinado  >  y  la  presión  que  padece  el  mismo  plano  3  qy 
U  rigidez  de  una  cuerda  dada  y  cuyo  radio  es  b  y  que  se 
enrosca  en  un  rodillo  cuyo  radio  y  junto  con  el  de  la  cuei^i 
ida  ^  es  m  9  y  está  cargada  de  un  peso  conocido  N. 

Sentado  todo  esto  y  el  movimiento  perdido  por  el  cuer*4 
po  P  =:  P{g  — /)  5  el  momento  de  este  movimiento  respec- 
to del  centro  de  la  polea  :=2P(g  — /)*.  El  movimiento 
ganado  por  el  cuerpo  Q  ==0/-+-  ^)5  el  momento  de  este 

mo^ 


/ 
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Fíg*  movimiento  respecto  del  centro  =:j2(/-H^)*.  El  mo- 
mento del  movimiento  ganado  por  la  masa  de  la  polea  'zz 
jlíkk  -4-  4  9  con^^  antes.  Siendo  en  general ,  como  es  evi- 
dente, PC¿—/)  4  ^^  cspresion  de  la  presión  que  obra  con* 
tra  et  ege  de  la  polea  ^  el  rozamiento  contra  el  mismo  ege 
será  zz  nP(g  ^/)4 »  ^^  momento  de  este  rozamiento  res- 
pecto del  centro  =:  "^^(—(1^  £1  rozamiento  contra  el  pU- 
tio  inclinado  BT)  rr  ^  4  el  momento  de  este  rozamiento 
aspecto  del  centro  =::  füSL^  Finalmente  i  siendo  %P{g^^f) 
la  fuerza  absoluta  que  tira  la  cuerda  i  y  la  impide  que  se 
doble  ^  la  rigidez  de  la  misma  cuerda  será  =  ^^'^^  ^  el 
momento  de  la  rigidez  respecto  del  centro  =r  — ""-^^^t 
como  antes.  Verdad  es  que  la  cuerda  no  abraza  ahora  un 
semicírculo  entero ,  por  lo  qual  es  algo  menor  su  rigidczi 
pero  esta  circunstancia  hace  muy  poco  al  caso# 

£1  momento  del  movimiento  perdido  por  el  cuerpa  F 
ha  de  ser  igual  á  la  suma  de  todos  ios  demás  momeatos} 
tendremos  ,  pues ,  la  equacion 

dclaqüalsacaremos(haciendo4==^4==*»T==">'ffi"==^% 

cuya  equacion  manifiesta  la  razón  que  hay  entre  U  fiíerza 
aceleratriz/t  y  la  gravedad  g^ 

585  La  fuerza  que  tiene  tirante  cada  ono  de  los 
aos  »r<l«,«.  es  =  jg^^^^S, ,  y  U  pr«Ior 
contra  d  cen<to  de  U  polea  =  ^^^gcg^^. 

Cues- 
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5  8  tf      Cuestión  IX.  Estando  atados  dos  cuerpos  P  j'  Q,  Fíg* 
á  los  estremos  de  dos  cuerdas  que  se  enroscan  al  rededor  de  2^6. 
dos  poleas  ó  ruedas  concéntricas  ,  de  radios  diferentes  ,  y  sut 
poniendo  que  P  bage  á  impulsos  de  su  pesantez  ^  haciendo  que 
suba  Qj  iquáles  serán  las  velocidades  de  las  dos  ruedas  d  ca* 
da  instante  1 

Prescindimos  por  ahora  de  la  Inercia  de  las  ruedas^ 
del  rozamiento  ^  y  de  la  rigidez  de  las  cuerdas. 

Supongamos  que  si  hubieran  estado  libres  los  dos  cuer- 
pos P  y  Qy  hubiesen  andado  en  un  instante ,  á  impulsor 
de  su  pesantez  natural  ^  los  espacios  iguales  PNy  Q/Cy^to 
que  por  razón  de  estar  sugetos ,  P  ande  PM  bajando ,  y; 
Q  ande  QH  subiendo.  Sentado  esto  ,  el  momento  del  mch 
vlmiento  perdido  por  el  cuerpa  P  ha  de  ser  igual  al  mo« 
mehto  del  movimiento  ganado  por  el  cuerpo  Q  y  y  tendré- 
mos  9  tirando  los  radios  AC  ^  AB  ^  la  equacion  P  x  MN  x 
ABzzzQxKHxAC 

Sea  la  gravedad  natural  PN  ó  QK •  •  =:  Jf 

La  fuerza  aceleratriz  PM  de  cada  uno  de  los  pun-  . 

tos  del  cuerpo  P •  •  •  •  • •  •  • .  •   =^  P  ^ 

La  fuerza  aceleratriz  QH  de  cada  uno  de  los  pun-  ; 

tos  del  cuerpo  Q. •  • .  •  •   rr  9 

£1  radio  CA  de  la  rueda  menor. .  • =4 

£1  radio  AB  de  la  rueda  mayor ziz  ¿ 

La  equacion  precedente  se  transformará  en  P(£ — p)b 

^ 

Fuera  de  esto ^ €S evidente  que  las  velocidades  py  q 

con 
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lig  C)i  que  dan  vueltas  los  puntos  5  y  Cde  las  dos  ruedas,  son 
proporcionales  á  los  radios  de  las  mismas  ruedas  >  y  ten* 
drenios  por  consiguiente í>  \qi:b  i  a\  luego pa  zzz  bq.  Com- 
parando una  con  otra  estas  dos  equaciones ,  hallaremos  p  zzz 
mi=^  >  i  =  %^^  r  cuyos  valores  manifiestan  la 
razón  que  hay  entre  cada  fuerza  aceleratriz  p  y  í  ,  y  la 
gravedad  g  i  será  Éu:ii  por  lo  mismo  determinar  ios  espa- 
cios andados  por  los  dos  cuerpos  en  un  tiempo  dado. 

587  La  fuerza  que  tiene  tirante  el  cordón  BQ  y  es 
Igual  al  movimiento  perdido  por  el  cuerpo  P  ,  cuya  espre« 
sion  es  por  consiguiente  P(^g — /)  zz  ^^^^^*  La  fuer- 
za que  tiene  tirante  el  cordón  CQ ,  es  igual  al  movimiento 
ganado  por  el  cuerpo  Q ,  cuya  espresion  es  por  consigulea-« 

Causan  estas  dos.  fuerzas  en  el  centro  A^  común  á  aqi^ 
l^as  ruedas ,  una  presión  verti<:al  igual  á  su  suma  ,  cuya  es?- 
presión  es  por  consiguiente  '-^^^^  -i-  «^g^S^  =5 

Para  los  que  hubieren  leído  con  cuidado  todo  lo  xU-i 
icho  hasta  aquí  y  y  tuvieren  presente  lo  que  advertimos  an« 
tes  (  5  7  7  )  ,  será  fácil  resolver  la  cuestión  actual, 
Utendiendo  á  la  inercia  de  las  ruedas  ^  al  rozamiento  >  y  á 
la  rigidez  de  las  cuerdas. 
Íf47#  588  Cuestión  X.  Sea  OMC  una  rueda  de  carruage, 
que  vá  rodando  por  el  suelo  GH  a  impulsos  de  una  fuerza  da^ 
da  F  ,  cuya  dirección  AF  pasa  por  su  centro  Ay  y  es para^ 
lela  al  plano  GH  5  iquál  será  la  velocidad  de  la  rueda  ? 

Des- 


/ 
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Desde  luego  es  evidente ,.  que  si  no  hubiera  roza-  Flg. 
miento  en  M  j  no  tuviera  la  rueda  mas  que  un  simpté 
movimienta  progresivo  ^  de  suerte  que  tlamanda  P  la  ma-- 
sa  entera  que  se  ha  de  maver  >  /^  la  simple  ñierza  ace- 
leratriz  del  centro  A  ^  tendríamos  h  equacion  FzizP  ^k 
/,  ó  /  =  -y  >  gcro  este  caso  no  se  verifica  en  la  natu- 
raleza. ^ 

Supongo  y  pues ,  que  á  medida  que  vá  caminando  efe 
dentro  A  en  la  dirección  GH ,  haya  en  M  una  fuerza  Mí^ 
que  impele  la  rueda  para  que  dé  vueltas  en  la  dirección 
opuesta  Ci)!ÍD  9  teniendo  presente  na  obstante  que  esta  fuerza 
Ml^t%  una  fuerza  puramente  pasiva,  que  no  tiene  mas  eger- 
eicio  que  el  que  ta  procura  la  fuerza  F.  Supongo  también 
que  el  centro  de  gravedad  del  pesa  de  la  rueda  y  y  de  los 
pesos  estraños  que  se  la  pueden  cargar  ,  esté,  sensiblemente 
por  ló  menos  ,  en  el  plano  que  pasa  por  el  ege  A  del  ma^^ 
yimlento ,  y  es  paralelo  al  terreno  GH^ 

Sea  la  fuerza  absoluta  Mí^.  .......  ^ .  •  zzzH 

La  masa  de  toda  ta  máquina =  F 

La  fuerza  aceleratriz  simple  del  centro u4 •  .\ . ..  :=  / 
La  fuerza  aceleratriz  simple  de  rotación  del  puni- 

%o  M^ =:«r 

La  suma  de  bs  productos  de  tas  partes  de  fa  rue- 
da que  dan  vueltas,  por  los  quadtados  de  sus 

distancias  al  ege  ^del  movimienta rz  Mhk 

El  radio  Aq  del  ege  xqy . •   n:  a 

El  radio' .^á!^ de  la  rueda OCilf. * =* 


•T    ^ 


é 
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Rg.  1  .^  Tendremos  (    178    )  la  cquaclon  F  —  H  =: 

2*^  Se  emplea  la  fuerza  H  en  dar  vueltas  á  la  rue^ 
da  j  y  vencer  el  rozamiento  del  ege  contra  el  cubo*  Por 
consiguiente  el  momento  de  H^  esto  es,  Hby  ha  de  ser  igual 
ftl  momento  del  movimiento  que  gana  la  rueda  dando  vuel- 
tas ,  mas  al  momento  del  rozamiento.  Pero  el  momento  del 
movimiento  de  rotación  es  Mkk  x  y.  Para  hallar  el  mo« 
tnento  del  rozamiento  y  represento  por  Ar  la  fuerza  F  ^  ó 
la  presión  del  ege  contra  el  cubo,  en  la  áiitcclotíAFi  por 
Am  la  presión  conocida  (  que  llamo  R )  del  ege  contra  el 
cubo  en  la  dirección  AM.  Concluyendo  después  el  para« 
lelogramo  rectángulo  Arnm ,  tiro  la  diagonal  An.  £s  pa^^ 
tente  que  esta  diagonal  An ,  cuya  espresion  es  V(FF  -H 
RR)  y  representa  la  presión  del  punto  q  de  la  superficie  del 
ege  contra  la  superficie  del  cubo.  Luego  si  llamamos  n  la 
razón  entre  el  rozamiento  y  la  presión ,  el  rozamiento  de 
que  se  trata.será.nv/(2r2^r*-ií/i) ,  y  el  momento  de  este  ro- 
zamiento respecto  del  centro -^,  será  na\/(FF -^  RR).  Ten- 
dremos ,  pues ,  la  equacion  ffxfizzz  ~—  -h  na\/(^FF-^ 

RK)  ,om  — -jjji • 

589  Se .  ha  espetlmeniado.  que  en  una  rueda  que  dá 
con  libertad  vueltas  por  el  suelo  ,  el  centro  ^  y  el  pun« 
to  M  tienen  sensiblemente,  la  misma  velocidad.  Si  combi* 
namos  este  esperlmento  con  las  fórmulas  antecedentes^  sa- 
caremos un  medio  muy  sencillo  para  determinar  la  fuerza 
H ,  bien  que  es  dificultoso.  señálatLla.  cania  física  que  cau« 

sa 


y 


Plana  SÍO- 
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sa  esta  fuerza.  Porque  sí  suponemos /=:  m  ,  tendremos  una  Fíg. 
cquacion  en  que  no  habrá  mas  incógnita  que  H. 

Me  paro  poco  en  estas  consecuencias  que  se  infieren 
!de  nuestras  fórmulas.  Se  echa  de  ver  que  los  dos  movimien* 
tos  de  la  rueda  van  desde  luego  creciendo  \  pero  muy  en 
breve  llegan  ambos  movimientos  ,  según  hemos  observa* 
do  (570)9  á  la  uniformidad  ,  ó  si  se  quiere ,  son  succe- 
slvamente  acelerados  y  retardados  en  intervalos  de  tiem- 
po muy  cortos  ,  por  manera  que  la  velocidad  adquirida  al 
principio  parece  ,  con  poca  diferencia  ^  uniforme.  Los  ani« 
males  que  tiran  del  carruage ,  después  de  haberle  comu- 
nicado la  velocidad  permanente  y  uniforme  de  que  he« 
mos  hablado  ^  no  hacen  cada  instante  otra  cosa  mas  que  le- 
vantar el  mismo  carruage  de  entre  los  hoyos  del  terreno 
en  que  se  mete  ,  con  lo  que  causan  en  M  una  fuerza  cuyo 
oficio  es  vencer  continuamente  el  rozamiento  del  ege  con«« 
tra  el  cubo. 

Resolución  de  algunas  Cuestiones  de  Dinámica. 

5  90      Cuestión  I.    Hallar  la  naturaleza  de  la  curva  2  4  $# 
isócrona  ,  d  de  una  curva  tal  que  si  un  cuerpo  grave  cayere 
á  lo  largo  de  ella  y  ande  alturas  iguales  en  tiempos  iguales. 

Supongamos  que  un  cuerpo  grave  cayga  libremente  á 
lo  largo  de  la  curva  ADF  y  de  modo  que  empezando  su 
caida  en  el  punto  A  y  se  halle  al  cabo  de  un  segundo  en 
el  punto  D  y  correspondiente  á  la  altura  vertical  ACy  y  al 
cabo  de  otro  segundo  se  hal^e  en  el  punto  F  y  correspon- 

dien- 
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Kg.  diente  á  U  altura  vertical  ^E ,  tal  que  AE  =:  a^C ;  o 
tal  que  si  el  tiempo  que  gasta  el  cuerpo  para  andar  JÍF  es 
al  tiempo  que  gastare  para  andar  AD  ::p:  q,  sea  también 
AE  :  AC ::  p  :  9  ;  el  onpeiio  está  en  hallar  una  equacioa 
en  que  esté  cifrada  la  naturaleza  de  la  curva  ADF. 
I!14P.         Imaginemos  que  el  cuerpo  cayendo  desde  A  ande  la 
curva  que  se  pide  BFG  y  en  la  qual  se  tomarán  los  arcos 
infinitamente  pequeños  DG  ^  FH  ,  que  podemos  considerar 
como  lineas  rectas ,  correspondientes  á  las  alturas  iguales 
GI  y  HL  s  y  prolongúense  dichos  arcos  DG  ^  FH  hasta 
que  resulten  las  tangentes  GMy  HN ,  y  tírese  la  DP  pa*- 
ralela  i  HN.  Las  velocidades  que  el  Cuerpo  hubiere  ad« 
quirido  en  los  puntos  6  y  // ,  son  las  mismas  (248    ^ 
que  adquirirla  cayendo  perpendicularmente  desde  la  mis- 
ma línea  orizontal  AC ,  andando  las  rectas  CG^  EH^  cuyas 
lineas  serían  en  este  supuesto  los  espacios  que  el  cuerpo 
hubiese  andado^  y  serian  como  los  quadrados  de  las  mismas 
yelocidades» 

Esto  presupuesto ,  FH  es  á  DG  en  razón  compuesta 
He  la  razón  que  hay  entre  FH  y  HL  ,  y  de  la  que  hay 
entre  la  misma  HL ,  ó  su  igual  GI  y  DG  5  esto  es ,  de 
la  razón  que  hay  entre  la  tangente  FN  >  y  la  aplicada 
FK  y  y  de  la  que  hay  entre  otra  aplicada  qualquiera  DT  ^y 
la  tangente  correspondiente  DM.  Pero  ya  que  DP  es  pa<* 
ralela  á  HN,  será  FN  i  FK  ^  como  DP  i  DT.  Luego  la 
razón  compuesta  de  la  que  hay  entre  FN  y  FK ,  esto  es 
de  la  que  hay  entre  DP  y  DT  ^  y  de  la  que  hay  entre 

DT 
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DTy  DM  j  es  igual  á  la  que  hay  entre  DP  y  DMi  lue-  Fíg* 
go  la  velocidad  en  F  es  á  la  velocidad  en  D  ,  como  DP  á 
DM.  Y  como  el  quadrado  de  la  velocidad  en  F  es  al  qua- 
drado  de  la  velocidad  en  D  ::  FK  :  DT  s  también  será 
(DPy  :  {puf  ..  FK:  DT.  En  virtud  de  esto  queda  la 
cuestión  transformada  en  otra  puramente  geométrica  ^  que 
se  puede  proponer  en  estos  términos. 

Dada  de  posición  la  recta  AC  y  el  punto  A  5  hallar  la 
curva  BFG  ,  tal  que  si  por  un  punto  qualquiera  D  se  tira  la 
tangente  DM  ^  y  desde  el  punto  D  la  DP  paralela  á  la  tan^ 
gente  FN  ,  el  quadrado  de  DM  tenga  con  el  quadrado  de  DP, 
la  pfi^ma  razan  que  DT  con  FK. 

£s  evidente  que  la  recta  AC  y  en  lá  qüal  rematan  las 
ordenadas  DT ,  FK  y  no  puede  ser  el  ege  de  la  curva  y  n¡ 
tampoco  el  punto  A  su  vértice.  Porque  si  pasase  la  curva 
por  el  punto  A  yX^,  ordenada  correspondiente  á  dicho  pun*- 
to  sería  cero  \.  y  si  en  vez  de  comparar  la  ordenada  DT 
con  la  ordenada  FK  y  la  comparamos  con  la  ordenada  del 
punto  A  y  sería  infinita  la  razón  que  ent^e  ellas  hubic^ 
se  y  y  como  esta  razón  ha  de  ser  igual  á  la  que  hay  en 
tre  (DMy-  y  (DP)*  ,  resultaría  que  una  cantidad  infinita 
sería  igual  á  una  cantidad  finita  y  cuya  consecuencia  es  u\x 
absurdo. 

Llamemos  AKy  x  i  FKyyiDT ,  a  i  DMy  h  5  será  FL 

z=zdx yHL'z:zdy y  y  por  consiguiente  FH zzz  \/(dx^ -^(fy^y 

De  los  triángulos  semejantes  LHF ,  TDP  se  sacaXH:  HF 

r.TDiDPyQsto  es,  rf>  :  l/(rfjc*^4y*)::  a  ;  "<^'"y"''^-'^ 

Tom.IK  Kk  = 
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Fig.  =  DP ,  y  (DPy  =  ^l^Jl^lL.  Ya  que  por  la  propiedad 
de  la  curva  DT :  FK ;:  (fiMy  :  (J)P)\  esto  es  a  :  j^ ::  tó: 
íf¿l!giíf«l  ::  ¿Wjp»  :  n^ii^*  ^  aady",  sacaremos  bbydy^  = 

41^ dx^  -4-  a'^*5  trasladando,  Wj^i(y* —  0>dy'^  zná^dx^  ,  y 
sacando  la  raíz  quadrada  dyV(J^ky  —  u')  =  iáp\/a^  Lue- 
go integrando  será  ^^'¡¡^^^^^  x  i/(W — a'  ==  ítv^ii'  5  jr 
si  hacemos  y  —  j^  =: «  ,  la  equacion  llegará  á  ser  ^zy/bh 
tzz  xy/a^ ,  ó  quadrando  -^Bbz^  z=z  a^x  ,  y  «'  =  ^p*  Y  así, 
si  desde  j4  tiramos  la  perpendicular  j4B  =:  ^  ,  tiramos 
la  BR  paralela  á  /ÍC ,  y  desde  el  vértice  B  >  siendo  BR  el 
ege  >  y  !;;■  >  ó  -2-  ^5  el  parámetro  ,  trazamos  La  parábola 
cúbica  BfJG ,  tal  que  el  producto  del  parámetro  por  el 
quadrado  de  la  abscisa  sea  igual  al  cubo  de  la  aplicadaí 
quedará  construida  la  curva. 

Ya  que  el  cuerpo  bajando  por  la  curva  BHG  y  anda 
alturas  iguales  en  tiempos  iguales  h  lo  mismo  es  por  lo  tocan- 
te á  la  altura  de  la  calda ,  que  si  con  la  velocidad  final  que 
tiene  en  B^  habiendo  caido  por  la  recta  AB  y  bajase  después 
por  BS  con  un  movimiento  uniforme  5  en  cuyo  caso  es  cons- 
tante que  y  en  el  mismo  cicmpo  ,  se  anda  un  espacio  duplo 

del  que  se  anda  con  un  movimiento  uniforinemente  ace- 
lerado desde  el  primer  instante  del  movlóuento  s  y  por  con- 
siguiente si  se  toma  BS  dupla  de  AB  ^  el  tiempo  que  gas- 
tará para  andar  BH  ,  después  de  la  caida  por  AB ,  será 
igual  al  que  gastó  para  andar  AB^ 

5  p  I      Cuestión  IL  Hallar  la  curva  isócrona  paracén- 
250.  trica  y  ó  la  equacion  de  una  curva  ABO  ,  tal  que  un  cuerpo 

gra- 
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grave  mometidose  a  lo  largo  de  ella ,  después   de  caer  de  Fig* 
una  altura  dada  RA. ,  se  aparte  igualmente  en  tiempos  igua^ 
les  de  un  punto  dado  A.     . 

Sea  ABMbi  curví  que  st  pide  y  y  llamemos  AP^  xi 
PMyy  5  será  por  consiguiente  AMz=z  V^x^  ^^y^)y  Y  su 
diferencia  MG  =2  ^ttH^^]  9  lo  que  el  cuerpo  se  aparta 
en  un  momento  del .  punto  A  >  mientras  anda  el  arco  Mm 
r=  \/(d^^  -+-  4y^)  9  ^  como  andando  AB ,  que  es  el  primee 
elemento  de  la  cufva  >  se  aparta  del  mismo  punto  A  toda  la 
longitud  del  zrcoAB.  Una  vez  que ,  por  la  cuestión ,  las  can« 
tidades  Mm  y  AB  que  espresan  lo  que  el  grave  se  aparta  del 
punto  A  son  iguales  y  serán  también  iguales  los  tiempos  que 
gasta  en  aodar  AB  y  mM ;  por  consiguiente  los  espacios 
AB  y  Mmy  esto  es,^^gi^,  y  \/(rf^»^í(f^)  serán 
proporcionales,  á  las  velocidades  que  tuviere  el  cuerpo  en 
Ay  M.  Y  por  ser  estas  velocidades  como  las  raices  de 
las  alturas  de  que  ha  caldo  el  grave  y  esto  es  y  como  la  raiz 
i(le  AR-izzay  y  de  AR  -H  PMzz^a  -+-j^ ,  tendremos  esta 
cquacion  (íIH-j^)  x  ^—^^  =  <áíP*-t-  ¿y)  >  ó  ax^dx^ 
H-  ^axydydx  -+-  aysdy^  -+-  yxxdx^  -+-  ^yyxdydx  -t-  j^'í(y* 
s:  axxdx^  -+-  axx4y^  -»-  ^yydx^  -h  /i^y^y*  >  que  borrando 
las  cantidades  que  se  hallan  en  ambos  miembros  ^  trasla« 
dando  el  término  %é^yx4ydxy  y  sacando  la  raiz  quadrada^ 
se  reduce  á  (jrájip  -+•  j^4y)v!y  =  (jdx  —  xdyy/a  ,  cuya 
construcción  se  hace  dificultosísima  por  la  mezcla  de  las  in-« 
determinadas. 

Escojamos  y  pues  y  otras  indeterminadas  que  nos  den 

Kk2  una 
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Jlg.  una  equaclon  de  mejor  índole  ^  por  medio  de  la  qual  se 
puedan  señalar  los  puntos  de  la  curva.  Llamemos  AM ,  ts 
FDyZi  los  triángulos  semejantes  ADF^  APMdzTÍn  AF, 
AM::  FD  :  MP  z=z  ^  i  MG  =r  dt.  Los  sectores  semejan- 
tes ^//F,  AwG  ázxiii  AF :  FH ::  Am  i  mG  z=z '^j^^:;:^^ 
^t  SCT  FH  =z -^^^^   (IIL^jQ).   Luego  yaque  ilfG: 

RA ^  Pi»f ,  ó  (vf iíí)* :  («í^)*  i:  i?^i5  JIf  í> ,  ó  <k'':  ^^ :: 

a  :  ^  ,  que  se  reduce  á  -yj  =^  ^{aa^^)  >  ^^"^«  1^^  ^^^^^ 
terminadas  están  todas  ^ep^radas  ;  kittgraodo  ,  sale  2\/p 

s=  *y-  ^^;,ar— ^  >  ^^^  ^^  ^^  equacípn  de  la  curva  paracén-^ 
trica. 

Pende  ,  pues  ,  la  construcción  de  está  curva  de  la  in- 
tegración de  la  cantidad  ^.  j^  3. ,  que  integraremos  por- 
medio  de  la  rectificación  de  un  arco  de  otra  curva  >  ó  sa-^ 
poniendo  que  ■..  J*^  -<  es  el  elemento  de  un  arco  de  curva* 

Una  vez  que  (  III.  j  8  y  )  V(d^^  •»-  ^*)  es  la  fór- 
mula general  del  elemento  de  un  arco  de  curva  qualquier»» 
tendremos  por  nuestro  supuesto  V(dx^  H*  iy^)  z=  ^(^j^^.^p 
y  dx^ -H  dy^  =:  ~zE^i*  ^^^^  ^^  ^  entender  que  las  coor- 
denadas dx  ^  dy  de  la  curva  rectificable  están  espresadas 
en  z  5  hemos  ,  pues ,  de  dividir  el  quadrado  J^^  ^ ,  ó  al- 
guno de  sus  múltiplos  ,  en  otros  dos  cuyas  raices  sean  in- 
tegrables y  si  puede  ser.  Por  consiguiente  y  como  el  nume- 
rador d^dz*'  ha  de  ser  la  suma  de  dos  quadrados  ,  es  preci- 
so no  solamente  que  los  quadrados  en  que  le  hemos  de  di- 
yidir  tengan  signos  opuestos  ,  sino  (jue  tengan  también  de- 
no- 
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nominadores  de  tal  forma  y  que  su  producto  sea  la  misma  Figé 
cantidad  aH  —  «^  Pero  como  d^z  —  z^  no  se  puede  re- 
solver en  dos  factores  que  tengan  las  circunstancias  men- 
cionadas ,  y  podrá  ejecutarse  esta  resolución ,  si  le  trans- 
formamos en  a^x?'  —  z'^ ,  que  es  el  producto  de  (az  -+-  «*) 
X  (az  —  z^)  y  multiplicaremos  por  z  la  fracción  ■,''^*3 ,  y 
resultará  estotra  tti^—T'  ^^  llamamos  respectivamente  M 
y  N  los  numeradores  de  las  raices  ,  serán  estas  raices 
^i£^  y  --rr^^^..  Por  lo  dlcho  (  IIL  4P  a  )  sabemos 
que  cada  una  de  estas  cantidades  será  integrable  ,  si  fuese 
-ilf  =  -j  (¿I  -H  2«)  ,  y  iV  =  ^(a —  2z) ;  por  manera  que 
bichas  raices  vengan  á  ser  t¡^^)  Y  ^^h  Veamos, 
pues,  si  la  suma  de  los  quadrados zz: j^^^^. 

Por  ser  ¿*  =  f  ^^% ,  y  dy  =^^^ ,  será 
^.  =  '^•^^^^  ,  y  dy  =  í-z=^fil2iC,  por  con- 
siguiente rf**-H  ^*=ill13?^eVü  -H  íllr^^^ü, 
esta  equacion  después  de  reducidos  los  dos  términos  de  su 
segundo  miembro  á  un  mismo  denominador,  y  egecutadas 
algunas  reducciones  ,  se   transforma  en    dx''-  -^  dy*  = 

,¿/n'— '6t*  =  n^iT  >  que  es  un  múltiplo  del  quadrado 
que  nos  propusimos  resolver.  Luego  finalmente  V(dx^  -»- 
dv^\  —       '^'^"^ 

]  Pero  ya  que  -^  =  ^{^^1^^) »  sacaremos ,  multipli- 
cando ambos  miembros  por  ^ ,  ^  =  ^^-j-^.  Si  mul- 
tiplicamos por  \/tf  ambos  términos  de  la  fíraccion  que  com- 
pone el  primer  miembro ,  no  mudará  de  valor ;  luego  tendre- 
mos ^  =  ^^-— ,  y  |)asando  t  del  denominador  del 
Tom.ir.  Kk3  pri- 
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primer  miembro  al  numerador,  será zr  ^/ JI  _a  o 

rz  du  5  integrando  ,  saldrá —  rz  «  5  y   considerando 

i  Via 

que  2a  =  i/aa  x  \/2a ,  5crá  =:v  2tf 

Como  esta  equacioa  dá  el  valor  ác  t  y  $1  queremos 
construir  la  curva  isócrona  paracéntrica  ,  hemos  de  cons* 
truir  primero  la  curva  cuyas  coordenadas  son  respcctivar 
mente  \^(az  -+-  ís*)  y  \/(fiz  —  «*) ,  de  las  quales  la  prír 
mera  es  la  semiordenada  de  una  hy pérbola  equilátera ,  cuya 
primer  ege  =z  ^ ,  y  la  abscisa  r=  ¿s ,  y  la  segunda  es  la 
semiordenada  de  un  círculo  cuyo  diámetro  =11  ^  y  U  absrr 
cisa  =; «. 

Declaremos  por  menor  la  naturaleza  de  esta  curvá^ 
llamando  respectivamente^  éy  sus  coordenadas.  Tendré* 
nios ,  pues ,  x  =1  V(jíz  -h  «*) ,  é  j^  =:  y'Ctf «—«*).  Por  con- 
siguiente jc*  =  a«  -+-  »*^ ,  é  ^^  =  a¿  —  ;5*.     Si  resolvc-^ 

inos  la  primera  de  estas  equaciones  para  sacar  el  valor  de 
%  y  hallaremos  z  =:  V^(^^*  -+•  ¿r*)  — ^^  t  ^  '  ^^^*  >  P^^^  >  ^* 

—  ^V/(~^*  -t-  :^^)  =  :í^  -H  i  ^*  —  av/(^*  -H  ^ü-)  i  y 

por  lo  mismo  az  —  z^  zz:y^  =z  — -  ¿r^  —  /i*  -+-  za\/(x^ 
r-H  -ja*)  ,  que  dá  j/*  -+-  ^^  -+-  iit*  =:  2a\/(x^  -H  -7^*) ,  y 

4 
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,^  ¿|»jp»  -jJ  d\  TEsta  cquacion  manifiesta  que  la  curva  de  cu-  Fíg^ 
ya  rectificación  pende  la  construcción  de  la  isócrona  pa- 
racéntrica  ,  es  del  quarto  grado. 

Veamos  por  mayor  qual  ts  su  curso.  Si  liacemos  jKrrroi  ^  y  i 
saldrá  y^  -H  aa*j^*  =0  ,  6  O^  -+-  2a^y)y  =:  o  5  luego 
j^  nr  o ,  y  por  consiguiente  la  curva  pasa  (  III.  i  ^  )  poc 
el  origen.  El  supuesto  de  j^ní  o  >  dá  también  á;=  o  5si  dié^ 
ramos  succcsivamente  diferentes  Valores  i  x  ^  sacaríamos 
(que  la  curva  Se  vá  apartando  del  ege  y  hasta  encontrar  eñ 
/  con  el  círculo  trazado  desde  el  centro  ^ ,  y  con  el  ra**- 
-dio  AN:=z  a.  Porque  si  diferenciamos  la  equáción  hallada 
de  la  curva  ,  y  suponemos  después  ^r=  o  ,  sacaremos 
(  III.40  I  >  el  valor  de  la  mayor  ordenada j^,  que  seráj^zi: 
V(tf *  —  áp*) ,  que  espresa  cabalmente  la  ordenada  del  cír- 
culo cuyo  centro  es  -¿í ,  y  el  radio  rzr  NA.  Siguiendo  el 
rastro  de  la  curva  mas  allá  de  /  >  hallaríamos  que  se  vá  ar- 
rimando al  ege,  hasta  que  x:zzV^o}  y  donde  encuentra 
otra  vez  el  ege,  y  es  otra  vezj^  rr  o  ,  conforme  lo  veri- 
ficará el  que  substituyere  en  la  equacion  que  la  representa^ 
.\/2a*  en  lugar  át  x.  ^ 

Si  en  la  equacion  a*  —  x'^z^y^  ^  substituyéramos  en 
lugar  de  y*  su  valor  %ay/ip¿^  •^7^*)  —  ^*  —  ^*  que  ha- 
llamos antes  ,  sacaríamos ,  después  de  egecutadas  las  opera- 
ciones correspondientes,  X'=lV\(^^'=zDH. 

Supongamos  ahora  en  6.  el  origen  de  las  abscisas, 

y  Gj^^í/jSerá  AQ,  —  xzz;:^  — «>y  por  ser  ¿zrrV'aa^ 

4a  equacion  de  la  curva  se  transforina^á  en  b^(i  rr'uy'  ^ 

^  Kk4  (í 
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mayor  que  b  ,  pongo  por  caso  =:  -|"*>  será  * — u  z=zb  — 

i.¿  =  — ^¿,(¿— «)*  =  i¿S    (A— 1,)4— ¿¿4.    por 

consiguiente  ^b^  —  -^b^  =:  j^*-h  T^^  "^  ^^J^*  >  ^'^  ^^* 
.^¿4;^j;4^^  4'^*J'**  ^^^  consiguiente  yá  que  el  valor  de 
y  es  real  aun  quando  GQ  es  mayor  que  G^^  ó  que  el  eg^ 
jde  la  curva  GIFAIG^  la  curva  prosigue  mas  alU  de  ^,  y^ 
sus  ramos  se  cruzan  en  A  y  donde  forman  un  nudo.  La  mis- 
ma construcción  está  manifestando  que  la  parte  inferior  de 
Ja  curva  es  semejante  á  la  superior» 

Si  queremos  determinar  el  ángulo  que  la  curva  foN 
ma  con  el  ege  en  A  y  indagaremos  qué  razoa  hay  entre  los 
lados  infinitamente  pequeños  Aq  y  qf  practicando  lo  sí- 
^¡cn.e.  ,^  =  i,  =  Jj;^,  í/=  iy  =  ^^^ 
pero  quando  está  «  para  desvanecerse  i  es  x::zdzy  por 
consiguiente  ^  si  en  lugar  de  z  se  substituye  dz  ,  qA  ser4 

=  >íg^-^),  y  í/=ií^í^).  Despreciando  las  caq. 
tidadcs  ií-5*,  se  transforma  qA  =  en  i^=  y  V^aásí,  y  s/en 

j^S;^  =  tV^^^«'  Luego  qAz=zqfs  y  como  -^í  es  la  sein*- 
ordenada  de  la  hypérboia,  y  qf\di  scoüordenada  del  círculp^ 

*crá  en  el  vértice  í/=  qA ,  y  el  ángulo  q[Af  que  forma  la 
curva  con  el  ege  será  semirecto,  y  el  ángulo  de  la  Curva  recto. 
Finalmente  ^  podremos  fijar  la  naturaleza  de  la  cujtva  iso* 
crona  paracéntrica,  considerando  los  valores  de  ^éj^^pues  $£ 
«=a,serááf=\/(aí8H-«*)=l/za*=;=-^G,éjr=:\/(a* 
.—  í5*)  zziV{cí'  ^  Oz=  o  ,  y  por  consiguiente  AO':i=:,t'=ii 

£—  i^^,de  lo  qual  %víví&m%  AQ  \4nQr^4FlG\  za. 

Cues- 
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j  9  2      Cuestión  III.  Hallar  la  equachn  de  la  curva  Flg* 
llamada  catenaria  ,  esto  es  ,  de  la  curva  que  forma  un  hilo  a  5  2.i 
ó  una  cadena  floja  que  cuelga  libremente  de  dos  puntos  fijos^ 
Á  los  quales  están  atados  sus  estremos. 

Sea  BAC  una  cadena  muy  flexible  é  inestensible, 
formada ,  por  egemplo  ,  de  eslabones  muy  pequeños  íguar 
les  y  ó  de  bolitas  iguales  y  cuyos  dos  estremos  estén  ata- 
dos en  los  puntos  J?  y  C  de  la  misma  orizontal  BC  h  se 
pide  la  naturaleza  de  la  curva  BAC  y  que  forma  la  csi- 
presada  cadena  colgando  libremente*. 

I  .^  Es  evidente  que  pues  suponemos  la  cadena  pet^ 
Rectamente  uniforme  en  toda  su  tirantez  y  se  ha  de  poner  ett 
tal  situación  en  virtud  de  su  pesantez  y  flexibilidad  y  que 
i&l  tiramos  por  cl  puntad ,  que  suponemos  sea  el  mas  h^p  de 
ia  curva  31  la  vertical  P-^,  la  figura  5^C  e$té  dividida  en  das 
partes  iguales  é  uniformes  >  por  manera  que  si  tomamos  AD 
por  ege ,  y  el  origen  en  -^,  las  ordenadas  DQyDC  coc^ 
respondientes  á  un  mismo  punto  D  del  ege  y  serán  iguales» 

2.^  Que  la  parte  de  la*  curva,  ea  el  vértice  A ,  que 
suponemos  infinitamente  pequeña  ,  es  paralela  al  orizonte ,  y^ 
cjue  por  lo  mismo  la  tangente  Ag  cii  el  vértice  es  orizontak 

3.^  Que  si  ea  cl  supuesta  de  estar  la  cadena  en  uní 
plana  vertical  ^  y  en  la  situación  que  coge  después  de  afiai> 
.zada  ea  iff  y  Cy  se  la  afianzara  en  el  punto  ^del  plano 
-vertical,  no  mudaría  de* figura;  por  manera  que  si  nosft* 
guramos  que  entonces  se  la  quite  una  mitad  como  ACyipat 
egemplo  ;^  la  mitad '  restant<;^ff^  guardaría  k  misma  figura 

guc 
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ríg.  que  tenía  antes.  Por  consiguiente ,  podemos  suponer  en  el 
punto  ^  una  fuerza  a  que  aparta  cada  mitad  BA ,  Cyf 
vde  la  situación  vertical ,  ó  de  la  perpendicular  al  orizonte 
JBg  ó  ene ,  en  que  estaría  por  su  peso ,  si  solo  estuviese 
afianzada  en  uno  de  sus  estremos  By  C y  para  obligarla  á 
-tomar  la  figura  BAC. 

4.^  Qué  cada  punto  de  la  cadena  está  tirado  perpcn» 
^icularmente  acia  abajo  por  el  peso  de  la  porción  de  la 
xádena  que  coge  desde  dicho  punto  hasta  el  punto  ínfimo 
A.  Así,  el  punto  Bes  tirado  acta  abajo  verticalmente  po}: 
•el  peso  de  la  mitad  AB  de  la  cadena  ;  cada  punto  4e  los 
5}ue  están  entre  By  A yCs  tirado  igualmente  por  el  peso 
udei  arco  de  la  cadena  que  coge  desde  dicho  punto  al  pun^ 
to  A.  Por  razón  de  la  uniformidad  de  la  cadena  ^  podemos 
tornar  cada  uno  de  sus  arcos  que  llamaremos  Uy  por  la  pe«- 
'^antez  del  mismo  arco.  Por  donde  se  echa  de  ver  que  cada 
|>orcionc¡ta  de  la  cadena  es  tirada  verticalmente  por  la  fiíer* 
.za  del  peso  u  ,  7  orizoii talmente  al  mismo  tiempo  por  U 
^aerza  a  que  obra  en  el  vértice  A  >  con  lo  qual  está  precí-* 
sada  á  tomar  la  situación  de  la  tangente  en  dicho  punto, 
¿  de  la  espresada  porcioncita  de  la  curva. 
!  5  .^  Luego  si  imaginamos  que  por  un  punto  qualquíe* 
^a  de  la  cadena  ,  pongo  por  caso ^  el  punto  By  se  tire  una 
(.vertical  Bg  hasta  la  tangente  orizontal  ^^  en  el  verdee  A^ 
airamos  también  la  tangente  BM  en  el  punto  B  de  la  ca-« 
"^ena  ,  y  por  g  la  paralela  gN  i  la  tangente  BM,  el  pun* 

:to  B  será -impelida  verticalmente  eala  direcdQn  J^^  por 

el 
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,fcl  peso  de  la  mitad  de -la  cadena  ,  y  orizontaltnente  al  mis-  Fí^ 
mo  tiempo  en  la  dirección  orizontal  gA ,  ú  otra  paralela 
á  gA  en  el  punto  B9  por  una  fuerza  constante  ,  que  es  una 
misma  respecto  de  cada  punto  >  y  que  imaginamos  que  ea 
^1  punto  A  tire  en  la  dirección  gA.  Esto  es  causa  de  que 
la  porciot]i  infinitamente  pequeña  jS^siga  en  virtud  de  es^ 
tas  dos  impulsos  la  dirección  de  la  tangente  BbMy  que  es 
la  prolongacixm  del  arco  Bb.  Pero  si  tiramos  la  vertical  ebm 
infinitamente  próxima  á  Bng ,  resultará  el  pequeño  trián^ 
guio  Bbe }  rectángulo  en  e  9  semejante  al  triángulo  BgM^ 
rectángulo  en  ¿f  j  y  si  sujponemos  que  Bg  represente  la  fiíer.^ 
za  de  la  cadena  BA  en  la  dirección  de  la  vertical  >  y  gM 
ia  acción  de  la  fuerza  constante  a ,  que  suponemos  en  el 
vértice  A  y  tendremos  respecto  de  cada  punto  como  J?^  esta 
proporción  Mg:  Bg  :'.  Be  :eb  ::  a  :  BA:=zu^' 

.  Por  roníigiiientc  ,  si  llamanK>s  x  cada  abscisa  toma^ 
ida  en  el  ege  AD^ó  en  las  paralelas  Bg  á  dicho  ege  ,  é  jr 
cada  ordenada  BD  >  Be  será  d¿y  ^y  eb  será  dx  ^yX^  proport 
fcion  antecedente  se.  transformará  cñ  dy  :  dx  ::  a  :  u  y  y  sar 
caremos  adx  =  ady  yó  dy=:^~  y  que  será  la  equacipn  4(3. 
1$  curva  catenaria  BA  ó  CA. 

5^p  3  Si  en  du  zz  V(dx^  -4-  dy"-)  substituimos  en  la- 
gar de  <(y*  su  valor  ~^ ,  sacado  de  la  equacion  de  la  cure 
va, ,  resultará;  dü  =  vl—-^^  .  ^  ^  \/(fiu  rt-  ^) ,  y 
o«*  =:  -^  X  (tt«rH <m)  ,  Ó  uuii^  =  rf*' (tta-4-aa) ,  y  uduzz^ 
dxViuu-^  aa),  y  dx  =z -^¿^  i  é  integrando ,  jt  =: 
l/(atf -t-íW),  y XX  z:z uu -i- aa ,  yuuz:zjex  — ;<í<í>ó  uziz 

V 
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Fig.  V(jxx  —  aa).  Esta  última  equaclon  está  Üicíendo  que  im 
arco  qualquiera  u  de  la  curva  catenaria  es  (  UL  2  o  2  ) 
igual  á  la  ordenada  de  una  iiypérbola  equilátera  y  cuyo  se* 
miege  es  ^  ,  y  la  abscisa  x.  Finalmente  y  si  substituimos  este 

yalor  de  «  en  rfy  zr:  ~- ,  saldrá  dy  zn  ^(J^!Laa)  ^  ^^  ^^^^  ^^ 
equaclon  de  la  funicular  ó  catenaria  que  espresa  la  relacioá 
entre  la  ordenada  j^  zizS.dyzziS.  -^  ^;-^ jL^aj  Y  ^^  abscisa  sk 

594  Si  en  la  equacion  x  =:  V^  H-  ací) ,  ó  «  = 
Vxx  —  aa  y  hacemos  «  =;  o  ,  saldrá  xzizuy  de  lo  qual 
se  infíere  que  la  abscisa  x  no  empieza  en  el  vértice  jí  don« 
íde  está  el  origen  de  los  arcos  de  la  curva  AB  y  y  que  na 
es  solamente  AD  y  sino  que  coge  aun  mas  allá  hasta  el  pun-^ 
to  E  donde  se  supone  AE  =  ai  luego  ED  zzix^y  J4D z=z 
»  —  a. 

y  9  y  Para  construir  esta  curva  ,  multiplicaremos  lí 
equacion  dy  =  ^7^^—  por  ^  ,  saHrá  ^4r  =  ^  ^;,^-.j).  Y 
como  ady  es  el  elemento  de  un  rectángulo  ,  y  ;;^'~~)-  es 
Idupla  de  ^¡j^^;;^  que  es  el  elemento  (  III.  y  7  8  )  de 
un  sectot  de  una  hypérbola  equilátera  y  de  cuyo  primer  ege 
la  mitad  es  a  i  por  consiguiente  sí  sot»re  el  primer  ege  EAD 

;=:  áf ,  y  por  el  vértice  A  trazamos  ana  hypérbola  equilá-* 
tcra  AFy  cuyo  centro  esté  en  S ,  y  la  mitad  del  primer  ege 
EA  sea  a ,  y  tiramos  la  recta  EF  y  resultará  el  sector  hy-* 
perbóiico^iíF=»y.i;;^^^j  (  III.  y  78  )  5  y  si  tura- 
mos Ef  paralela  á  Ag ,  y  construimos  el  rectángulo  Af 
Igual  al  duplo  del  sector  hyperbólico  AEF  y  que  miramos 
como  dado,  el  rectángulo  Afsctá  nyo  S.ady  =*$''^;(~~7» 
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Ilnalmcntc ,  sí  prolongamos  la  ordenada  FD  de  la  hypér-  Flg. 
bola  y  y  fg  del  rectángulo ,  su  punto  de  concurso  B  será 
uno  de  los  de  la  curva  funicular. 

Por  el  mismo  camino  se  hallarán  todos  los  demás^ 
porque  si  concebimos  el  rectángulo  ^dividido  en  un  nú^ 
fliero  infinito  de  elementos  iguales  ,  como  fgm  f»^^  y  el  sec- 
tor hyperbólico  AEF,  dividido  en  el  mismo  número  de 
elementos  ó  sectores  pequeños  iguales  ,  cada  elemento  del 
rectángulo  será  duplo  de  cada  elemento  correspondiente  del 
sector,  y  Sez£z4yá^  la  curva  BA ^  será  :zzfm  rz  ¿(y  del 
elemento  del  rectángulo,  y  ebz=zdx  de  la  curva  BAy  será 
7:z:gf::rzdx  que  lleva  la  espreslon  del  sector  hypcirbólí- 
to.  Por  consiguiente ,  en  virtud  de  la  construcción  a4y  zzz: 
t;K^^)y  Y  Se^4y  =:-j^-^^,  que  es  la  equacioik 
(de  la  curva  que  se  habla  de  construir. 

5p5      También  se  puede  construir  la  catenaria  por 
tnedio  de  la  rectificación  de  la  parábola  vulgar. 

Ya  que  du  =z  V(dx^  H-  í(y*)  =z  ^(^^tL^  >  ^^"  ^"^^ 
titulr  en  lugar  de  4y^  su  valor  sacado  de  la  equacion  dy 
=  ^{J'J-Laa):  ¿le  la  curva  (  y  p  3  )  ,  inferiremos  qiic 
dy  -^^du  =  ^¡^g-  =  dx  \/(S)j_^f  P"<^s  d^  ^ivi^lida 
el  numerador  y  denominador  por  x/x-^a.  Se  ha  de  bus*^ 
car  una  curva  cuyas  ordenadas  xéy  tengan  un  mismo  ori- 
gen E  que  las  coordenadas  de  la  curva  Bj4  ,  y  estén  en 
tmas  mismas  rectas  ;  y  llamando  t  cada  uno  de  los  arcos  de 
la  4ltima  qtxrvz  desde  su  vértice  ,  el  elemento  de  su  recti-< 
ficacion  será  dtzz:dxy(j^Q.  Para  conseguirla,  haremos 

dt 
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rig.  dt=:dx  ^/(S)  =  V^C'^**  "^  '^') » ^^  ^^^^  sacaremos 
mdx*.*-adm*  —  ffyi^^  ¿¡¿í.  restando  rf**  de  cada  miembro ,  re- 

sulmá  '±1^!^  -  dx-  =  ^  =  <h\4y:=zdx  V(j^, 
¿  integrando jf  =  aV(2<»xjf  — a)  ^V'CSax  x—a), 
que  es  la  equaclon  de  una  parábola  vulgar  ,  cuyas  orde- 
nadas son  X  —  o  ,  y  tienett  por  lo  fliismo  sA  origen  en  A, 
y  su  parámetro  =:  8  tf. 

Por  consiguiente ,  si  sobre  el  ege  AD  trazamos  la  pa- 
rábola AG  y  con  un  parámetro  =  8tf ,  y  tomamos  una  rec- 
ta igual  á  la  tirantez  que  suponemos  conocida  de  cada  arcQ 
de  dicha  parábola ,  y  aplicamos  la  espresada  recta  al  punto 
correspondiente  de  la  hypérbola  equilátera  AF ,  sobre  U 
ordenada  correspondiente  al  mismo  punto ;  poj:  egemplo» 
si  tomamos  la  recta  igual  á  ^G ,  y  la  aplicamos  al  pun- 
to P  correspondiente  á  6  ,  sobre  FD ,  el  punto  B  donde 
xematare  esta  recta  Igual  á  AG ,  Kti  uno  de  los  puntos 
¿t  la  catenaria  BA  >  del  mismo  modo  se  trazarán  todos  su« 
demás  puntos. 


Porque  la  longitud  del  arco^G  =S.dt=S.Jx\/(^^^ 

S>dui  y  si  restamos  •$".  du  =i  S.  ■  '  *  ■  =r  Vxx — aa^ 


(  que  es  la  integral  de  -~—  )=:FD  ,  que  es  la  ordc- 

Virar      mm 

nada  de  la  hypérbola  equilátera  AF,  quedará  S,4y  =j^=: 
S.-^^-^  ,  que  es  la  equadon  de  la  catenaria  que  nos  pro- 
pusimos construir. 

Cues* 
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'5  P  7      Cuestión  IV.  Hallar  la  naturaleza  de  la  curva  Fíg. 
tautocrona  ,  esto  fs ,  de  una  curva  que  tiene  la  propiedad 
de  que  un  cuerpo  que  baja  á  lo  largo  de  ella  y  sea  el  que 
fufre  el  punto  desde  el  qual  empieza  á  bajar  ,  llega  siempre 
en  un  mismo  tiempo  al  punto  mas  bajo  de  la  curva. 

Por  los  términos  en  que  viene  propuesta  la  cuestión,  2  y  3V 
hemos  de  hallar  la  curva  B^C ,  cuyo  ege  /f D  es  vertical, 
de  tal  naturaleza ,  que  el  cuerpo  B  bajando  desde  cierto 
punto  B  y  llegue  á  ^  en  el  mismo  tiempo  que  si  bajase  des^ 
de  otro  punto  qualquiera  Ch  quiero  decir,  que  si  dos  cuer- 
pos empiezan  á  bajar  á  un  tiempo  ,  el  uno  desde  jS  y  el  otro 
desde  C ,  lleguen  ambos  á  un  tiempo  al  punto  mas  bajo  A. 

Pongamos ,  para  escusar  confusión  ,  al  otro  lado  del 
cge  otra  porción  -^J?  de  la  curva.  Dividamos  AC  en 
un  número  infinito  de  partes  iguales  Acy  cd,  deScc^  y  la 
porción  AB  en  otras  tantas  Ab  ybl  y  Im  &c«  La  naturaleza 
de  lá  curva  ha  de  ser  tal  que  su  arco  Ci  sea  andado  en  el 
mismo  tiempo  que  Bq  s  ib  en  el  mismo  tiempo  que  qp  i  bg 
en  el  mismo  tiempo  que  po  &c.  y  así  prosiguiendo  i  con 
esto  toda  la  curva  CA  será  andada  en  el  mismo  tiempo 
que  BA.  Todo  esto  supuesto ,  yá  que  los  arcos  Ab  ,  Ac 
son  andados  en  intervalos  iguales  de  tiempo  ,  será  la  velo- 
cidad en  bá  la  velocidad  en  c  y  como  bA  á  cA ,  como  to- 
da la  BA  i  toda  la  CA  5  por  consiguiente  el  quadrado  de 
la  velocidad  en  b  es  al  quadrado  de  la  velocidad  en  c ,  co- 
mo el  quadrado  de  BA  al  quadrado  de  CA.  Pero  el  qua- 
drado de  la  velocidad  en  jS  es  al  quadrado  de  la  velocidad 

en 
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líg.  en  C ,  como  la  altura  vertical  AE  i  la  altura  vertical  AF\ 
luego  el  quadrado  de  AB  es  al  quadrado  de  AC ,  como 
AE  es  á  AF.  Por  consiguiente  la  cuestión  de  Dinámica 
queda  reducida  á  una  cuestión  puramente  geométrica  ^  que 
se  puede  proponer  en  estos  términos. 

Hallar  la  curva  ABC  tal,  que  los  quadrados  de  las  par-* 
cienes  qualesquiera  ÁB  y  AC  sean  proporcionales  á  las  cAs^ 
cisas  ,  esto  es,  tal  que  (AB)*  :  (AC)*  ::  AE  :  AF  ,  ^  b^ya 
por  consiguiente  entre  (AB)*  y  AE  una  razón  constante  que 
supondremos  la  dez\  i. 

Llamemos  AE  ,  xi  EB,yi  ABy  u.  Por  la  naturalez< 
He  la  curva  será  a :  i  ::  uu  :  Xy  luego  uu  r=:  ax,  y  wmz  VaXy 
Y  du  ó  \/(dx'' -^  4y^)  =:  ~.  Quadrando,  saldrá  dx"- 


[tSA 


aádst 


^*  =  ^ »  ó  4*</**  -+-  44f¿>*  =:  adx*y  y  /^x^  =  adx^ 


/^xdx*  y  y  sacando  las  raices ,  tendremos  dyV^x  =: 

dxV(a—'\x)  dxi^a-^x) 

¿4fv(<»— 4*),  y4y  = = — — 

V^x  Vx 

r=  (  con  multiplicar  arriba  y  abajo  por   \^ ^a — x\ 
Ir^a  —  x)daf  {L,a  —  xytx  -i-adx 

Vijax  —  XX)        Vij^x  —  xx)         V(:jax  —  xx) 
sacando  las  integrales  ,  j^  =  V'Cj  ax — xx)  mas  la  integral 

,^  ^adx  ^       -  .  ,  / 

de .  Pero  la  integral  de  esta  ultima  cantidad  se 

v/(~tíjf — xx) 
<i  j  j .  saca  con  trazar  el  semicírculo^GFcon  el  diámetro  AFz:z  ^, 

) 

V^i^ax — xx)/ 

Y 
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y  como  l/(j  ax — xx)  =  EG  ,  será  EB  6  y  =  EG-¥-  Fíg. 
GA  y  óGAzzz  GB.  Por  consiguiente    (  lU.  3651   )    la 
curva  tantócrona  es  laCycloide. 

5p8  Esto  se  puede  también  demostrar  sin  cálculo* 
Porque  la  porción  de  cycloide  AB  es  (  III.  y  p  4  )  dupla 
de  la  cuerda  AG ,  y  por  consiguiente  las  diferentes  por- 
ciones de  las  cycloides  son  proporcionales  á  las  cuerdas 
correspondientes  del  círculo  generador.  Luego  los  quadra- 
dos  de  AB  son  proporcionales  á  los  quadrados  de  las  AG» 
Y  como  estos  quadrados  son  iguales  (  I.5  2  3  )  al  rectán* 
guio  del  diámetro  por  la  abscisa  correspondiente  AE  ,  se- 
rán los  quadrados  de  todas  las  AG  como  las  abscisas  AE; 
luego  finalmente  los  quadrados  de  los  diferentes  arcos  de  la 
cycloide  son  como  las  abscisas  correspondientes. 

599  De  aquí  se  puede  sacar  fácilmente  una  demos*  ^  c  '6 
tracion  syntética  de  la  propiedad  que  tiene  la  cycloide  de 
ser  la  curva  Tantócrona.  Supongamos  que  sea  BAC  la  cy» 
cloide ,  y  que  dos  cuerpos  empiecen  á  bajar  á  un  misma 
tiempo  y  el  uno  desde  B,y  cX  otro  desde  C  5  hemos  de  pro 
bar  que  ambos  llegarán  á  un  mismo  tiempo  al  punto  A^ 

Divídanse  los  dos  arcos  de  cycloide  en  un  numera 
muy  cret:ido  ác  partes ,  que  sea  el  mismo  respecta  de  cada 
ateo  >  de  modo  que  pq  ocupe  el  mismo  lugar  en  B^,  que 
í*  en  Cj4.  Sentado  esto,  FA:  EA ::  iOA)^:  (BAf-'.\(ih)\ 
(P9)* :KAi)* :  {Aqf  ::  AR:  AS.  Luego  FA:  EA::  ARi 
AS  y  ó  FA:  AR  :iEA:ASy  y  (  L  1S9  )  FR  ó  Lr. 
ES  ó  Mq  ::  (ib)*:  (qp)\  Peto  Z/ :  Mq  como  el  quadrado 

r<»»./K  Ll  de 
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Fíg.  de  la  velocidad  en  /  es  al  quadrado  de  lá  velocidad  en  ^ 
luego  (iby  es  4  (^p)*  como  el  quadrado  de  la  velocidad  en  / 
es  al  quadrado  de  la  velocidad  en  9  s  y  por  consigalente  ii& 
es  á  j^p  3  como  la  velocidad  en  i  es  á  la  velocidad  en  qi 
luego  el  zxcoib<s  andado  en  el  mismo  tiempo  que  el  arco  ^p* 
Lo  que  acabamos  de  probar  respecto  de  estas  dos  porciones 
de  la  curva  j  queda  probado  respecto  de  los  demás  ^  y  por 
consiguiente  de  los  arcos  enteros  CA  y  CB ,  que  también 
serán  andados  en  un  mismo  tiempo. 

De  todo  esto  se  deduce  que  si  queremos  que  un  pén^ 

'^.5  7'  dulo  haga  sus  oscilaciones  en  tiempos  iguales,  se  han  de 
construir  dos  cycloides  iguales  ABC j  ADE ,  cuyos  eges 
'sean  verticales ,  y  atar  en  el  punto  A  un  hilo  igual  á  la  se^ 
nicycloidc ,  estando  atado  en  el  otro  cstremo  del  hilo  el 
peso  P ,  y  sus  oscilaciones  serán  isócronas. 

Porque  la  linea  PQR  que  trazará  el  peso  á  medida  que 
^el  hilo  se  desprendiere  de  la  cycloide  ABC  ó  ADE  y  será 
por  lo  dicho  (  111447  )  ^^  cvoluta  de  estas  cycloides, 
cuya  evoluta  es  también  (  111.4^2  )  una  cycloide ,); 
por  consiguiente  será  andada  en  tiempos  Iguales. 

[158.  ^00  Es  muy  fácil  de  trazar  la  cycloide  vulgar.  Para 
manifestarlo ,  supondremos  que  sea  AB  el  ege  de  la  cycloN 
de  ,  AMB  el  círculo  generador  í  divídase  la  semlcircunfe- 
tencia  AMB  en  un  número  de  partes  iguales  el  mayor  que 
se  pudiere  9  y  desde  los  puntos  de  división  tírense  rectas 
indefinitas  perpendiculares  á  AB.  Si  á  cada  una  de  estas 
rectas  se  la  dan  tantas  de  dichas  partes  quantas  coge  el 
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numero  qué  espresa  la  distancia ,  á  que  cada  una  de  di-  Flg. 
chas  perpendiculares  está  del  punto  A ,  el  cstremo  de  cada 
perpendicular  será  uno  de  los  puntos,  de  la  cycloide.  Por 
cgemí)lo ,  á  la  linea  MN  que  sale  de  la  séptima  división ,  se 
la  han  de  dar  siete  de  lis  partes  iguales  en  que  está  dividid 
da  la  semicircunferencia  AMB^ 

601  Cuestión  Vi.  Dados  en  un  plano  verticat  dos 
puntos  A  j;  B  ,  bailar  la  naturaleza  de  la  curva  y  que  traza-» 
rá  un  cuerpo  pesado  para  ir  desde  A  áB  en  el  tiempo  más 
corto.  Esta  curva  se  llama  la  Brachystocrona  ¡^  d  la  curva 
de  la  calda  mas  veloz. 

Imaginemos  qvícAMB  es  la  curva  de  que  se  trata?  250. 
esto  es  y  la  que  trazará  un  cuerpo  pesado  para  ir  en  el 
tiempo  mas  breve  desde  el  punto  dado  A  yz\  punto^  dado 
P^  Si  tomamos  en  esta,  curva  dos  puntos  infinitamente  pró^ 
ximos  M  y  níy  es  preciso  que  el  arco  Mn¿  sea  andado 
en  menos  tiempo  que  otro  arco  qualquiera  que  pasare  por 
los  dos  mismos  puntos  My  m  ¡,  pues  podemos  suponer  que 
My  m  sean  los  dos  puntos  dados.  Tomaremos. un  punto  N 
que^esté  infinitamente  mas  próximo  á  Mm  que  Mim  ,  é 
Imaginaremos  las  dos  rectas  TWiVy  iVwi^  yá  que  el  tiempo  de 
la  caida  por  Mmm  ha  de  ser  un  mínimo  y  será  preciso  que 
la  diferencia  entre  el  tiempo  iporMmm^  y  el  tiempo  por 
MNni  que  es  la  diferencial  del  tiempo  quando  se  pasa  del 
un  arco  al  otro  ^^  sea  cero.. 

Tiremos,  por  los  puntos  Jíf,  N  ^m!  las  orizontales  Mp^ 
mp^mpi  é  imaginemos  la  vertical  AC.  Llamemos  AP , xi 

U  2  PM, 
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Flg.  PM ,  y  5  AM ,  j.  Y  supongamos  Mni  =r  mm^j  esto  es  ií 
constante.  Tendremos  fnr=zdx  y  rMzzi  dy  h  mrzn  dx  H- 
ddx  \rtnzzz  dy-\^ddy.  Sea  u  la  velocidad  del  cuerpo  quan- 
do  anda  Mm  $  u  será  también  la  velocidad  (210)  con 
que  anda  MN ;  y  u^^du  será  la  velocidad  con  la  qual  an« 
dará  mrn  y  iVíw/  Luego  el  tiempo  por  Mm ,  será  7- ,  y  d 
tiempo  por  mm^scti  ■—f;^. 

Desde  los  puntos  Mym  como  centros  ,  y  con  los  ra- 
dios MN  y  mm  trazaremos  los  arcos  Nn ,  mt.  De  la  com* 
paracion  de  los  triángulos  Nmn ,  Nmt  con  los  triángulos 
Mmr  ,  mm^r\  sacaremos  nm  zz:  Nm  x  ^ ,  y  Nt  zzz  Nm  x 
ÍZ:^.  Luego  MN=ds—^Nmx  %  /y  Nm'zzzds^Nm 

X  ^j/    »  Luego  el  tiempo  por  iNTiíf  será íl 


y  ¿L  tiempo  por  iViw'  será ¿í—  Tendremos» 


^rf^_2\rwx^  ds-^-Nmx'^^        ^ 

pues  9         ■■       ^  -+•         ■  —  —  — 


u  w^  du 

gj;  =  o  ,  cuya  cquacloa  5c  reduce  á  ^  (í&^  —  í?^) 

=  0,0  ¿(íj)  ==  o  5  luego  integrando  ^  =  ít ,  ó  a(y  = 

f/i/x.  Pero  ya  que  la  velocidad  u  es  la  misma  (    248) 

que  el  mobil  hubiera  adquirido  cayendo  de  la  altura  APj 

tendremos  uu  =  2pjf  5  luego  Cdy  =  dsV(^2p!c)  ,  y  C*((y* 

=  ipxds^  =  2px(dx^  -t-  4y*)  >   de  donde  sacaremos  43f 

Para  determinar  la  constante  C^  repararemos  que  quan* 

do 
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do  V^ipx  =  C ,  es  dyzzzds  y  luego  si  llamamos  /^  la  velo*  Rg., 
cidad  que  tendrá  el  cuerpo  en  el  punto  donde  V^px  zizC, 
la  equacion  Cdy  =r  udsy  será. entonces  Cds  =:  J^ds  ,  que  dá 
CznV.  Y  si  llamamos  h  la  altura  correspondiente  AC^  re- 
sultará VV  =  2i>* ,  luego  ce  z=   2jp¿*   Luego  dy  zs 

vá^^fc)  >  ^  ^  =  vIíSo  '  ^"^  ^*  *^  equacion  de  la  cur- 
va )  pero  para  conocerla  mejor  y  demos  otra  forma  á  la 

equacion. 

Imaginemos  por  el  ptínto  K  donde  dy:nds,  la  vertí* 

cal  RD  'y  y  después  de  prolongada  PM  en  O ,  llamemos 

AD  y  üh  ORy  x^y  OM yyí  Tendremos  xz=zb  —  a!yy  =:tf 

-— j^  5  rfjc  =:  —  dx'ydy  =:  •—  (^y  substituyendo  estos  valo- 

yes ,  salara  iy;  —      v*'      —  vi**'— «v)  —  7-7-7 ttT 


Luego  y=  C'^  v'Cía?^—  ;v  V) 


Concibamos  que  sobre  DRy  o  ¿  ,  como  diámetro  ^  se 
haya  trazado  el  semicírculo  DER.    Será  0£  =  v'C^/ — 

^  ^  ) ,  V  el  arco  /c£  =  *y.  ■ • —  5  luego  tenemos 

en  general  0M=  C^-h  0£?  h-  A£. 

Para  determinar  la  constante  C\  conviene  considerar 
que  quando  á;  1=  o  ,  ha  de  ser  y^zz:  o .  Luego  y á  que  en- 
tonces OE  y  RE  llegan  á  ser  cero ,  será  C^=:  o.  Luego  Oilf 


y  3  4^        ELEMENTOS  DE  DINÁMICA. 

Fig.  zzlOE^+^RE  5  luego  la  curva  brachytocrona  es  ( III.3  tf p  ) 
una  semicycloide  vulgar  cuyo  círculo  generador  es  DER^ 
y  cuya  semibase  es  AD.  Solo  nos  falta  determinar  b  i  por- 
qué no  hay  mas  datos  que  los  puntos  Ay  B  por  donde  el 
cuerpo  debe  pasar.  Determinaremos  b  por  este  camino. 

Tiraremos  la  vertical  BK  que  encuentre  en  /T  la  orí^ 
zbntal  AJíC  tirada  por  el  punto  A  7  sobre  AK ,  como  semi- 
base 9  se  trazará  la  semicycloide  Af^T  5  esto  es  ,  una  se- 
micycloide cuyo  círculo  generador  tenga  su  semicircunfe- 
rencia =::  AIC.  Y  después  de  tirada  AB  que  corte  esta  cy** 
doide  en^,  tiraremos  la^üT,  tirándola  á  esta  por  el  punto 
B  la  paralela  BD  que  determinará  la  semíbase  AD  de  la  cy^ 
doide  que  se  busca  $  esto  es  ^  la  semicircunferencia  de  su 
círculo  generador.  Fúndase  tsta  construcción  en  que  las 
cydoides  A^T ,  ABR ,  cuyas  bases  están  sobre  AD  ^  y 

« 

que  tienen  común  el  punto  A ,  son  semejantes  j  como  es 
facU  de  probar. 


FIN 

DEL  TOMO   QüARTO. 


i 
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